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MÉCANIQUE  ET  MACHINES 

PROFESSÉ 

A  L'ÉCOLE   POLYTECHNIQUE. 


QUATRIÈME  PARTIE. 

DYNAMIQUE  DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS  EN  GÉNÉRAL 
ET  PLUS  PARTICULIÈREMENT  DES  CORPS  SOLIDES. 


192.  Division  du  Cours  de  seconde  année.  —  Le  Cours  de 
Mécanique  et  Machines  comprend,  dans  la  seconde  année, 
trois  grandes  divisions  :  la  dynamique  des  systèmes  matériels 
en  général,  et  plus  particulièrement  des  corps  solides;  2^  la 
mécanique  spéciale  des  fluides;  3°  Tétude  des  machines  en 
mouvement,  à  laquelle  se  joindra  la  Thermodynamique  ou 
Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  faite  surtout  en  vue  de  son 
application  aux  machines  à  vapeur. 


Bbamb.  —  Cours  de  Mée,  \\, 


QUATRIÈME   PARTIE.    —   CHAPITRE  PREMIER. 


CHAPITRE  PREfflER. 


DYNAMIQUE  GENERALE. 


S  I.  —  Principe  de  d'Alembert;  exemples  de  son  application. 

193.  Principe  de  d'Alembert,  —  Les  équations  qui  définis- 
sent les  coordonnées  variables  des  divers  points  d'un  système 
on  fonction  du  temps  peuvent  toujours  s'obtenir  au  moyen 
d'un  théorème  très  général,  connu  sous  le  nom  de  Principe 
de  d*Alembert,  parce  que  d'Alembert  l'a  énoncé  le  premier  et 
publié  en  1743.  Pour  y  arriver,  considérons  d'abord  dans  le 
système  un  point  matériel  M  qui  en  fait  partie;  ce  point  se 
meut  sous  l'action  de  diverses  forces,  qui  peuvent  toujours  se 
diviser  en  deux  catégories  (n®  131  )  : 

I®  Forces  directement  appliquées,  comme  sont,  par  exemple, 
les  actions  de  la  pesanteur  et  autres  attractions  analogues, 
les  forces  produites  par  l'effort  qu'exercerait  un  animal,  la 
pression  d'un  fluide  en  contact  avec  le  point  considéré,  etc.; 

2^  Forces  provenant  des  liaisons  qui  unissent  le  point  M 
avec  les  autres  points  du  système,  ou  avec  des  corps  extérieurs 
non  compris  dans  celui-ci;  en  tenant  compte  de  cette  seconde 
catégorie  de  forces,  on  tient  par  là  même  compte  des  liaisons, 
car  une  liaison  ne  peut  avoir  d'influence  sur  le  mouvement 
qu'en  raison  des  forces  auxquelles  elle  donne  naissance. 

Toutes  ces  forces  étant  appliquées  en  un  même  point,  nous 
pouvons  (n®  100)  les  réduire  à  une  seule,  que  nous  remplace- 
rons ensuite*  par  ses  composantes  X,  Y,  Z  suivant  trois  axes 
rectangulaires.  Puisque  nous  avons  compris  dans  X,  Y,  Z  les 
forces  qui  proviennent  de  ce  que  le  point  M  fait  partie  d'un 
système,  nous  sommes  en  droit  de  l'isoler  des  autres  points 
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par  la  pensée  et  d'écrire  les  équations  de  son  mouvement 
comme  s'il  était  seul.  Si  donc  on  appelle 

m  sa  masse; 

X,  j,  z  ses  coordonnées  dans  le  système  d'axes  rectangulaires 
ci-dessus  mentionnés, 

on  aura  (n«  104) 


m 


^=^^  '^■^=^''  r'THt^'^^' 


dt"  '  dt^  '         dt' 

soit,  sous  une  autre  forme, 

,  .       „  d}x  -,  d^y  „  d^z 

('>       ^-''^^==^'     ^-'^d1^=''^     ^~'^^^^- 

Les  équations  (i)  peuvent  être  considérées  comme  exprimant 

réquîlibre  entre  les  forces  (X,  Y,  Z)  qui  agissent  réellement 

sur  le  point  M  et  une  force  fictive  égale  au  produit  de  la 

masse  m  par  Taccélération  totale  y  prise  en  sens  contraire; 

car,  les  composantes  de  j  suivant  les  axes  coordonnés  étant 

(n«16) 

d}x     d^y     d^z 

11}'   'dC-'   1^' 

celles  de  la  force  —  mj  auront  pour  valeurs 

d^œ  d^y  d^z 

et  annuleront  respectivement  X,  Y,  Z,  ce  qui  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  de  Téquilibre  (n°  112). 

La  force  —  mj  a  reçu  un  nom  particulier;  on  l'appelle /orce 
d'inertie  du  point  M.  Si  le  point  M  recevait  son  accélération 
totale  y  par  le  contact  d'un  certain  corps;  si,  par  exemple,  on 
lui  donnait  son  mouvement  en  le  tenant  dans  la  main,  la  main 
devrait  exercer  sur  lui  une  force  m/et,  par  conséquent,  elle 
éprouverait  une  réaction  égale  et  contraire  —  mj  (n°  95).  La 
force  d'inertie  d'un  point  matériel  n'est  donc  pas  une  force  agis- 
sant réellement  sur  lui;  pour  ce  point  c'est  une  force  fictive, 
comme  nous  l'avons  dit.  Mais  en  même  temps,  dans  le  cas 
particulier  qu'on  vient  d'indiquer,  c'est  une  force  réelle  à  l'é- 
gard de  la  main  qui  met  le  point  en  mouvement,  car  c'est  la 
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résistance  qu'elle  éprouve  pour  obtenir  le  résultat  consistant 
à  produire  l'accélération  y  d'un  point  de  masse  m. 

Moyennant  l'introduction  de  la  force  d'inertie,  les  équa- 
tions (i)  s'énoncent  ainsi  : 

Dans  tout  système  en  mouvement,  il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  qui  agissent  réellement  sur  un  point  quelconque  et  sa 
force  d'inertie. 

D'autre  part,  quand  chaque  point  d'un  système  est  en  équi- 
libre, le  système  entier  y  est  également;  seulement,  il  ne  faut 
pas  l'oublier,  cet  équilibre  n'a  lieu  qu'en  tenant  compte,  pour 
chaque  point,  des  forces  produites  par  la  dépendance  réci- 
proque des  divers  points  entre  eux  ou  entre  ces  points  et  des 
corps  extérieurs  au  système.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  : 

Dans  tout  système  en  mouvement,  il  y  a  équilibre,  par  l'in- 
termédiaire DES  LIAISONS,  entre  les  forces  directement  appli- 
quées et  les  forces  d'inertie. 

Ces  mots  :  par  V intermédiaire  des  liaisons  sont  simplement 
destinés  à  rappeler  qu'on  doit  tenir  compte  des  forces  aux- 
quelles les  liaisons  donnent  naissance. 

L'équilibre  d'un  ensemble  quelconque  de  forces  s'exprime, 
comme  on  sait  (n<>  127),  par  l'équation  générale  du  travail 
virtuel,  qui  deviendra  ici 

la  somme  2  s'étend  à  tous  les  points  du  système,  et  quand 
on  fait  figurer  toutes  les  forces  réellement  agissantes  dans  le 
calcul  de  X,  Y,  Z,  . . . ,  les  déplacements  virtuels  8j7,  8/,  Izy  ... 
sont  absolument  arbitraires.  De  cette  manière,  il  est  clair  que 
l'équation  (a)  renferme  implicitement  toutes  les  équations  (i), 
écrites  séparément  pour  les  divers  points;  on  peut  donc  dire 
que  le  principe  de  d'Alembert  permet  d'obtenir  les  équations 
différentielles  du  mouvement  d'un  système  quelconque  de 
points. 

Mais,  en  réalité,  cette  méthode  générale  n'est  pas  pratique- 
ment applicable,  parce  que  tout  corps  perceptible  à  nos  sens, 
quelque  petitesse  qu'on  lui  suppose,  renferme  encore  un 
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nombre  immense  de  particules  matérielles,  sur  chacune  des- 
quelles s'exercent  des  forces  directement  appliquées,  ou  des 
forces  provenant  des  autres  particules,  ou  encore  des  forces 
dues  à  des  liaisons  avec  les  corps  extérieurs.  Si  n  désigne  le 
nombre  de  ces  particules,  qu'on  peut  considérer  comme  des 
points  matériels  sans  dimensions,  les  équations  analogues 
à  (i)  seront  en  nombre  triple  3n,  et  renfermeront  comme  in- 
connues auxiliaires  toutes  les  forces  de  liaison,  en  nombre 
encore  plus  considérable.  On  rencontrerait  donc  ici  les  mômes 
difficultés  qu'on  a  déjà  signalées  (n*  127)  à  propos  de  la  re- 
cherche des  conditions  d'équilibre,  et  il  s'y  ajouterait  encore 
les  difficultés  d'un  genre  différent  qui  se  rapportent  à  l'inté- 
gration d'un  système  d'équations  différentielles  simultanées, 
du  second  ordre  au  moins.  Le  théorème  ou  principe  de  d'A- 
lembert  n'en  a  pas  moins  le  très  grand  avantage  de  ramener 
la  détermination  d'un  mouvement  à  celle  des  conditions  d'é- 
quilibre, sauf  la  difficulté  d'analyse  dont  nous  venons  de  parler 
en  dernier  lieu.  La  suite  du  Cours  montrera,  dans  une  cer- 
taine mesure,  le  parti  qu'on  peut  en  tirer;  nous  allons,  quant 
à  présent,  en  déduire  un  certain  nombre  de  conséquences, 
qui  seront  encore  des  théorèmes  très  généraux,  quoique  à  un 
moindre  degré  que  le  principe  lui-même. 

194.  Cas  d'un  système  à  liaisons.  —  Supposons,  en  premier 
lieu,  un  système  dont  les  liaisons,  variables,  si  l'on  veut,  avec 
le  temps,  satisfont  toujours  à  la  condition  essentielle  formulée 
au  n*»  130.  Les  forces  provenant  des  liaisons  produisent  donc, 
par  hypothèse,  des  travaux  élémentaires  dont  la  somme  est 
toujours  nulle  dans  tous  les  déplacements  compatibles,  à 
l'instant  considéré,  avec  ces  mêmes  liaisons.  Alors,  si  dans 
l'équation  (2)  on  se  borne  à  introduire  des  systèmes  de  dépla- 
cements virtuels 

Sa:,  8y,  05,  . . . , 

compatibles  avec  les  liaisons  telles  qu'elles  existent  à  l'é- 
poque ^,  ces  variations  de  coordonnées  n'étant  plus  alors  in- 
dépendantes les  unes  des  autres,  on  sait  que,  dans  l'équation 
répondant  à  chaque  système  de  déplacements,  les  travaux  des 
forces  de  liaison  disparaissent  d'eux-mêmes,  en  sorte  que  ces 
forces,  a  priori  inconnues,  se  trouvent  ainsi  éliminées  et 
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qu'on  n^a  plus  à  les  comprendre  dans  les  composantes  X,  Y, 

Z, 11  suffit  alors  de  considérer  X,  Y,  Z  comme  les  sommes 

des  composantes,  suivant  les  axes  coordonnés,  des  forces 
directement  appliquées  à  chaque  point  matériel,  lesquelles 
sont  le  plus  souvent  des  données  immédiates  du  problème. 
Cependant,  après  cette  modification,  l'équation  (2)  reste  en- 
core la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  (n<»130), 
et,  par  conséquent,  elle  renferme  implicitement  les  équations 
du  mouvement. 

Pour  montrer  comment  on  peut  les  en  faire  sortir  dans  un 
cas  très  général,  nous  allons  supposer,  avec  Lagrange,  que 
les  liaisons  sont  exprimables  par  des  équations  entre  les  coor- 
données 

\^)  ^9  y*  ^y  ^\i  y\y  ^\y  •  •  •>  ^n-U  yn-ly  ^n-\ 

des  n  points  qui  composent  le  système.  Soient 

(4)  L=:o,     L,  =  o,      ...,     Ljt-i  =  0 

des  équations  que  ces  coordonnées  doivent  toujours  vérifier, 
et  dans  lesquelles  peut  aussi  figurer  le  temps  t.  Le  nombre  k 
des  équations  (4)  ci-dessus  ne  peut  d'ailleurs  atteindre  3n, 
sans  quoi  ces  équations  suffiraient  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  et  il  n'y  aurait  plus  de  mouvement 
à  chercher. 

Si  un  système  de  déplacements  virtuels  est  compatible  avec 
les  liaisons,  telles  qu'elles  existent  à  l'époque  ^,  il  faut  que  les 
équations  (4)  soient  vérifiées  simultanément  par  les  coordon- 
nées (3)  et  par  ces  coordonnées  augmentées  de  leurs  variations 

IXy    0/,    85,    8j:,,    8/,,    0^1,    ...,    ^Xn-i9    ^yn-\y    ^««-1» 

qui  définissent  les  déplacements  virtuels  dont  il  s'agit.  De  là 
résultent  les  conditions 

I  dL^  dL^  dL^  dh  ^  dL    ^ 

dx  dy  '^  dz  dxi       *  dzn-i 

dLi  ^  dLi  ^  dLi  ^  dht  ^  dL*    ^ 

(5)  \  de  «7  dz  dxi  dz^-^^ 

• f 
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on  les  obtient  en  retranchant  les  équations  (4)  prises  avec  les 
coordonnées  (3),  des  mêmes  équations  dans  Jesquelies  on  a 
mis  les  coordonnées  augmentées  de  leurs  variations.  Les  dé- 
placements définis  par  ces  variations,  et  qui  peuvent  être 
admis  comme  compatibles  avec  les  liaisons,  sont  générale- 
ment en  nombre  infini,  mais  chaque  système  doit  toujours 
vérifier  les  k  équations  (5).  On  peut  imaginer  qu'on  tire  de 
ces  équations  A:  variations  en  fonction  des  3/i  —  k  autres,  et 
qu'on  en  porte  les  valeurs  dans  l'équation  (2) ;  les  3 /i  —  k  va- 
riations restantes  sont  alors  complètement  arbitraires,  et  l'é- 
quation se  décompose  en  3/t  —  k  équations  distinctes,  parce 
qu'on  doit  égaler  séparément  à  zéro  chacun  des  coefficients 
des  3/1  —  k  variations  arbitraires.  Ces  3  /i  —  A:  équations,  jointes 
aux  k  équations  de  liaison,  donnent  les  3/i  équations  néces- 
saires pour  déterminer  les  3  n  coordonnées  inconnues  en  fonc- 
tion du  temps. 

Au  lieu  d'éliminer  k  variations,  comme  on  vient  de  le  faire 
concevoir,  Lagrange  a  indiqué  une  méthode  dans  laquelle  tous 
les  points  sont  traités  de  la  même  manière.  Multiplions  cha- 
cune des  équations  (5)  par  une  indéterminée,  puis  sommons 
ces  équations  avec  l'équation  (a),  où  nous  supposerons  que  les 
déplacements  sont  compatibles  avec  les  liaisons  et  où  nous 
ne  ferons  entrer,  en  conséquence,  que  les  forces  directement 
appliquées;  nous  aurons  ainsi 

en  désignant  les  indéterminées  par 

(7)  ^>  ^1»  •  •  •>  ^*-i» 

Le  nombre  des  parenthèses  serait  3/i  comme  celui  des  varia- 
tions, et  chacune  d'elles  s'écrirait  facilement  in  extenso.  Or 
nous  pouvons  concevoir  qu'on  assujettisse  les  k  indétermi- 
nées à  un  pareil  nombre  de  conditions,  qui  consisteraient  à 
rendre  nuls  les  coefficients  de  /:  variations  ;  l'équation  (6)  de- 
viendrait alors  l'équation  finale  obtenue  tout  à  l'heure,  et  l'on 
devrait  encore  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  3/i  —  A:  varia- 
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lions  restantes.  On  aurait  donc  le  système  de  3/i  équations 

-,               d^x           ^  dL           ^   dLi  .   ^       dLfc-i 

__                d^y           .  dL           .   dLi  .       dL^-t 

û?^*               ûfj             ^  df  ^    dy           ' 

„               d}z           .dL           .   dLx  ,  ^       <5nD*__i 

(8)    <                     dt^               dz                 dz  dz 


\ 


v  d^x*         ^  dL  ^   dLi  s       dLk-i 

^^    -""-dF    -^^d7,    +^'^    -*-"  +  ^*--5^=«' 

• • • .......j 

1  dt'  dZn-i  dZn-i  dZn-i 

qui,  jointes  aux  k  équations  (4)  de  liaison,  détermineraient, 
en  fonction  du  temps,  les  3/i  coordonnées  et  les  k  coeffi- 
cients (7). 

Cette  dernière  méthode  (et  c'est  encore  un  de  ses  avan- 
tages) permet  aussi  de  trouver  bien  facilement  les  forces  pro- 
duites par  les  liaisons.  Concevons,  en  effet,  qu'on  attribue  aux 
quantités  X,  X,,  . . .,  X;t_i  les  valeurs  qu'elles  ont  réellement  à 
chaque  instant  et  que  le  calcul  précédent  a  fait  connaître; 
alors  les  équations  (8),  en  nombre  3/i,  suffiraient  pour  déter- 
miner le  mouvement  du  système  et  redonneraient  les  valeurs 
des  3/1  coordonnées,  qu'on  a  déjà  obtenues  d'une  autre  ma- 
nière. Or,  en  considérant  en  particulier  l'une  des  liaisons,  par 
exemple,  celle  qui  s'exprime  par  l'équation  L=:o,  on  voit 
qu'on  ne  changerait  rien  aux  équations  (8)  si,  d'une  part,  on 
n'avait  pas  égard  à  cette  liaison  et  si,  d'autre  part,  on  suppo- 
sait appliquées  aux  divers  points  du  système  de  nouvelles 
forces  ayant  pour  composantes 

.dL^dL^dL^dL  .     dï^ 

A  — r- >    A -7— î    A -;— >    A -7 — > 


dr        dy         dz         dx^  ^^n-i  ^ 

car,  après  avoir  supprimé  certains  termes,  on  les  rétablirait  à 
un  autre  titre.  La  liaison  L  =  o  produit  donc,  sur  un  point 
quelconque  {x,  j,  c),  le  même  effet  qu'une  force  ayant,  paral- 

lèlement  aux  axes  coordonnés,  les  composantes  X  -j- ,   X  ^  > 
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dL 

X  ^  ;  ce  sont  donc  là  effectivement  les  composantes  de  la 

force  réellement  exercée  sur  le  point  dont  il  s'agit,  en  vertu 
de  la  liaison  L  =  Oy  et  on  les  aura  immédiatement  quand  X 
aura  été  calculé,  puisque  L  est  une  fonction  connue.  On  voit 
que  cette  force  a  ses  cosinus  directeurs  proportionnels  à 

d~^  H~^  If^^  donc  elle  agit  normalement  à  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  L  =i  o,  où  Xy  j,  z  seraient  considérées 
comme  les  seules  variables. 

195.  Cas  de  forces  instantanées.  —  On  donne  le  nom  de 
forces  instantanées  à  celles  qui  ont  une  grande  intensité^mais 
une  très  courte  durée  d'action  ;  on  leur  donne  aussi  le  nom 
de  percussions,  parce  que  des  forces  de  ce  genre  se  produisent 
quand  on  bat  ou  frappe  un  corps  solide  avec  un  autre  solide. 
Supposons  d'abord  une  force  F  de  ce  genre  agissant  sur  un 
point  isolé,  de  masse  m,  pendant  le  temps  0;  nommons 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  suivant  trois  axes  rectan- 
gulaires fixes; 

^9  7f  ^  l^s  coordonnées  du  point  mobile  dans  ce  système 
d'axes  ; 

•^>  -^j  -^  les  composantes  de  la  vitesse  à  la  fin  du  temps  6; 

l^)'  ("//)'  (^)  ^^^  mêmes  composantes  à  l'instant 
initial  de  ce  même  temps. 

Si  Ton  commence  en  outre  à  compter  le  temps  quand  com- 
mence l'action  de  la  force,  l'application  du  théorème  des 
quantités  de  mouvement  projetées  (n°  106),  pendant  l'inter- 
valle de  temps  0,  donne  immédiatement 

Vdz       fdz\  H        r 
m 


[^:-(S).]=X-- 


Or  les  trois  intégrales  des  seconds  membres  peuvent  avoir 
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une  valeur  notable,  malgré  la  petitesse  de  6,  si  F  est  grand; 
c'est  comme  une  aire  plane  dont  on  augmente  la  hauteur  en 
même  temps  qu'on  réduit  la  largeur  de  plus  en  plus.  On  voit 
donc  que  la  quantité  de  mouvement  (ou  la  vitesse)  du  point  a 
pu  varier  notablement  pendant  ce  temps  6,  pour  ainsi  dire 
nul;  et  cependant  la  position  du  point  semble  rester  inva- 
riable, et  elle  le  serait  en  effet  dans  l'hypothèse  limite  ft  =  o, 
car,  en  nonimant  m,  t^,  w  les  limites  supérieures  des  vitesses 
composantes  pendant  la  durée  6,  on  aurait  pour  limites  cor- 
respondantes des  espaces  parcourus  par  le  point  en  projec- 
tion sur  chacun  des  axes 

«6,  ç^e,  wô, 

c'est-à-dire  o  à  la  limite,  quand  6  devient  nul.  Ainsi,  en  ré- 
sumé, la  force  instantanée  ne  change  pas  la  position  de  son 
point  d'application,  mais  elle  modifie  sa  vitesse  d'une  quan- 
tité finie;  c'est  de  cette  manière  que  se  manifeste  le  résultat 
de  son  action,  et  ce  résultat  est  en  rapport  avec  les  impul- 
sions /    Xdt,  I    Y  de,  I    Zdt,  ou  simplement  avec  /    Vdt 

t/Q  t/O  *^0  *'0 

dans  le  cas  où  F  agirait  toujours  suivant  une  même  ligne 
droite  donnée,  parce  qu'alors  les  trois  premières  intégrales 
seraient  dans  des  rapports  connus  avec  la  dernière.  Il  suffit 
alors  de  définir  la  percussion  par  son  impulsion,  pour  être  en 
mesure  d'en  évaluer  le  résultat. 

Considérons  maintenant  un  système  à  liaisons  soumis  à  des 
percussions  en  nombre  quelconque  pendant  une  très  courte 
durée  0.  Les  impulsions  des  forces  étant  données,  ainsi  que 
les  vitesses  initiales,  on  peut  établir  une  relation  entre  ces 
quantités  et  les  vitesses  finales.  A  cet  effet,  imaginons  qu'on 
écrive  l'équation  (2)  pour  une  époque  quelconque  entre  zéro 
et  0,  en  n'y  faisant  pas  entrer  les  forces  de  liaison  et  en  n'y 
admettant  que  les  déplacements  virtuels  dont  ces  liaisons 
laissent  subsister  la  possibilité.  Un  système  de  valeurs  pour 

oj?,  8j,  oz,  8»ri,  S/,,  ^Zi,  . . .,  8^«_i,  Ô7„_,,  o^„_i, 

admissible  au  commencement  de  la  durée  6,  l'est  encore  à  la 
un  et  à  un  instant  intermédiaire  quelconque  ;  car,  en  vertu  du 
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raisonnement  fait  pour  le  cas  d'un  point  unique  (lequel  s'ap- 
pliquerait à  chaque  point  du  système),  le  système  n'a  pas 
changé  de  position  pendant  toute  cette  durée  ô,  et,  puisque  0 
est  censé  pour  ainsi  dire  nul,  le  temps  n'a  pas  varié  non  plus 
d'une  manière  appréciable;  d'où  il  résulte  que  les  conditions 
imposées  aux  variations  ci-dessus  n'ont  pas  pu  changer,  sauf 
dans  le  cas  où  l'on  admettrait  la  possibilité  d'une  modification 
brusque  des  liaisons.  Laissant  ce  cas  de  côté,  nous  multi- 
plierons l'équation  (2)  par  dt  et  nous  intégrerons  pendant  la 
durée  des  percussions,  en  considérant  les  variations  oj?,  8/, 
0;;,  ...  comme  des  constantes;  nous  trouverons  ainsi 


dx  f  doc 

(9)        /      +1    /     Yrf/-m^+m(^,)    18^ 


dz 
Z  dt  —  /n  -; — \-  m 
at 


m]H=- 


équation  dans  laquelle  les  dérivées  de  coordonnées  relative- 
ment au  temps,  avec  ou  sans  indice,  conservent  la  significa- 
tion définie  plus  haut,  quand  il  s'agissait  d'un  point  isolé.  L'é- 
quation (9)  n'est  pas  autre  chose  que  l'expression  analytique 
de  la  condition  d'équilibre  fournie  par  le  théorème  du  travail 
virtuel,  entre  les  quantités  suivantes  traitées  comme  forces 
directement  appliquées  : 

i^  Impulsions  des  forces  directement  appliquées  en  réalité, 
parmi  lesquelles  forces  on  ne  prendra  que  les  percussions, 

l'intégrale  /    Y  dt  étant  négligeable  pour  une  force  ordinaire, 

en  raison  de  la  petitesse  de  0  ; 

2»  Quantités  de  mouvement  finales,  prises  en  sens  con- 
traire ; 

V"  Quantités  de  mouvement  initiales. 

Cette  équation  exprime  en  effet  que  les  forces  dont  on 
vient  de  donner  l'énumération  font  un  travail  total  nul  dans 
tout  déplacement  infiniment  petit  compatible  avec  les  liai- 
sonSy  qu'on  donnerait  fictivement  au  système  à  partir  de  la 
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position  occupée  par  lui  pendant  que  les  percussions  se  pro- 
duisent. Donc  : 

Il  y  a  équilibre,  par  V  intermédiaire  des  liaisons  du  système, 
entre  les  impulsions  des  forces  instantanées  ou  percussions  di- 
rectement appliquées,  les  quantités  de  mouvement  initiales  et 
les  quantités  de  mouvement  finales  changées  de  sens. 

L'énoncé  devient  plus  élégant  lorsqu'on  y  introduit  ce 
qu'on  nomme  les  quantités  de  mouvement  perdues.  Soient  ÂV 
{fig.  237)  la  vitesse  finale  d'un  point  A  et  ÂV^  sa  vitesse  ini- 
tiale; joignons  VVo.  On  peut  regarder  AV  comme  la  résul- 
tante ou  somme  géométrique  (no  11)  de  AVo  et  de  V^V  (sens 

de  la  flèche  extérieure),  ou  encore 
regarder  AVq  comme  la  somme 
géométrique  de  AV  et  de  VV^  (sens 
de  la  flèche  intérieure).  Au  pre- 
mier point  de  vue,  la  vitesse  repré- 
sentée par  la  droite  VqV  est  l'excès 
géométrique  de  la  vitesse  finale 
sur  la  vitesse  initiale;  on  nomme  alors  VqV  vitesse  gagnée. 
De  môme,  en  se  plaçant  au  second  point  de  vue,  on  reconnaît 
dans  la  vitesse  VVi  l'excès  géométrique  de  la  vitesse  initiale 
sur  la  vitesse  finale,  et  Ton  nomme  VVo  vitesse  perdue.  Si 
l'on  imagine  les  côtés  du  triangle  amplifiés  dans  le  rapport 
de  la  masse  m  du  point  à  Tunité,  les  produits  m\^W  et  m\\l 
représenteront  les  quantités  de  mouvement  perdues  ou  ga- 
gnées par  ce  point.  Soient  maintenant  :r,  7,  z  les  coordonnées 
de  A;  1/,  Vy  w  les  composantes,  suivant  les  trois  axes,  de  sa 
vitesse  perdue.  On  a  immédiatement,  par  la  projection  du 
triangle  sur  ces  axes, 

/dû:\  dx 


mv  =.  m 


I  UZ   \  M>4# 


^z\  dz 

■  )    —  m  -r- 

/o  dt 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  on   voit 
qu'elle  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Il  y  a  équilibre,  par  l'intermédiaire  des  liaisons  du  sys- 
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tème,  entre  les  impulsions  des  percussions  directement  appli" 
quées  et  les  quantités  de  mouvement  perdues. 

Ce  théorème  conduit,  comme  on  le  verra  plus  tard  par  des 
exemples,  à  la  détermination  des  vitesses  finales;  mais  c'est 
là  une  proposition  que  nous  ne  chercherons  pas  à  démontrer 
dans  toute  sa  généralité.  En  la  tenant  pour  exacte,  on  com- 
prend qu'on  arrive  ainsi  à  connaître  le  résultat  final  de  Tac- 
lion  des  forces  instantanées,  sans  avoir  à  s'occuper  du  détail 
de  ce  qui  se  passe  pendant  la  très  courte  durée  de  cette  ac- 
tion. 

En  terminant  cet  article  sur  les  forces  dites  instantanées, 
nous  ferons  remarquer  que  6  ne  peut  pas  être  rigoureusement 
nul,  à  moins  de  supposer  les  forces  infinies,  car  autrement 
leurs  impulsions  s'annuleraient,  ainsi  que  leurs  effets.  Nous 
avons  cependant  raisonné  dans  l'hypothèse  limite  6  =  o,  mais 
on  ne  doit  regarder  les  résultats  que  comme  approximative- 
ment applicables  aux  phénomènes  naturels ,  car  il  n'existe 
pas  de  force  infinie  dans  la  nature. 

196.  Exemples   simples    de    V application  du  principe  de 
d'Alembert.  —  Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  masses  w,  m' 
(Jlg,  238)  attachées  aux  deux  extrémités 
d'un  fil  parfaitement  flexible  et  inexten-  ^^'  ^    ' 

sible,  qui   s'enroule  sur  la  demi-section  }  f 

droite  d'un  cylindre  horizontal  fixe  et 
pend  verticalement  des  deux  côtés.  On 
suppose  l'absence  de  frottement  et  l'on 
regarde  la  masse  du  fil  comme  négli- 
geable; la  pesanteur  est  d'ailleurs  la 
seule  force  directement  appliquée.  Si  l'on 
nomme  x  et  x'  les  distances  des  deux 
extrémités  du  fil  à  un  plan  horizontal  su- 
périeur, l'équation  d'équilibre  fournie  par  le  théorème  du 
travail  virtuel  sera 


m 


(^-??)^^+'"'(^-^)^-^-«- 


On  a,  d'autre  part,  en  vertu  de  la  liaison  de  m  avec  m', 

a:  -\-  x'=  const., 
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car  il  est  visible  qu'une  des  deux  masses  descend  autant  que 
Tautre  remonte;  de  là  résulte 


Donc 


m 


(  cPx\  ,[         d*x\ 


d'où  l'on  tire  immédiatement 

cPx m  —  m' 

'dF  ~^  m-^  m'' 

Si  m  est  plus  grand  que  m\  le  corps  m  a  une  accélération 
descendante,  puisque  alors  -t-j-  est  positif;  au  contraire,  m'  a 

une  accélération   ascendante  et  égale   en  valeur  absolue. 

d^x 
D'ailleurs  -7-5-  est  constant  et  le  mouvement  est  uniformé- 
ment varié.  En  rendant  suffîsamment  petit  l'excès  de  m 
sur  m',  on  peut  réduire,  dans  telle  mesure  qu'on  veut,  l'ac- 
célération ^  que  prendrait  la  masse  m  tombant  toute  seule; 
ce  serait  quelque  chose  d'analogue  à  la  machine  d'Atwood, 
mais  dans  la  pratique  il  serait  difficile  de  rendre  le  frotte- 
ment réellement  négligeable. 

Supposons  encore  une  chaîne  pesante,  qui  glisse  sans  frotte- 
ment ni  résistance  due  à  la  raideur,  suivant  les  lignes  déplus 

grande  pente  de  deux  plans  incli- 
^y  '^9-  nés  AB,  BC  {fig.  289),  adossés 

Tun  à  l'autre.  Le  poids  de  la  chaîne 
est  censé  uniformément  réparti 
sur  sa  longueur,  à  raison  de  p^ 
par  unité  linéaire.  Soientorla  lon- 
gueur BD,  b  la  longueur  totale 
EBD  de  la  chaîne,  1  et  i'  les  inclinaisons  des  deux  plans  sur 
l'horizon.  Le  poids  de  BD  est  px,  qui  se  décompose  en  px  sin  i 
suivant  BC  et /?j7Cos«  suivant  la  normale;  la  force  d'inertie 

de  cette  même  portion  est  —  ^  -^,  en  l'évaluant  dans  le 
sens  BC,  considéré  comme  positif.  De  même  le  poids  de  BE 
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donne  lieu  aux  composantes  p{b  —  x) s\n i',  p{b —-a:) cosî\ 
suivant  BA  et  la  normale;  la  force  d'inertie  dans  le  sens  BA 

'*'c     .      p{b—œ)d^(b  —  œ)         .       , 
pris  comme  sens  positif  est  —  ^—^ ^-^-^ — -  ou  simple- 
ment — -TT'  La  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 

ces  forces  étant  égalée  à  zéro,  dans  un  déplacement  virtuel  Ix 
suivant  BC ,  on  trouve ,  après  la  suppression  du  facteur 
commun  p  Ixy  Téquation 

.     .      œ  â}x       ,,  X    .    .i       b  —  X  d}x 

œ  sini -j-r  —  (b  —  x)sinr -tt  =o 

g  dt^  '  g       dt^ 


ou,  en  réduisant, 

b  d}x 


=:—  ^sin«'-i-^(sîni  4-sinï'). 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  posera,  en  nommant/  une 
inconnue  auxiliaire, 

bsîni' 

X=iy-h : ; -, 

^       sin«-i-sint' 

valeur  dont  la  substitution  conduit  à 

b  d^y  ...  .  .,. 
-  -TTT  =  r(sln^ 4- sinr ) 
g  de*       ^  ^  ' 

ou  bien 

'd^-^y^ 
si  Ton  pose  encore 

/,*=  f-  (sin«  H-sini'). 
b 

L'intégrale  de  l'équation  différentielle  en  y  est  connue;  on 
peut  écrire  immédiatement,  en  désignant  par  A  et  B  deux 
constantes, 

d'où  résulte 

xzn  -, — : -, — -  4- Ae*'-f-Be-^'. 

sint-Hsinr 

Les  constantes  A  et  B  se  détermineraient  au  moyen  des 
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circonstances  initiales  du  mouvement;  si  Ton  donne,  pour 

^  =  0, 

dx 

on  devra  satisfaire  aux  équations 

sin«-hsint'  7      u        V  /7 

d'où  il  sera  facile  de  tirer  A  et  B. 

11  est  à  remarquer  que  les  calculs  précédents  cesseraient 
de  s'appliquer  dès  que  la  chaîne  commencerait  à  se  mouvoir 
sur  un  seul  des  deux  plans  inclinés.  Si,  par  exemple,  elle  a 
passé  tout  entière  sur  le  plan  BC,  le  poids  px  devient  con- 
stant et  égal  kpby  tandis  que  le  poids /?(6  —  ^)  disparaît;  les 
expressions  algébriques  ci-dessus  employées  pour  les  forces 
ne  restent  donc  pas  exactes  lorsque  x  cesse  d'être  compris 
entre  o  et  b.  Dans  ce  cas,  il  serait  facile  de  reconnaître,  en 
recommençant  le  calcul,  que  l'accélération  prend  une  valeur 
constante  gsïni  ou  ^sini',  suivant  que  la  chaîne  glisse  tout 
entière  sur  BG  ou  sur  BA. 

Cas  particulier.  —  On  suppose  d:o=-'  <^o=o>  «>«'.  On 

trouve  alors 

.  ^ b  sin  e  —  sin  «' 

4  sm«  4-smt 
et,  par  suite, 

(10)  -r  (sini4-sint')  ==sinf'+  j  (sin* —  sin/')  (e^'-he-*'). 

La  distance  x  croît  avec  le  temps;  elle  atteint  la  limite  b  au 
bout  d'un  temps  t^  donné  par  l'équation 

tt  II  4  sin i 


sin/  — sin*'* 


d'où  résulte,  en  posant  B  —  -^ — -. ; — -  > 

"^  sin*  —  sint' 
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A  partir  de  ^  =  /|,  on  a 

d^j^  I 

C  et  D  étant  deux  nouvelles  constantes.  Si  Ton  compte  main- 
tenant le  temps  à  partir  de  Tépoque  ti  prise  pour  origine,  on 

aura 

^       ,      ^       A'^  sine  —  sint'      ,    •         . ,  ^ 

4    sinf  H-  sm*'  ^  ' 

la  valeur  de  C  n'est  autre  chose  que  celle  de  la  vitesse,  cal- 
culée d'après  l'équation  (lo),  pour  ^=:^,.  D'après  la  rela- 
tion (11)9  on  la  transforme  en  la  suivante  : 

^       kb  s\ni—s\ni'    rrr 

Lz=i : : ; VU*—  I 

2    sini  -+-  sinr  ^  ^ 

,         .0  2  sin  « 

ou,  en  remplaçant  p  par 


sine'  —  sint' 


p Ab      /3sini  —  sine' 

L«  —  i  /   — ; : : 7- 

2    y    smt4-sinr 


Le  problème  se  trouve  ainsi  complètement  résolu. 


§  II.  —  Théorèmes  généraux  de  la  dynamique. 

197.  Observations  préliminaires.  —  Comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  on  déduit  du  théorème  ou  principe  de  d'Alembert 
un  certain  nombre  de  théorèmes,  d'une  généralité  moindre, 
quoique  très  grande  encore;  ces  théorèmes  sont  d'ailleurs 
importants,  et  l'on  en  fait  plus  fréquemment  usage  que  du 
principe  lui-même.  Nous  avons  vu  comment  ce  principe  s'ap- 
plique aux  systèmes  présentant  des  liaisons  d'une  certaine 
nature;  nous  allons  maintenant  en  tirer  quatre  théorèmes 
qu'on  appelle  tliéorèmes  généraux  de  la  Dynamique,  parce 
qu'ils  sont  toujours  applicables  dans  le  mouvement  d'un  sys- 
tème matériel  quelconque,  bien  qu'en  général  ils  ne  soient 
pas  suffisants  pour  déterminer  ce  mouvement,  dont  ils  font 
seulement  connaître  certaines  propriétés.  Nous  y  arriverons 

BiBSSK.  —  Court  de  Méc.^  H.  a 
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en  posant  diverses  équations  d'équilibre  toujours  nécessaires, 
mais  pouvant  ne  pas  être  suffisantes,  entre  les  forces  qui 
agissent  réellement  et  les  forces  d'inerlie  (n*  193). 

Prenons  d*abord  les  six  équations  générales  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  forces  extérieures  d*un  système  quel- 
conque en  équilibre  (n°  129),  savoir,  avec  les  notations  habi- 
tuelles, 

5:X=:o,    2Y  =  o,    2Z=:o, 

^(Zj  — Ys)=o,     SCXs  — Z^)=:o,     S(Yj?  — X7)=o; 

elles  expriment,  dans  leur  ensemble,  que  la  somme  algé- 
brique des  projections  ou  moments  des  forces  est  nulle  pour 
un  axe  quelconque,  et  Ton  se  rappelle  que  ces  équations, 
toujours  nécessaires,  sont  suffisantes  dans  le  cas  particulier 
d'un  système  solide.  Si  Ton  y  met  en  évidence  les  forces 
d'inertie,  elles  deviennent 


(•) 


2[(z_„-),_(v-.^).]=», 

2[(''-'"??)»-(^-"'è)']=''' 
S[(^-"S>-(^-"'^>]=»' 

les  forces  extérieures  réellement  agissantes  devant  alors  être 
seules  prises  en  compte  dans  le  calcul  des  composantes  X, 
Y,  Z  de  la  force  appliquée  au  point  (  j?,  7,  x). 

Cela  posé,  les  équations  (i)  vont  nous  donner  les  trois  pre- 
miers théorèmes  généraux. 

198.  Premier  théorème  général  ou  théorème  sur  le  moU" 
i>ement  du  centre  de  gravité,  —  Les  trois  premières  équa- 
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lions  (i)  peuvent  s'écrire 

or,  en  désignant  par  M  la  masse  totale  2  m  du  système  et  par 
^i>  /i»  ^i  l^s  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  on  sait 
(n«  150)  que  ces  coordonnées  vériflent  les  équations 

qui  en  donneraient  les  valeurs  à  un  instant  quelconque,  si  les 
coordonnées  de  tous  les  points  étaient  connues.  On  tire  de 
ces  dernières  équations,  en  les  différentiant  deux  fois  par 
rapport  au  temps, 

dxi      V      dx 

dt       Zj       ^^ 
dz,       V'      ^^ 


""de 


M  —rrr-  =  >  W 


donc  on  a  aussi 

(4)        M^  =  XX,     M^=.Y.     M^  =  .Z. 

Les  équations  (4)  sont  celles  du  mouvement  du  centre  de 
gravité;  on  voit  qu'elles  sont  identiques  (n*  104)  avec  celles 
d'un  point  de  masse  M  sollicité  par  une  force  dont  les  com- 
posantes auraient  pour  valeurs  SX,  sY,  2Z,  ce  qu'on  exprime 
en  disant  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  matériel  se  meut  comme 
un  point  qui  réunirait  la  masse  entière  du  système  et  auquel 
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on  transporterait  toutes  les  forces  extérieures  parallèlement 
à  elles-mêmes. 

Tel  est  le  premier  théorème  général.  On  voit  qu'il  justifie 
complètement  ce  que  nous  avons  dit  au  n*»  92  touchant  Tassi- 
milation  d'un  corps  de  dimensions  quelconques  à  un  simple 
point  matériel;  pour  la  rendre  légitime  et  pouvoir  faire  abs- 
traction des  dimensions  du  corps,  il  suffit  d'imaginer  que 
toute  la  matière  se  concentre  au  centre  de  gravité.  Voici 
maintenant  quelques  autres  applications  ou  conséquences 
immédiates  de  ce  théorème. 

Lorsqu'un  être  animé  s'appuie  sur  un  plan  horizontal,  la 
pression  verticale  N  qu'il  exerce  est  tantôt  inférieure,  tantôt 
supérieure  à  son  poids  M^.  La  première  alternative  se  pré- 
sente quand  l'accélération  du  centre  de  gravité  est  descen- 
dante, et  la  seconde  dans  le  cas  contraire;  la  pression  est 
égale  au  poids,  si  le  centre  de  gravité  n'a  qu'une  accéléra- 
tion horizontale.  On  comprend  que  le  jeu  des  muscles  puisse 
donner  lieu  successivement  à  ces  divers  cas.  La  réaction  du 
plan  d'appui  étant  une  force  ascendante  égale  à  N,  on  aura 
toujours,  si  l'on  nomme  J  la  projection  de  l'accélération  du 
centre  de  gravité  sur  la  verticale  descendante, 

MJ  =  M^-N    ou    N  =  M(^-J), 

ce  qui  montre  bien  que  N  sera  inférieure,  égale  ou  supé- 
rieure à  M^,  suivant  qu'on  aura  J  positive,  nulle  ou  négative. 
Remarquons,  d'ailleurs,  que  la  réaction  du  plan  a  nécessai- 
rement le  sens  que  nous  lui  avons  attribué;  par  suite,  N  étant 
ainsi  que  M  une  quantité  positive,  la  dernière  équation  montre 

qu'on  a 

^  —  J  >  o. 

Il  résulte  de  là  que  J  peut  à  la  rigueur  prendre  une  valeur 
négative  quelconque,  mais  que  ses  valeurs  positives  ont  g 
pour  limite  supérieure. 

Lorsque  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure 
ou  que  la  résultante  de  translation  de  ces  forces  est  nulle,  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  reste  constante  en  grandeur, 
direction  et  sens,  de  sorte  que  ce  point  possède  un  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme.  C'est  en  cela  que  consiste  ce 


^, 
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qu'on  a  nommé  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gravité.  On  peut  l'appliquer  au  centre  de  gra- 
vité de  l'univers,  et  même  à  celui  du  système  solaire  seul,  si 
Ton  admet  que  les  corps  extérieurs  sont  trop  éloignés  pour 
exercer  des  attractions  de  grandeur  appréciable.  On  voit  aussi 
qu'un  animal  privé  de  point  d'appui  extérieur  ne  pourrait, 
malgré  le  jeu  de  ses  muscles,  modifier  la  vitesse  de  son 
centre  de  gravité,  car  le  jeu  des  muscles  ne  donne  naissance 
qu'à  des  actions  mutuelles  des  diverses  parties  du  corps  les 
unes  sur  les  autres,  c'est-à-dire  à  des  forces  intérieures  deux 
à  deux  égales  et  de  sens  contraires  (n<»  95),  qui  n'influent  pas 
sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Par  une  raison  toute 
semblable,  ce  mouvement  n'est  pas  altéré,  pour  un  système 
quelconque,  lorsqu'il  se  produit  une  explosion  qui  en  disperse 
les  fragments,  ou  par  des  chocs  intérieurs,  autant  du  moins 
qu'il  n'y  a  intervention  d'aucune  force  extérieure  nouvelle. 

Enfin,  si  Ton  suppose  un  animal  placé  sur  un  plan  hori- 
zontal sans  frottement  et  ne  supportant  que  son  poids,  comme 
force  directement  appliquée,  les  forces  extérieures  étant  alors 
verticales,  puisque  les  réactions  du  plan  sont  censées  nor- 
maies,  la  vitesse  horizontale  du  centre  de  gravité  restera  con- 
stante; et,  si  ranimai  était  primitivement  en  repos,  il  ne  pour- 
rait donner  à  son  centre  de  gravité  qu'un  mouvement  vertical. 
11  lui  serait  donc  impossible  d'avancer  horizontalement;  cela 
ne  peut  se  faire  que  par  l'intervention  du  frottement  qui 
fournit  la  force  extérieure  nécessaire.  Tout  le  monde  sait  par 
expérience  combien  il  est  difficile  de  marcher  sur  un  sol  très 
poli  et  ne  donnant  que  très  peu  de  frottement,  comme,  par 
exemple,  un  parquet  avec  enduit  lubrifiant  ou  la  surface  de 
l'eau  congelée. 

On  tire  encore  immédiatement  des  équations  (a)  et  (3) 
cette  conséquence  : 

La  résultante  de  translation  des  quantités  de  mouvement 
d'un  corps  est  égale  à  la  quantité  de  mouvement  qu'aurait 
son  centre  de  gravité  en  lui  attribuant  la  masse  entière  du 
corps,  La  même  propriété  est  vraie  pour  les  forces  d* inertie. 

Une  résultante  de  translation  (ou  somme  géométrique)  est, 
en  effet,  caractérisée  par  cette  propriété  que  sa  projection  sur 
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chacun  des  trois  axes  égale  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions des  composantes  (n<>  11).  Or  les  équations  (2)  expriment 
cette  propriété  pour  les  quantités  de  mouvement,  et  les  équa- 
tions (3)  l'expriment  pour  les  forces  d'inertie. 

199.  Deuxième  théorème  général  ou  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées,  —  Intégrons  maintenant  la  pre- 
mière des  équations  (i)  mise  sous  la  forme 

après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  dt;  il  vient,  en 
prenant  l'intégrale  entre  deux  époques  déterminées  t^  et  ^ 

Si  V  et  To  désignent  les  vitesses  du  point  matériel  m  au  temps 
t  et  ^o>  on  sait  (n^>  13)  que  les  projections  de  ces  vitesses  sur 

doc     f  djc  \ 

l'axe  des  x  ont  pour  valeurs  -^  >  (  "57  )  '  ^  désigne  d'autre 

part  la  projection  F^;,  sur  le  même  axe,  de  la  force  extérieure  F 
qui  agit  sur  m.  L'équation  précédente  peut  alors  s'écrire 


(">) 


\mvx—2jnv^x^2j  f    ^^^^' 


et,  attendu  que  l'axe  des  x  est  indéterminé,  on  la  traduit  par 
cet  énoncé  : 

L'accroissement  de  la  somme  des  quantités  de  mouv^ement 
projetées  sur  un  axe  quelconque,  pendant  un  certain  temps, 
est  égal  à  la  somme  des  impulsions  des  forces  extérieures  pro- 
jetées sur  le  même  axe,  les  impulsions  étant  prises  pendant  le 
même  temps. 

On  a  vu  au  n*»  106  le  même  théorème  pour  le  cas  d'un  point 
isolé. 

200.  Troisième  théorème  général  ou  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement.  —  Pour  établir  le  troisième 
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Ihéorème,  nous  reprendrons  la  quatrième  équation  (i)  sous 
la  forme 

Le  premier  membre  n'est  autre  chose,  comme  on  le  vérifie 
sans  peine,  que  la  dérivée  par  rapport  à  ^  de 


S"  (r^- 1) 


c'est-à-dire  de  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement m^'  par  rapport  à  Taxe  des  a:  (n<»  103);  le  second  est 
la  somme  des  moments,  relativement  au  même  axe,  des 
forces  extérieures  F.  Si  donc  on  multiplie  l'équation  par  dt  et 
qu'on  intègre  entre  deux  limites,  il  viendra 

(6)  231La:mt^  — 231La,mro=  /     SOlta-Fc?/, 


t'o  désignant  la  valeur  de  v  pour  /  =  /©  et  la  notation  OILx 
ayant  la  signification  déjà  connue  (n**  107).  Comme  l'axe  des 
X  est  arbitraire,  l'équation  (6)  exprime  que  : 

L'accroissement  de  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
moui'ement  par  rapport  à  un  axe  quelconque,  pendant  un 
certain  temps,  est  égal  à  V intégrale,  prise  pendant  le  même 
intervalle  de  temps,  du  moment  total  des  impulsions  élément 
taires  des  forces  extérieures  relativement  au  même  axe. 

Le  même  théorème  a  été  démontré  (n*»  107)  pour  un  point 
matériel  unique. 

201.  Remarque  sur  le  second  et  le  troisième  théorème  gé^ 
néraL  —  Il  semble  au  premier  abord  qu'en  variant  l'axe  des 
projections  ou  des  moments  on  puisse  obtenir  par  ces  théo- 
rèmes autant  d'équations  qu'on  veut,  mais  en  réalité  on  ne 
peut  jamais  avoir  plus  de  six  équations  distinctes.  Quand  on 
aura  pris  trois  équations  de  projections  sur  trois  axes  coor- 
donnés et  trois  équations  de  moments  relativement  aux 
mêmes  axes,  on  est  certain  que  toute  équation  nouvelle  de 
projections  ou  de  moments  sera  une  conséquence  des  six 
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premières.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu,  comme  on  Ta  vu 
dans  la  Statique  (n*  129),  pour  les  équations  d'équilibre  (i), 
d'où  Ton  a  ensuite  tiré  (5)  et  (6)  par  une  intégration.  Les 
équations  intégrales  ne  peuvent  évidemment  pas  être  dis- 
tinctes quand  les  équations  différentielles  ne  le  sont  pas. 

202.  Autre  énoncé  du  troisième  théorème,  diaprés  M.  ResaL 
—  Soient  {Jîg,  24o) 

Ox,  Oj,  0^5  trois  axes  coordonnés  rectangulaires; 

Fig.  240.  OK  Taxe  représentatif  du  moment 

résultant  (n<^  1^5),  par  rapport  au 
point  0,  à  l'époque  /,  des  quan- 
tités de  mouvement  considérées 
comme  des  forces; 


OK'  la  quantité  analogue  pour  l'é- 
poque infîniment  voisine  t-\-dt; 
01  l'axe  représentatif  du  moment 
résultant  des  forces  extérieures, 
toujours  relativement  à  l'origine,  pour  l'époque  t; 
a,  b,  c  les  coordonnées  du  point  K; 
a-^da,  b-h  db,  c-hdc  celles  du  point  K'  ; 
a,  p,  Y  celles  du  point  I. 

Appliquons  l'équation  (6)  pour  chacun  des  trois  axes,  pen- 
dant l'intervalle  de  temps  de  ^  à  ^  -f-  dt,  en  nous  rappelant  que  la 
projection  de  la  longueur  OK  sur  toute  droite  issue  du  point  0 
donne,  pour  l'époque  t,  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  relativement  à  cette  droite,  et  qu'une  pro- 
priété semblable  existe  pour  ÔK'  et  OÎ.  Nous  trouverons 

a-hda—  a  =  (xdt,     b -\- db  —  b=:^dt,     c-^dc^c=z^dt 

ou  simplement 

dt        '     ^  ~  '''     di 


da  db       o       de 


Donc  les  trois  composantes  de  la  vitesse  du  point  K  sont  res- 
pectivement égales  aux  trois  composantes  Ôî;  d'où  résulte 
l'énoncé  de  M.  Resal  : 

La  vitesse  du  point  extrême  de  l'axe  représentatif  du  mo- 
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menl  résultant  des  quantités  de  mous>ement  est  égale  à  Vaxe 
représentatif  du  moment  résultant  des  forces  extérieures. 

Il  est  sous-entendu  que  le  centre  des  moments  est  le  même 
pour  les  forces  que  pour  les  quantités  de  mouvement. 

203.  Cas  particulier  du  troisième  théorème  général;  prin- 
cipe de  la  conservation  des  aires.  —  Admettons  que  pour  un 
axe  particulier  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
soit  constamment  nulle;  alors,  d'après  le  troisième  théorème 
général,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
relativement  à  cet  axe  restera  invariable;  autrement  dit,  le 
point  K  de  \diflg.  24o  ne  pourra  se  mouvoir  que  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  en  question.  Si  les  forces  extérieures, 
composées  entre  elles  comme  pourraient  l'être  des  forces  qui 
agiraient  sur  un  solide  en  équilibre,  donnent  sans  cesse  une 
résultante  passant  par  un  point  fixe  0,  alors  la  somme  de  leurs 
moments  est  constamment  nulle  par  rapport  à  tout  axe  issu 
de  ce  point,  et  réciproquement  (n<*  llii'5).  Dans  ce  cas,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  reste  invariable 
pour  tous  les  axes  menés  par  le  point  0,  le  point  K  est  im- 
mobile et  OK  est  constant  en  grandeur,  direction  et  sens. 

On  remarquera  aussi  qu'en  faisant  varier  Taxe  mené  par  0, 
par  rapport  auquel  on  prend  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement,  cette  somme  varie  elle-même;  mais, 
comme  elle  est  égale  à  la  projection  de  OK  sur  l'axe  variable, 
elle  sera  maximum  quand  cet  axe  coïncidera  avec  OK. 

Ces  énoncés  prennent  une  forme  un  peu  différente  en  y  in- 
troduisant les  aires  décrites  pendant  l'élément  de  temps  dty 
par  des  rayons  vecteurs  joignant  chacun  des  points  matériels 
au  point  0-  Soient  {fig.  24 1  ) 

HoMM'  la  trajectoire  d'un  point  de  masse  m; 

HM'  l'élément  décrit  dans  le  temps  dt^ 

PoPPMa  projection  de  la  trajectoire  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  un  axe  0  j?  issu  de  0  (on  peut  supposer,  comme  dans 
la  figure,  que  le  plan  passe  aussi  par  ce  point). 

Dans  le  Cours  de  première  année,  quand  on  s'est  occupé  du 
théorème  des  aires  pour  un  point  unique  (n^lOS),  on  a  dé- 
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montré  l'égalité 

^              m  X  2  aire  OPP' 
arta-mr  =: ^^ , 

ou  encore,  en  désignant  par  <f(Tj.  l'aire  OPP'  projection  de 
Taire  OMM'  =  da  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Oo:*, 


(7) 


2 


Le  produit  de  la  masse  d'un  point  par  Taire  que  décrit,  dans 

Fig.  241. 


Télément  de  temps  dt,  en  projection  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  un  axe,  le  rayon  vecteur  joignant  le  point  mobile  avec 

un  point  de  Taxe,  est  donc  dans  le  rapport  —  avec  le  moment 

de  la  quantité  de  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  à 
Taxe;  et  si  Ton  imagine  un  déplacement  simultané  de  tous  les 
points,  en  faisant  la  somme  des  égalités  (7)  appliquées  à 
chacun  d'eux,  on  aura 


(8) 


«       »  dt     ^^ 

2  m  d^x  =  —  2  Oiu-ç  m(\ 
2 


Pour  la  complète  généralité  des  équations  (7)  et  (8),  il  faut 
que  drsj,  et  Oîl/^/nt^  aient  toujours  le  même  signe;  il  est  donc 
nécessaire  d'adopter  le  même  sens  positif  pour  les  moments 
et  pour  la  génération  des  aires. 

Lorsque  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  est 
nulle  par  rapport  à  Taxe  0^,  la  somme  sDltar/wt^  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  est  constante  par  rapport 
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à  cet  axe;  alors  Téqualion  (8)  nous  montre  que  la  somme 
Imdvjg  des  produits  des  masses  par  les  aires  décrites  en  pro- 
jection sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  sera  toujours  la 
même  pour  une  série  d'intervalles  de  temps  dt  égaux  entre 
eux.  C'est  ce  qu'on  nomme  le  principe  de  la  conservation  des 
aires.  On  pourra  poser 

(9)  :Lmd<Jj:=Ca:dt, 

Cx  désignant  une  constante  égale  à  -  SOTl/a-mc. 

Si  le  moment  total  des  forces  extérieures  est  encore  nul 
pour  deux  autres  axes  0/,  Qz  formant  avec  Oj?  un  système 
rectangulaire,  les  forces,  composées  comme  si  elles  agissaient 
sur  un  solide  en  équilibre,  remplissent  la  condition  (n®14^6) 
nécessaire  et  suffisante  pour  être  réductibles  à  une  résultante 
unique  passant  en  0,  et  la  somme  de  leurs  moments  est  nulle 
pour  tout  axe  Oa  issu  de  ce  point;  donc  l'équation  (9)  et  l'é- 
noncé qu'elle  traduit  algébriquement  s'appliquent  pour  ce 
dernier  axe  et  son  plan  perpendiculaire.  Lorsqu'on  les  fait 
varier  à  un  même  instant,  ^mdrs^  varie  aussi  bien  que 
SdlL^mç^;  mais,  puisque  le  rapport  de  ces  deux  quantités  est 

toujours  — 9  il  est  clair  que  l'une  des  deux  devient  maximum 

en  même  temps  que  l'autre.  Donc  le  plan  pour  lequel  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  aires  élémentaires  pro- 
jetées est  maximum  sera  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  OK 
du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement.  La  con- 
stance de  direction  de  OK  entraîne  celle  du  plan  perpendicu- 
laire, qu'on  nomme  pour  cette  rai-  p.  ^/^^ 
sonplan  invariable,  en  même  temps 
que  plan  du  maximum  des  aires, 

La  recherche  du  plan  du  maxi- 
mum des  aires  vient  d'être  donnée 
comme  conséquence  de  la  théorie 

des  moments;  voici  comment  on  ^"  ^ 

pourrait    y    arriver    directement. 
Soient  (Jig.  242) 

di  l'aire  élémentaire  OMM'  décrite  dans  l'espace  par  le  rayon 
vecteur  OM  d'un  point; 
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l,  \i.f  V  les  angles  que  fait  la  normale  à  OMM'  avec  trois  axes 
rectangulaires  Oo?,  O7,  Oz,  cette  normale  ON  étant  portée 
dans  un  sens  tel  que  Tobservateur  ayant  la  tête  en  N  et  les 
pieds  en  0  verrait  Taire  rfa  engendrée  dans  le  sens  adopté 
comme  positif; 

a,  b,  c  les  angles  que  fait  avec  les  axes  une  droite  fixe  quel- 
conque OL. 

Cherchons  la  somme  des  produits  des  masses  par  les  aires 
décrites  en  projection  sur  un  plan  P  perpendiculaire  à  OL. 
On  a,  pour  expression  de  cette  somme, 

2m^<icos(ON,  OL) 
=r  2 m <i(T(cos a  cosX  -+-  cos b  cos  {i  -f-  cos  c  cosv) 

=:C0Sa2/n<fcxC0SX-+-  COS62/n<i<TCOSp.-h  COSCS/WûfjCOSv, 

ce  qui,  en  nommant  dd^,  d^^,  dfr^  les  projections  de  d<j  sur  les 
plans  des  yz^  des  zx  et  des  a:/,  revient  à 

cosaI.md(Tjc-{-  cosbl^mdvy-^  coscSm^a^. 

Si  Ton  pose  maintenant 

I,mdvx=^Cxdt,     l.md<iy^=Cydty     2 /n  c/cr- :n  C- <i^, 

ces  trois  sommes  pourront  être  regardées  comme  les  projec- 
tions sur  les  trois  plans  coordonnés  d*une  aire  plane  Qdt^ 
rétendue  de  cette  aire  étant  définie  par  Tégalité 


et  les  cosinus  directeurs  de  sa  normale  ayant  les  valeurs 


Lj;         \Jy        L3 

12  '     i2  '    ii 


On  a,  par  suite, 

(C  C  C         \ 

-^  COSû -h-^  cos6 -t- —  cosc  ) 

=  ûe/^cos(û,  P). 

Comme  le  cosinus  est  toujours  au  plus  égal  à  i,  le  premier 
membre  ^Q^dt  pour  valeur  maximum;  le  plan  du  maximum 
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des  aires  est  donc  celui  de  Q  dt,  qui  est  défini  en  direction  par 
trois  cosinus  proportionnels  à  Car,  Cy,  Cs. 

Quelles  que  soient  les  forces  extérieures  appliquées  au 
système  en  mouvement,  on  peut  toujours  faire,  pour  chaque 
intervalle  de  temps  dt,  une  recherche  pareille  à  celle  qu'on 
vient  d'indiquer  et  en  déduire  un  plan  du  maximum  des  aires. 
Hais,  en  général,  ce  plan  variera  d'un  instant  à  l'autre.  Lorsque, 
au  contraire,  les  forces  auront  sans  cesse  leurs  sommes  de 
moments  nulles  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés,  les 
quantités  C;t:»  C^»  Cz  seront  des  constantes  et,  par  suite,  le  plan 
du  maximum  des  aires  ne  changera  pas,  non  plus  que  l'aire  Q 

et  la  somme  N  m-i- cos(ON,  OL)  calculée  pour  un  axe  tou- 
jours le  môme  aux  diverses  époques,  mais  d'ailleurs  quel- 
conque. 

204.  Application  du  principe  de  la  conservation  des  aires 
aux  mouvements  des  animaux,  —  Un  animal  isolé,  en  repos 
initial  et  sans  point  d'appui  extérieur,  ne  pourrait  produire 
par  le  jeu  des  muscles  que  des  forces  intérieures;  s'il  n'était 
soumis  d'ailleurs  à  aucune  force  directement  appliquée,  non 
seulement  il  serait  hors  d'état  de  donner  aucun  mouvement  à 
son  centre  de  gravité  (n"198),  mais  il  ne  pourrait  pas  non 
plus  donner  à  tous  les  points  de  son  corps  une  rotation  de 
même  sens  autour  d'un  axe  quelconque,  parce  que  cela  ferait 
varier  la  somme  des  produits  "Lmddx  pour  un  plan  de  projec- 
tion perpendiculaire  à  l'axe,  et  que  cette  somme  doit  toujours 
rester  nulle,  comme  elle  l'était  d'abord.  Quand  l'animal  soumis 
à  l'action  de  la  pesanteur  est  placé  sur  un  plan  horizontal  sans 
frottement,  les  forces  extérieures  sont  toutes  verticales  et  les 
mêmes  propositions  subsistent,  soit  pour  la  progression  ho- 
rizontale, soit  pour  une  rotation  d'ensemble  autour  d'un  axe 
vertical.  Ces  deux  mouvements  ne  deviennent  possibles  l'un 
et  l'autre  que  par  Tintervention  d'une  réaction  tangentielle 
que  le  jeu  des  muscles  fait  naître  sur  le  plan  d'appui,  en  ten- 
dant à  produire,  sur  un  ou  plusieurs  des  points  de  contact,  un 
glissement  auquel  le  frottement  s'oppose. 

205.  Quatrième  théorème  général  ou  théorème  des  forces 
vives.  —  Nous  reprendrons  l'équation  fournie  par  le  théorème 
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du  travail  virtuel  pour  exprimer  Téquilibre  entre  toutes  les 
forces  réellement  agissantes  et  les  forces  d'inertie  (n*»  193) 


2[(x-.-)..(v- 


(^  - '"  S)  ^-"] = °- 


Toutes  les  forces  réellement  agissantes  étant  supposées 
comprises  dans  cette  équation,  les  8j:,  S/,  oz  de  chaque  point 
deviennent  arbitraires,  et  nous  sommes  en  droit  de  les  rem- 
placer par  les  composantes  djc,  dy,  dz  du  déplacement  in- 
finiment petit  que  prend  effectivement  le  point  dans  le 
temps  dt\  l'équation  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 


fdx  d'^x    ,        dy  d}y   ,        dz  d^z   , 


= V  (X  rfx -h  Y  rf/ +  Z  rfs). 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  n*est 
autre  chose  que  la  différentielle  de 


îS'"[(ty-*-(^0'"^S)i  °"^'  ^2 


rm^^ 


en  nommant  v  la  vitesse  du  point  {x,  y,  z),  et  le  second 
membre  représente  la  somme  des  travaux  élémentaires  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  réellement  sur  les  divers  points 
du  système;  si  donc  on  intègre  entre  deux  positions  quel- 
conques, on  pourra  dire  que  : 

L'accroissement  de  la  demi-somme  des  forces  vices  de  tous 
les  points,  entre  deux  positions  du  système,  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  effectués  par  toutes  lesjorces,  dans  le  pas- 
sage de  la  première  position  à  la  dernière. 

Observations  sur  le  calcul  de  la  sommée  des  travaux  des 
forces.  —  Les  actions  mutuelles  des  divers  points  les  uns 
sur  les  autres  sont  des  forces  deux  à  deux  égales  et  de  sens 
contraires;  mais  on  sait  (n°  128)  que  la  somme  de  leurs  tra- 
vaux n'est  pas  nulle  par  ce  seul  fait.  £n  nommant /l'intensité 
de  la  force  répulsive  qui  s'exerce  entre  deux  points  séparés 
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par  une  distance  r,  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces 
deux  actions  mutuelles /s'exprime  pdiV  /  dr,  expression  qui 
convient  aussi  dans  le  cas  d'une  attraction  en  ayant  soin  d'af- 
fecter la  force  du  signe  —  ;  la  somme  des  travaux  de  toutes 

les  actions  analogues  peut  donc  se  représenter  par  N   l  Jdf\ 

quantité  généralement  différente  de  zéro.  Mais,  si  le  corps  est 

un  solide  invariable,  on  aura,  pour  tous  les  groupes  de  deux 

points, 

r  ■=!  const.     et    dr=io; 

par  suite  on  n'a  pas  à  tenir  compte  du  travail  des  actions 
moléculaires  dans  ce  cas  particulier. 

Lorsqu'il  existe  dans  le  système  des  liaisons  de  la  nature 
de  celles  qu'on  a  considérées  au  n*^  130,  on  sait  que  le  travail 
total  dû  aux  forces  produites  par  les  liaisons  est  nul  dans 
tous  les  déplacements  dont  ces  liaisons  laissent  subsister  la 
possibilité.  Et,  comme  le  déplacement  effectif  est  nécessaire- 
ment un  de  ceux-là,  on  voit  que  le  travail  des  forces  de 
liaison  disparaît  de  lui-même  dans  l'application  du  théorème 
des  forces  vives,  et  que  par  conséquent  on  n'a  pas  à  le  cal- 
culer. 

Mais  il  est  remarquable  que  la  condition  essentielle  posée 
au  n®  130  ne  puisse  pas  être  vérifiée  d'une  manière  générale 
pour  les  déplacements  effectifs,  quand  les  liaisons  sont  ex- 
primables par  des  équations  où  entre  le  temps  t,  concur- 
remment avec  les  coordonnées  des  divers  points.  Le  travail 
virtuel  des  forces  de  liaison,  dans  ce  cas,  est  bien  toujours 
nul,  par  hypothèse,  pour  un  déplacement  virtuel  quelconque 
permis  par  les  liaisons,  en  les  prenant  telles  qu'elles  existent 
à  Vinstant  considéré  ;  mais  il  n'est  pas  nul  pour  un  déplace- 
ment élémentaire  réel,  qui  s'effectue  après  cet  instant  et  sous 
rinfluence  des  liaisons  variables  avec  le  temps.  Reprenons 
en  effet  les  notations  du  n*  194  et  considérons  la  liaison 
exprimée  par  l'équation  L  =  o;  les  déplacements  virtuels 
doivent,  comme  on  l'a  vu,  satisfaire  à  diverses  équations, 
parmi  lesquelles  se  trouve 

dVi  ^        dli  ^         dLi  f,  dVt     ^ 
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Or  le  premier  membre  de  celte  équation,  multiplié  par  un 
certain  facteur  X,  exprime  justement  la  comme  des  travaux 
virtuels  des  forces  dues  à  la  liaison  L  =  o,  et  l'on  vérifie  bien 
ainsi  que  cette  somme  est  nulle.  Si  l'on  s'occupe  au  contraire 
du  déplacement  réel  qui  s'effectue  pendant  le  temps  dt^  l'é- 
quation L  =  o  devant  être  vérifiée  par  les  coordonnées  et  le 
temps  ty  à  toutes  les  époques,  on  sera  conduit  à  poser 

dLi   ,         dL   ,         dLi   ,  dLà      ,  dit   , 

dx  dv    ^        dz  dzn-i  dt 

de  là  résulte  que  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
mêmes  forces,  c'est-à-dire 

,  (dL  ,         dL   .        dh  ^  dL     ,        \ 

s'exprime  par  —  X  --r-  dt,  La  somme  des  travaux  élémentaires 

réels  des  forces  de  liaison  ne  peut  donc  être  nulle  en  général, 
que  si  les  dérivées  partielles 

dL     dL  dLji-i 

di'  Tt'  '"'  ^~dr 

s'annulent  également,  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  les 
liaisons  doivent  être  indépendantes  du  temps.  On  peut  vérifier 
que  cette  condition  se  trouve  remplie  par  les  liaisons  données 
comme  exemples  au  n**  130;  la  vérification  est  immédiate 
pour  les  deux  premiers  exemples;  elle  serait  un  peu  plus 
compliquée  pour  le  troisième,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  deux 
surfaces  solides,  sans  frottement,  assujetties  à  rester  en  con- 
tact. Nous  nous  dispenserons  de  la  faire.  Mais  il  est  parfaite- 
ment certain  a  priori  qu'on  peut  l'effectuer;  car,  si  l'on  don- 
nait les  coordonnées  des  points  des  deux  surfaces,  on  pourrait 
constater  si  elles  sont  ou  non  tangentes,  et  par  conséquent 
la  condition  de  leur  contact  doit  être  exprimable  au  moyen 
de  ces  coordonnées  seulement. 

Voici  un  exemple  simple,  dans  lequel  on  voit  bien  la  diffé- 
rence entre  le  calcul  du  travail  d'une  force  de  liaison  pour  un 
déplacement  virtuel  et  pour  un  déplacement  élémentaire  ef- 
fectif. Supposons  un  point  M  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
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ment  sur  une  sphère,  jlont  le  centre  0  {fig.  243)  reste  ^y%^^ 
pendant  que  le  rayon  OM  croît  avec  le  temps.  Soient  M  et  M' 
les  positions  du  point  mobile  aux  époques  t  ^\,t-\-dty  S  et  S' 
les  deux  sphères  correspondantes.  Quand  le  point  est  en  M, 
il  se  trouve  soumis,  par  Teffet  de  la 
liaison,  à  une  certaine  force  N  nor- 
male à  S  et  dirigée  suivant  le  rayon 
MO,  dans  un  sens  ou  dans  Tautre. 
Le  travail  de  cette  force  est  bien  nul 
quand  on  conçoit  un  déplacement  vir- 
tuel sur  la  sphère  S,  c'est-à-dire  un 
déplacement  compatible  avec  la  liai- 
son telle  qu'elle  existe  à  l'époque  t.  Mais,  à  Tépoque  t-hdty  le 
point  mobile  est  obligé  de  se  trouver  sur  la  sphère  S',  de  rayon 
plus  grand  que  OM;  il  a  donc  parcouru  un  certain  chemin  en 
projection  sur  la  force  N,  et  par  conséquent  le  travail  élémen- 
taire de  celte  force  pendant  le  déplacement  effectif  ne  peut 
pas  être  égal  à  zéro. 

206.  Cas  particulier  du  théorème  desjorces  vii^es;  principe 
de  la  conservation  des  forces  vives,  —  Lorsque  les  compo- 
santes des  forces  produisant  du  travail  peuvent  s'obtenir  en 
prenant  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  T  des 
coordonnées,  et  qu'on  a  en  conséquence 

^ dH      v_^^      T  _dT  „      __    dT 


dx  dy  dz       *  *  '  '  d^n-x 

la  fonction  T  prend,  comme  au  n<»  109,  le  nom  de  potentiel, 
et  l'on  dit  que  les  forces  dérivent  d'un  potentiel.  Dans  ce  cas 
l'équation  des  forces  vives  (n°  205)  se  met  sous  la  forme 

d^  -Lmv^—dTy 

2 

et  l'intégration  peut  s'effectuer  sans  qu'on  ait  besoin  de  con- 
naître les  relations  entre  les  diverses  coordonnées  variables 
qui  entrent  dans  T.  On  a,  en  désignant  par  v^  et  To  les  valeurs 
de  ^  et  T  pour  une  première  position  du  système, 

'l^mv'^—-  Smç'Î^T  — To; 

2  2  ** 
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raccroissemenl  de  la  demi-somme  des  forces  vives,  entre 
deux  positions,  est  donc  égal  à  celui  du  potentiel  quand  on 
passe  de  la  première  position  à  la  seconde.  Si  le  potentiel 
n'a  pas  varié,  la  somme  des  forces  vives  aura  dû  également 
rester  constante,  quels  que  soient  les  chemins  parcourus  par 
les  divers  points  du  syslème,  pour  aller  d'une  position  à 
Tautre.  Cest  ce  qui  constitue  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives. 

L'existence  de  la  fonction  T,  dont  la  différentielle  totale  ex- 
prime la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces, 
a  lieu  dans  divers  cas  simples  qu'il  est  bon  de  mentionner  : 

i*>  Pour  un  système  soumis  à  la  pesanteur  (sans  autre  force 
capable  de  produire  un  travail).  Le  travail  élémentaire  des 
poids  mg  s'exprime  par  ^mgdz  ou  par  dl.  mgz,  l'axe  des  z 
étant  supposé  vertical  et  descendant.  Donc  ici 

T=zl,mgz. 

« 

2<»  Pour  un  système  de  points  soumis  à  des  forces  éma- 
nées de  centres  fixes  et  exprimables  en  fonction  de  la  dis- 
tance. Le  travail  élémentaire  se  représente  (n°  109)  par  une 
somme  de  termes  de  la  forme  <p(r)  dr,  ce  qui  est  encore  la 
différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  T  des  coor- 
données. 

3°  Pour  des  points  uniquement  soumis  à  leurs  actions  mu- 
tuelles, lesquelles  sont  supposées  fonctions  des  distances 
entre  les  points.  Si  9(r)  exprime  la  force  mutuelle  exercée 
entre  deux  points,  prise  positivement  quand  elle  est  répul- 
sive, la  somme  des  travaux  élémentaires  des  deux  actions 
mutuelles  est  (n«  128)  cp(r)  dr.  En  réunissant  tous  les  travaux 
analogues,  on  trouvera  un  résultat  de  même  forme  que  dans 
le  cas  précédent. 

207.  Usage  du  théorème  des  forces  vives  pour  décider  si 
r équilibre  est  stable  dans  un  cas  assez  général,  —  Supposons 
le  cas  d'un  système  à  liaisons  pour  lequel  il  existe  un  potentiel 
T  =Lf{Xy  y,Zy  . . .),  et  mettons  l'équation  des  forces  vives  sous 
la  forme 

(lo)    ismi^»—  i  2/wt^;i=/(^,7,  z, . . .)— /(a;o,7û,  -o,  •  •  0; 
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la  fonction  /  renferme  3/i  variables,  s'il  y  a  /i  points  maté- 
riels; mais,  en  supposant  entre  ces  variables  k  équations  de 
liaison  indépendantes  du  temps,  on  peut  concevoir  les  3/i 
coordonnées  exprimées  en  fonction  de  Zn  —  k  variables  in- 
dépendantes. 

D*un  autre  côté,  supposons  aussi  qu'il  existe  une  position 
du  système,  telle  qu'en  Ty  mettant  sans  vitesse  initiale  il 
reste  en  équilibre  sous  Faction  des  forces  X,  Y,  Z,  . . . ,  res- 

pectivement  égales  aux  dérivées  partielles  -7->  -t->  --r^   •  •  • 

de  la  fonction  /.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  cet 
équilibre  sera,  conformément  au  théorème  du  travail  vir- 
tuel (n«  131), 

X  8^  H-  Y  ôj  -H  Z  0^  H- .  .  .  =:  O, 

OU  simplement  8/=zo,  pour  un  ensemble  de  déplacements 
virtuels  compatibles  avec  les  liaisons;  cela  signifie  que,  pour 
Fun  quelconque  des  dérangements  inQniment  petits  que  le 
système  peut  prendre,  eu  égard  aux  liaisons,  à  partir  de  la 
position  d'équilibre  considérée,  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre  dans  l'accroissement  du  potentiel  est  égal  à 
zéro;  par  conséquent,  d'après  la  théorie  connue  des  maxima 
et  des  minima  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  on  est 
certain  que  les  maxima  et  les  minima  du  potentiel  correspon- 
dent à  autant  de  positions  d'équilibre  du  système;  mais  il 
peut  y  en  avoir  d'autres,  pour  lesquelles  l'ensemble  des 
termes  du  premier  ordre  s'annulerait  sans  qu'on  pût  cepen- 
dant affirmer  que  les  termes  du  second  ordre  forment  un  total 
toujours  négatif  ou  toujours  positif,  et  jamais  nul,  comme  il 
le  faudrait  dans  le  cas  d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

L'équilibre  peut  être  stable  ou  instable.  On  dit  par  défini- 
tion qu'il  est  stable  lorsque,  après  avoir  écarté  le  système  de 
sa  position  d'équilibre,  aussi  peu  qu'on  le  voudra,  et  lui 
avoir  imprimé  des  vitesses  également  aussi  petites  qu'on  le 
jugera  convenable,  on  a  la  certitude  que  dans  la  suite  du 
temps  le  système  restera  toujours  très  rapproché  de  la  posi- 
tion d'équilibre  qu'il  avait  d'abord.  On  attribue  aussi  à  la  sta- 
bilité d'autant  plus  d'amplitude  qu'on  peut  donner  des  va- 
leurs plus  grandes  à  l'écart  initial  et  aux  vitesses  initiales, 
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sans  que  le  corps  cesse  d'osciller  autour  de  la  position  d'é- 
quilibre d'où  Ton  est  parti.  Mais  nous  laisserons  de  côté  celle 
question  d'amplitude  pour  nous  en  tenir  à  la  stabilité  stricte. 
Nous  nous  bornerons  donc  à  la  considération  des  dérange- 
ments infiniment  petits,  de  même  que,  pour  décider  si  l'or- 
donnée d'une  courbe  ou  d'une  surface  est  maximum  ou  mi- 
nimum, on  se  borne  à  la  comparer  aux  ordonnées  infiniment 
voisines. 
Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  forces  agissant  sur  un  système  à  liaisons  sont 
tellement  définies  en  fonction  des  coordonnées  qu'il  existe  un 
potentiel,  le  système  se  trouve  en  équilibre  stable  toutes  les 
fois  qu'il  est  mis  sans  vitesse  dans  une  position  pour  laquelle  le 
potentiel  devient  un  maximum. 

Soienl,  en  effet, 

X  :=:  a,     y  z=L  b,      Z-=::^  C,       ... 

les  valeurs  particulières  des  coordonnées  qui  rendent  la  fonc- 
tion /  maximum,  et  auxquelles  répond  une  position  d'équi- 
libre. Nous  pouvons  poser,  quand  le  système  se  sera  déplacé 
d'une  manière  quelconque, 


x  =  a-\-^,    j  =  6  -4- 7i,    5  ~ c  -h  î, 


. . . , 


les  écarts  ^,  ?),  ^,  . . .  étant  tous  nuls  dans  la  position  d'équi- 
libre considérée.  11  est  évident  que  la  connaissance  de  ces 
écarts  entraîne  celle  des  coordonnées  x^yyZ^  ...  ei  par  suite 
celle  de  f^x^y^  5, . . .)  — f{aybyC, , ..);  donc  on  peut  écrire, 
en  nommant  <p  une  nouvelle  fonction,  convenablement  déter- 
minée, 

• 

La  fonction  ç,  en  vertu  de  sa  définition  même,  tend  vers  o 
quand  on  diminue  indéfiniment  toutes  ses  variables;  elle  est 
aussi  petite  qu'on  veut,  en  prenant  celles-ci  suffisamment 
petites,  et  même  elle  sera  du  second  ordre  par  rapport  à  Ç, 
r,,  Ç,  . . .,  puisque,  par  hypothèse,  les  termes  du  premier  ordre 
s'annulent  dans  la  différence  /(^,/,  -s, . . .)  "-/(^>  ^^  <^>  •  •  •)• 
De  plus,  pour  que  /(a,  ô,  c, . . .)  soit  maximum,  il  faut  que  o 
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reste  constamment  positive  lorsque  ses  variables  î,  tq,  C,  ... 
prennent  un  système  quelconque  de  valeurs,  satisfaisant  tou- 
jours (bien  entendu)  aux  équations  de  liaison,  avec  cette 
seule  restriction  que  chacune  d'elles  restera  renfermée  entre 
certaines  limites  de  part  et  d'autre  de  la  valeur  o,  mais  aussi 
près  de  o  qu'on  le  voudra;  c'est  la  condition  nécessaire  et 
suffîsante  du  maximum. 

Maintenant  appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mou- 
vement que  va  prendre  le  corps  après  qu'on  l'aura  dérangé  de 
sa  position  d'équilibre,  et  qu'on  aura  donné  à  chacun  de  ses 
points,  dans  la  nouvelle  position,  une  vitesse  initiale.  Nous 
aurons,  en  introduisant  la  fonction  ^  au  lieu  de /et  faisant 

passer  -  SmrJ  dans  le  second  membre  de  l'équation  (lo), 

(II)    -  X/nt'*^  -  Swç^Jh-  (p(5o,  7)0,  Co,. . .)  — ?(ï,TO,  C, . .  .). 

Nommons  encore  A  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre 
la  fonction  cp,  lorsqu'une  au  moins  de  ses  variables  atteint 
l'une  des  limites  au  delà  desquelles  le  signe  de  cp  pourrait 
changer:  A  sera,  d'après  les  propriétés  caractéristiques  d'un 
maximum,  positif  et  différent  de  o.  Disposons  enfin  des 
vitesses  i'o  et  du  dérangement  initial  de  manière  qu'on  ait 

-  2/nrJ  4-  cp(So,  ^10,  Co,  • .  •)<  A, 

ce  qui  est  évidemment  possible  en  prenant  i^o»  ?o>  "^o*  Co>  •  •  • 
suffisamment  petits,  puisque  les  deux  termes  qui  composent 
le  premier  membre  de  cette  inégalité  ont  tous  deux  pour 
limite  zéro.  Il  résultera  de  là  qu'aucune  des  variables  de  <p, 
supposées  primitivement  comprises  dans  les  limites  entre 
lesquelles  ç>  reste  toujours  positive,  ne  pourra  en  sortir;  car, 
si  cela  se  produisait,  il  y  aurait  un  instant  auquel  une  ou  plu- 
sieurs variables  arriveraient  à  leurs  valeurs  limites  et  où  cp 
aurait,  en  conséquence,  une  valeur  supérieure  ou  tout  au 

moins  égale  à  A.  Par  suite,  d'après  l'équation  (ii),  -  2/np' 

devrait  passer  par  une  valeur  négative,  ce  qui  est  impossible. 
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Ainsi  donCy  quand  le  système  est  placé  sans  vitesse  dans 
une  position  d'équilibre  pour  laquelle  le  potentiel  devient 
maximum,  en  le  dérangeant  sufïîsamment  peu  et  lui  impri- 
mant des  vitesses  assez  petites,  ou  peut  faire  en  sorte  qu'il 
s'écarte  aussi  peu  qu'on  voudra  de  sa  position  d'équilibre. 
Comme  c'est  justement  par  ce  caractère  que  nous  avon& 
défini  l'équilibre  stable,  le  théorème  énoncé  plus  haut  se 
trouve  donc  démontré. 

208.  Autre  mode  de  démonstration  des  quatre  théorèmes 
généraux,  —  Nous  avons  déduit  ces  théorèmes  du  principe 
de  d'Alembert,  afin  de  bien  faire  comprendre  comment  on 
peut  s'en  servir.  Mais  on  aurait  pu  y  arriver  très  simplement 
aussi  par  le  procédé  suivant. 

Pour  le  premier  théorème,  on  prendra  comme  point  de 

départ  les  équations  du  mouvement  de  l'un  de  ses  points 

(nMOi): 

d}x       --  cf*v       _.  d^z       ,. 

^_:^X,     /^-5^=Y,     rn-^^-=L, 

les  composantes  X,  Y,  Z  devant  comprendre  celles  de  toutes 
les  forces  réelles  appliquées  à  la  masse  m,  quelle  que  soit 
leur  provenance.  Faisant  ensuite  la  sommation  des  équations 
analogues  pour  tous  les  points,  on  aura 

et  l'on  remarquera  que  les  forces  intérieures,  deux  à  deux 
égales  et  de  sens  contraires,  disparaissent  d'elles-mêmes  dans 
les  trois  sommes  des  seconds  membres.  On  retrouve  donc, 
sans  changement,  les  trois  équations  d'où  nous  avons  déduit 
(n«  198)  le  théorème  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 
La  démonstration  s'achèverait  de  la  même  manière. 

Le  deuxième  et  le  troisième  des  théorèmes  généraux  ont 
été  démontrés  dans  le  cours  de  première  année  (n«*  106 
et  107)  pour  le  cas  d'un  seul  point  matériel.  En  considérant 
les  projections  sur  un  axe  ou  les  moments  par  rapport  à  cet 
axe,  qu'on  peut  prendre  pour  axe  des  x  dans  un  système  de 
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trois  axes  rectangulaires,  on  aura  donc  les  équations 


m 


J1l/;r'wt'  — OÎLa-mç^o—  /    3ÎLa:Fc?^ 


pourvu  que  F  représente  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
réellement  sur  la  masse  m.  Si  maintenant  on  fait  la  somme 
des  équations  analogues  pour  tous  les  points,  les  projections 
et  les  moments  des  forces  intérieures  se  détruiront  encore 
deux  à  deux,  et  Ton  retrouvera  Texpression  algébrique  ci- 
dessus  donnée  (n<>*  199  et  200)  des  théorèmes  dont  il  s'agit. 

Quant  au  quatrième,  le  procédé  est  le  même,  mais  avec 
celte  différence  que  les  forces  intérieures  ne  disparaissent 
plus  en  général.  Après  avoir  posé  Téqualion  (ii<»  109) 

Imv^^  \ms?l—  ÇcLdx-^Ydy-^Zdz), 

on  en  déduit  par  une  sommation  étendue  à  tous  les  points 

i  Sms^'  —  ^  Sm^l  =y   Ax  dx  4-  Ydy  4-  dz), 

le  second  membre  devant  comprendre  le  travail  de  toutes  les 
forces  réelles,  sauf  les  remarques  à  faire  (n°  205)  au  sujet  de 
celles  dont  les  travaux  sont  toujours  nuls. 

209.  Extension  des  théorèmes  généraux  aux  mouçements 
relatifs*  —  Les  théorèmes  généraux  se  déduisent  du  principe 
de  d'Alembert,  et  celui-ci,  quand  on  y  regarde  de  près,  est 
une  conséquence  de  ce  fait  primordial  qu*il  faut  une  force  mj 
pour  donner  à  un  point  matériel  isolé  l'accélération  y,  dans 
le  sens  et  la  direction  de  la  force.  Or  cette  relation  entre 
Taccélération  et  sa  cause  est  conservée  dans  le  mouvement 
relatif,  comme  on  Ta  vu  dans  la  dynamique  du  point  matériel 
[ti^  113),  pourvu  qu'on  joigne  aux  forces  réelles  appliquées  à 
chaque  point  deux  forces  fictives  ou  apparentes,  savoir  :  i**  une 
force  qu'on  peut  nommer  (n*>  193)  force  d'inertie  d* entraine- 
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ment,  parce  qu'elle  est  égale  et  contraire  à  celle  qui  donne- 
rait au  point  son  accélération  d'entraînement;  2<»  la  force  dite 
centrifuge  composée.  Donc,  en  supposant  ces  forces  appliquées 
à  chaque  point,  outre  les  forces  réelles,  on  sera  en  droit 
d'employer  les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique,  dans 
un  mouvement  relatif  comme  dans  un  mouvement  absolu. 

Voici  quelques  remarques  auxquelles  donne  lieu  l'applica- 
tion de  cet  énoncé  dans  divers  cas  particuliers,  i®  La  force 
centrifuge  composée  est  à  chaque  instant  perpendiculaire  au 
déplacement  relatif  du  point  sur  lequel  elle  est  censée  agir; 
donc  son  travail  relatif  est  constamment  nul,  et  par  consé- 
quent cette  force  peut  être  laissée  de  côté  quand  on  se  sert 
du  théorème  des  forces  vives.  2»  La  même  force  s'annule 
quand  le  mouvement  d'entraînement  est  de  translation  ou 
quand  son  point  d'application  est  en  repos  relatif.  S*»  Les 
forces  apparentes  s'annulent  toutes  deux,  et  les  théorèmes 
généraux  s'appliquent  aux  mouvements  relatifs  sans  intro- 
duction de  termes  dus  à  ces  forces,  quand  les  axes  mobiles 
de  comparaison  sont  animés  d'une  translation  recliligne  et 
uniforme.  Ces  trois  premières  remarques  avaient  déjà  été 
faites  au  n*  113.  4**  H  faut  bien  prendre  garde,  dans  le  cas 
d'un  système  à  liaisons,  que  le  travail  total  des  forces  de 
liaison  peut  être  nul  dans  le  mouvement  absolu  sans  l'être 
dans  le  mouvement  relatif,  et  vice  versa.  La  première  alter- 
native se  présenterait  si  l'on  avait,  par  exemple,  un  point 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  absolument 
fixe,  parce  que  la  réaction  de  la  courbe  serait  normale  à  la 
trajectoire  absolue  sans  l'être  à  la  trajectoire  relative;  la  se- 
conde alternative  aurait  lieu,  pour  une  raison  analogue,  si  le 
point  devait  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  entraînée 
avec  les  axes  mobiles.  Cette  remarque  n'est  pas  du  même 
ordre  que  les  précédentes,  puisqu'elle  ne  se  rapporte  pas  aux 
forces  fictives;  mais  elle  n'en  est  pas  moins  importante. 

On  a  souvent  à  considérer  et  nous  allons  maintenant  étu- 
dier exclusivement  le  cas  où  le  mouvement  relatif  est  pris  par 
rapport  à  des  axes  mobiles,  de  direction  constante,  dont  l'ori- 
gine se  trouve  toujours  placée  au  centre  de  gravité  du  sys- 
tème. Voyons  ce  que  deviennent  les  quatre  théorèmes  géné- 
raux, appliqués  à  ce  mouvement  relatif  particulier. 
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Le  mouvement  d'entraînement  étant  ici  un  mouvement  de 
translation^  dans  lequel  chaque  point  décrirait  une  trajectoire 
égale  et  parallèle  à  celle  du  centre  de  gravité  (n<»20),  d'abord 
nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  de  la  force  centrifuge  com- 
posée, qui  est  toujours  nulle,  et  d'autre  part  la  force  d'inertie 
d'entraînement  répondant  à  un  point  particulier,  de  masse  m, 
sera  le  produit  de  m  par  l'accélération  absolue  J  du  centre  de 
gravité  à  la  même  époque,  cette  accélération  J  étant  prise  en 
sens  contraire;  les  trois  composantes,  suivant  les  axes  coor- 
donnés, de  la  première  force  fictive  seront  donc  —  mixy 
—  mJj,,  —  mJ-.  Il  s'agit  maintenant  de  faire  ressortir  la  va- 
leur des  termes  qui  répondent  à  l'introduction  de  ces  forces 
dans  les  équations  fournies  par  les  quatre  théorèmes  géné- 
raux. 

En  ce  qui  concerne  le  premier,  on  voit  que  les  compo- 
santes SX,  2 Y,  2 Z  de  la  résultante  de  translation  des  forces 
extérieures  vont  se  changer  en 

(i2)  SX  — J^cSm,     SY  — J-^S/n,     SZ  — J-Sm, 

et  ces  trois  quantités  sont  nulles  en  vertu  du  premier  théo- 
rème général,  appliqué  au  mouvement  absolu  du  centre  de 
gravité  (n<>  198).  Ce  point  se  meut  donc,  dans  le  mouvement 
relatif,  comme  s'il  était  sollicité  par  une  force  nulle,  ce  qu'on 
savait  d'avance  puisque  le  centre  de  gravité  reste  immobile 
dans  le  système  de  comparaison.  Le  premier  théorème  ne 
conduit  donc  ici  à  aucun  résultat  nouveau. 

Dans  le  second  théorème  général,  on  considère  les  impul- 
sions des  forces  projetées  sur  un  axe.  Quand  on  lient  compte 
des  forces  apparentes,  les  sommes  des  impulsions  élémen- 
taires sont  nulles  en  projection  sur  les  trois  axes  coordonnés 
(et  par  conséqueni  sur  un  axe  quelconque),  car  on  les  obtient 
en  multipliant  par  dt  les  trois  expressions  (12).  Donc  les  im- 
pulsions projetées  sont  également  nulles  pour  tout  intervalle 
de  temps  fini,  et  par  conséquent  le  second  théorème,  appli- 
qué au  mouvement  relatif  dont  il  s'agit,  nous  apprend  que  la 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement  relatives 
sur  un  axe  quelconque  reste  invariable  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Nous  pouvons  ajouter  de  plus  et  démontrer 
a  priori  que  cette  constante  est  nulle.  En  effet,  si  nous  appe- 
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Ions  S,  7),  Ç  les  coordonnées  d'un  point  relativement  aux  axes 
mobiles,  celles  du  centre  de  gravité  étant  nulles,  on  aura  tou- 
jours (n»  150) 

S/n$  =  o,     2mTi  =  o,     Smî  =  o; 
donc  on  a  aussi,  par  la  différentiatiouy 

V     ^?  V     ^^  V     ^ 

Z'^dc^''^     Z'''di=''^     ir'dt^''^ 

ce  qui  prouve  la  vérité  de  notre  assertion  pour  les  axes  coor- 
donnés et,  par  conséquent,  pour  un  axe  arbitraire,  car  on 
aurait  pu  le  choisir  pour  Tun  des  axes  coordonnés.  La  même 
proposition  est  encore  une  conséquence  immédiate  du  der- 
nier théorème  établi  au  n*»  198;  le  centre  de  gravité  se  trou- 
vant en  repos  relatif,  la  résultante  de  translation  des  quan- 
tités de  mouvement  relatives  est  nulle,  et  par  conséquent  la 
somme  de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  s'annule 
également.  En  résumé,  on  voit  encore  que  le  second  théorème 
général  n'apprend  rien  de  nouveau  sur  le  mouvement  relatif 
dont  nous  nous  occupons  présentement. 

Lorsqu'on  applique  le  troisième  théorème  général  (n<»200), 
il  faut  compter,  dans  le  second  membre  de  l'équation  se  rap- 
portant à  un  axe  quelconque,  la  somme  des  moments  par  rap- 
port à  cet  axe  des  forces  d'inertie  d'entraînement  — wJ.  Or 
ces  forces  sont  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses, 
puisque  J  ne  change  pas  d'un  point  à  l'autre;  donc  la  somme 
de  leurs  moments  sera  la  même  que  le  moment  d'une  force 
—  JSm,  égale  à  leur  somme  et  appliquée  au  centre  de  gravité 
(n®  150).  Il  n'en  résulte  rien  de  bien  remarquable  quand  on 
prend  une  droite  quelconque  pour  axe  des  moments;  mais,  si 
cette  droite  passe  au  centre  de  gravité,  on  voit  que  les  forces 
apparentes  ont  une  somme  de  moments  nulle,  [qu'il  en  est 
par  conséquent  de  même  pour  l'intégrale  de  la  somme  des 
moments  de  leurs  impulsions  élémentaires  pendant  tout  in- 
tervalle de  temps  fini,  et  enfin  que  le  troisième  théorème  gé- 
néral s'applique  alors  dans  le  mouvement  relatif  sans  avoir 
à  prendre  en  cçnsidération  d'autres  forces  que  celles  qui  agis- 
sent réellement. 

Dans  le  cas  où  ces  dernières  forces,  composées  comme  elles 
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pourraient  l'être  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable  en 
équilibre,  donneraient  sans  cesse  une  résultante  passant  par 
le  centre  de  gravité,  le  principe  des  aires  deviendrait  en  con- 
séquence applicable  au  mouvement  relatif  (n°203),  et  il  y 
aurait  notamment  un  plan  du  maximum  des  aires,  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour 
notre  système  planétaire,  composé  du  Soleil  et  des  planètes, 
car  les  forces  extérieures  provenant  de  corps  très  éloignés 
(les  étoiles)  peuvent  être  considérées  comme  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  dit  (n°  114.) 
pour  celles  que  supportent  en  particulier  les  points  de  la 
Terre;  la  résultante  de  ces  forces  extérieures  passe  donc  au 
centre  de  gravité  du  système.  Il  y  a  donc  un  plan  invariable 
dans  le  mouvement  relatif  du  Soleil  et  des  planètes  autour  de 
leur  centre  de  gravité  commun;  Laplace  a  proposé  de  le 
choisir  pour  plan  fixe  dans  l'étude  du  mouvement  de  chacun 
de  ces  astres  en  particulier,  et  on  l'a  nommé,  pour  cette  raison, 
plan  invariable  de  Laplace. 

On  a  vu  (n^  153)  que  le  travail  total  produit  par  les  actions 
de  la  gravité  sur  un  système  matériel  quelconque  est  égal  î\ 
celui  que  produirait  le  poids  total  agissant  au  centre  de  gra- 
vité, et  nous  avons  remarqué  que  la  proposition  s'étend  im- 
médiatement à  un  ensemble  quelconque  de  forces  parallèles 
et  proportionnelles  aux  masses.  Donc  les  forces  d'inertie  d'en- 
traînement —  mJ  font  un  travail  total  nul  dans  le  mouvement 
relatif,  puisque  leur  somme  — JS/w  agirait  sur  le  centre  de 
gravité,  qui  reste  fixe  dans  ce  mouvement.  Donc  le  théorème 
des  forces  vives  s'applique  aussi  dans  le  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par 
son  centre  de  gravité,  sans  avoir  à  tenir  compte  d'aucun  tra- 
vail autre  que  celui  des  forces  réelles. 

210.  Décomposition  particulière  de  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement,  des  aires  décrites  en  projection 
sur  un  plan  et  de  la  force  vive  d'un  système.  —  Soient  m  la 
masse  d'un  point  M  {fig-  244)  faisant  partie  du  système,  et  v 
sa  vitesse  absolue,  qu'on  peut  regarder  comme  la  résultante 
de  la  vitesse  Vx  du  centre  de  gravité  et  de  la  vitesse  v'  du  mou- 
vement relatif  qu'on  vient  de  considérer  tout  à  l'heure  par 
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rapport  à  des  axes  possédant  constamment  la  vitesse  i\,  La 
quantité  de  mouvement  mv  peut  de  même  se  décomposer  en 

,,.j^  2'^  ''*^i  ^^  ^^^''9  ^^  ï^  substitution  de  ces 

deux  composantes  à  mi>  ne  changera 
rien  à  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  tout  axe  Ox  (n^  103).  Or  toutes  les 
quantités  de  mouvement  m^u  paral- 
lèles et  proportionnelles  aux  masses, 

se  composent  (toujours  sans  altérer  la 

somme  des  moments)  en  une  résul- 
tante r,2/n  passant  au  centre  de  gravité;  donc  : 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  d'un 
système  matériel  relativement  à  un  axe  quelconque  est  formée 
de  deux  parties  :  i®  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement 
qu'aurait  la  masse  entière  condensée  au  centre  de  gravité;  2®  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  répondant 
aux  vitesses  du  mouvement  par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Quand  on  multiplie  par  dt  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  un  axe,  on  obtient  (n°  203) 
la  somme  des  produits  des  masses  par  les  éléments  d'aires 
décrites  en  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  ;  donc  aussi  : 

La  somme  des  produits  des  masses  par  les  aires  élémentaires 
décrites  en  projection  sur  un  plan  quelconque^  par  des  rayons 
vecteurs  joignant  tous  les  points  à  une  origine  commune,  est 
formée  de  deux  parties  :  i^  le  produit  analogue  calculé  pour 
la  masse  totale  condensée  au  centre  de  gravité;  2°  la  somme 
des  produits  semblables,  calculée  dans  le  mouvement  par  rap- 
port au  centre  de  gravité. 

Enfin,  il  y  a  une  propriété  toute  semblable  pour  les  forces 
vives.  Le  triangle  des  trois  vitesses  v,  v^^  v'  (flg-  244)  donne  la 
relation 

p«  —  v\  -h  V'*-^  2  i-i  v'  COS  (  i'i,  v'  ), 

d*où  l'on  tire,  en  faisant  pour  tous  les  points  la  somme  des 
équations  pareilles  respectivement  multipliées  par  la  masse  m 
de  chaque  point, 

I,mv^-=i  i'jSmH-2m('--h  2t>,  2/?i{''  cos(ri,  v'). 
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Or,  d'après  une  remarque  faite  plus  haut  (n*»209),  la  dernière 
somme  est  nulle,  car  elle  représente  la  somme  des  quantités 
de  mouvement  relatives  en  projection  sur  une  parallèle  à  Vi  ; 
donc  on  a  simplement 

ce  qu'on  énonce  en  disant  : 

La  force  vive  d'un  système  est  égale  à  celle  qu'aurait  sa 
masse  entière  condensée  au  centre  de  gravité,  augmentée  de 
la  force  vive  dans  le  mouvement  par  rapport  au  centre  de 
gravité. 

Ici  se  lerniine  Texposé  des  principes  ou  théorèmes  géné- 
raux de  la  dynamique  des  systèmes;  nous  allons  maintenant 
aborder,  dans  le  §  III  de  ce  Chapitre  et  dans  le  Chapitre  sui- 
vant, une  suite  d'applications  particulières,  dont  quelques- 
unes  auront  cependant  encore  beaucoup  de  généralité. 

§  III.  —  Théorie  dn  choc  direct  de  deux  solides  de  révolution. 

211.  jRccherche  des  vitesses  finales.  —  Nous  allons  faire  la 
théorie  du  choc  de  deux  solides,  dans  les  conditions  les  plus 
simples  qu'on  puisse  imaginer.  Nous  supposerons  deux  sphères 
homogènes,  ou  tout  au  moins  deux  solides  de  révolution  au- 
tour d'un  axe  O  x  {fig.  245),  dont  chacun  possède,  à  un  instant 
donné,  un  mouvement  de  translation  parallèle  à  cet  axe. 
Soient  s^  et  v'  les  vitesses  des  deux  corps  à  l'instant  où  ils  ar- 
rivent au  contact  et  où  le  choc  va  commencer;  pour  fixer  les 
idées,  admettons  que  ces  deux  vitesses  sont  dans  le  sens  Ox 
et  qu'on  ^s^>  v\  Lorsque  les  corps  commencent  à  se  loucher, 
ils  tendent  à  entrer  l'un  dans  l'autre,  et  alors  il  naît  du  rap- 
prochement des  molécules  une  série  de  forces  mutuelles 
douées  d'une  grande  intensité;  la  résultante  pour  chacun 
des  deux  corps  est  évidemment  dirigée  suivant  O-r,  à  cause 
de  la  symétrie.  La  force  supportée  par  le  corps  G  relarde  son 
mouvement;  la  force  égale  et  contraire  (n°  95)  qui  agit  sur  G' 
augmente  au  contraire  sa  vitesse.  Les  choses  conlinuent  à  se 
passer  de  la  môme  manière,  tant  que  la  vitesse  de  G  reste  su-  , 
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périeure  à  celle  de  G';  donc  il  viendra  un  instant  où  les  deux 
vitesses  auront  pris  une  même  valeur.  Tout  ce  phénomène  se 
passe  dans  un  temps  très  court,  en  raison  de  la  grande  inten- 
sité des  actions  mutuelles  développées  par  le  choc;  on  peut, 
en  conséquence,  négliger  l'impulsion  des  forces  extérieures, 
et,  par  suite,  le  second  théorème  général  (n°199)  nous  ap- 
prend que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  des  deux 
corps  ne  varie  pas  pendant  ce  même  temps.  Si  donc  on  nomme 
m  et  m' les  deux  masses  et  u  la  vitesse  commune,  on  aura 

niv  -h  m'v'  -z(^m  -^  m')u 
ou  bien 

(l)  u  ir: ^• 

,  ni-\-  ni 

Il  est  à  remarquer  que  cette  vitesse  u  est  celle  du  centre  de 
gravité  du  système  des  deux  masses  pendant  tout  Tintervalle 
de  temps  qu'on  vient  de  considérer;  cela  est  évident  pour 
l'instant  final,  puisque  tous  les  points  ont  la  vitesse  u  et  que 
le  centre  de  gravité  doit  alors  se  déplacer  avec  une  vitesse 
égale  ;  d'un  autre  côté,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  ne  peut 
pas  varier  dans  un  intervalle  de  temps  pendant  lequel  on  sup- 
pose les  forces  extérieures  négligeables  (n*  198). 

A  partir  de  Tinstant  où  les  deux  corps  ont  pris  la  vitesse 
commune  w,  on  peut  considérer  deux  cas  essentiellement 
distincts  :  i*»la  vitesse  étant  devenue  la  même,  la  compression 
(réduction  de  volume)  des  deux  corps  l'un  par  l'autre  est  ar- 
rivée à  sa  valeur  maximum;  cette  compression  subsiste  dans 
la  suite  du  temps,  et  les  corps  vont  continuer  à  se  mouvoir 
ensemble  comme  un  corps  unique  animé  de  la  vitesse  w.  Ce 
cas  est  celui  de  corps  absolument  dépourvus  d'élasticité, 
puisque  la  déformation  d'abord  produite  n'est  pas  suivie  d'un 
retour  à  la  forme  primitive;  on  voit  que  le  choc  est  alors 
terminé  en  même  temps  que  la  période  de  compression;  2»  la 
période  de  compression  sera  supposée  suivie  d'une  période 
de  dilatation  égale  en  durée,  pendant  laquelle  chaque  corps 
reprendra,  en  ordre  inverse  et  symétriquement,  la  même 
série  de  formes  que  dans  la  première  période;  les  forces 
mutuelles  repasseront  anssi  par  les  mêmes  grandeurs.  C'est 
le  cas  de  corps  parfaitement  élastiques.  Ces  deux  cas  indi- 
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quent  pour  ainsi  dire  des  limites  entre  lesquelles  se  placent 
les  corps  de  la  nature,  chez  lesquels  on  ne  trouve  jamais  ni 
Tabsence  complète  ni  la  perfection  absolue  de  l'élasticité. 

Dans  le  premier  cas,  Téquation  (i)  donne  la  vitesse  finale 
des  deux  corps  après  le  choc.  Dans  le  second,  la  vitesse  de 
chaque  corps  continue  à  se  modifier  après  avoir  passé  par  la 
valeur  u;  nommons  ('j  et  {^\  les  valeurs  finales.  Puisque,  en 
vertu  de  l'élasticité,  Faction  mutuelle  reprend  symétrique- 
ment les  mêmes  intensités  dans  la  seconde  période  que  dans 
la  première,  la  perte  de  vitesse  du  premier  corps  ou  le  gain 
du  second  doivent  être  les  mêmes  dans  les  deux  périodes; 
cela  résulterait  immédiatement  du  second  théorème  général 
(n«  199)  appliqué  séparément  à  chacun  des  deux  corps.  On  a 
donc 

i^  —  u  z=z  u  -r-  Vif       U  —  v'  =LÇ\  —  U 

ou  bien 

(2)  ÇiZ=z2U —  (^,       v\^=2U'—v'y 

m 

ce  qui  fait  connaître  les  deux  vitesses  finales  t^i,  i>\,  puisque  u 
est  déjà  connu  par  Téquation  (i).  On  voit  que  u  est  la  moyenne 
arithmétique  des  vitesses  initiale  et  finale  de  chaque  corps, 
puisque  les  équations  (2)  donnent 

on  en  tire  également,  par  soustraction  membre  à  membre, 

ce  qui  montre  que  les  vitesses  relatives  initiale  et  finale  des 
deux  corps  sont  égales  et  de  sens  contraires.  On  peut  encore 
éliminer  u  pour  avoir  les  deux  vitesses  finales  en  fonction 
des  vitesses  initiales,  et  Ton  trouve  ainsi 


9(mv  -\-  m'v')  2m'(»'-4-(m  —  m')(' 

I    i;j  =  2  a  — - 1'  = 

(3) 


m-\-  m'  m -h  m' 


I    ç\=z2U—i>' 


m -h  m'  m  -^-  m' 

Appliquons  ces  dernières  formules  en  supposant  d*abord 
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m' =00,  r'=o;  on  obtient  alors  ^1= — ç  et  i\  =  o,  Cesl  ce 
qui  arrive  dans  le  choc  direct  d'un  corps  élastique  contre  un 
obstacle  fixe;  ce  corps  revient  en  sens  contraire  avec  la 
vitesse  qu'il  avait  en  arrivant.  Prenons  encore  m  =:  m',  i^'=z  o; 
alors  les  formules  donnent  Pi=^o,  ç\=zç;  il  y  a  échange  de 
vitesse  entre  les  deux  corps  élastiques. 

212.  Durée  du  choc  et  intensité  de  l'action  mutuelle.  — 
Pour  faire,  non  pas  un  calcul  rigoureux,  mais  une  évaluation 
plus  ou  moins  grossière,  pouvant  donner  seulement  une  idée 
de  Tordre  de  grandeur  de  ces  quantités,  nous  admettrons  que 
l'action  mutuelle  des  deux  corps  est  une  force  d'intensité 
constante  F.  Soit  ô  la  durée  de  la  première  période  du  choc, 
au  bout  de  laquelle  les  vitesses  ont  pris  la  valeur  commune  u  ; 
ce  sera  le  temps  total  du  phénomène  ou  seulement  sa  moitié, 
suivant  qu'il  s'agira  de  corps  sans  élasticité  ou  parfaitement 
élastiques.  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  pro- 
jetées (no  199),  appliqué  au  corps  m,  donne  d'abord 

• 

ou  bien,  en  substituant  la  valeur  (i)  de  a, 

(4)  ._^_^_(c;_.^'):^FÔ. 

w  H-  m' 

Condensons  maintenant  chaque  corps  en  son  centre  de 
gravité  G  ou  G'  {/ig.  245),  en  y  transportant  simultanément 


la  force  F,  conformément  au  premier  théorème  général 
(n*  198);  appliquons  ensuite  le  théorème  des  forces  vives 
(n*»  109)  à  chacun  de  ces  deux  points  matériels,  en  observant 
que  les  forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur,  sont  négli- 
geables devant  F.  Désignons  par  a?  et  a:'  les  distances  de  G 
et  G'  à  Torigine  fixe  0,  pour  l'instant  final  de  la  durée  0,  et 
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par  jco,  ^'o  les  valeurs  des  mêmes  distances  à  Tinstant  initial. 
Nous  aurons 

-m'(u'-v'*)  =  F{a;'  —  a;'J; 
d*oii  résulte,  par  addition  membre  à  membre, 

La  quantité  entre  crochets  n'est  autre  que  la  variation  de 
la  distance  GG';  cette  variation  est  un  effet  de  la  compression 
des  deux  corps  et  sera  d'autant  moindre  que  les  corps  seront 
plus  durs.  En  désignant  par  o  le  rapprochement  des  deux 
points  et  mettant  pour  e/  sa  valeur  (i)  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente,  il  vient 

_  i ^ trnv--^  m'v'*)  =— Fo 

2  /7^  -h  /w  2 

ou,  toute  réduction  faite. 


(5) 

^   '  2       m  -\-  m' 


1  ^^'{^^^')'  _pg 


Les  valeurs  de  F  et  de  6  se  tirent  bien  facilement  des  équa- 
tions (4)  et  (5);  on  trouve 


2^{m-^m')  v—v' 

On  aurait  pu  arriver  plus  rapidement  au  but  par  l'emploi 
des  formules  du  mouvement  uniformément  varié  (n<^6).  Les 
points  G  et  G',  de  masses  m  et  m',  ont  suivant  Ox  des  accé- 

F         F 

lérations  constantes et  — ,>  sous  l'action  de  la  force 

m       m' 

constante  F;  leur  rapprochement  s'opère  avec  une  accélé- 
ration relative  constante  égale  à  —  F( 1 -, V  Ce  rap- 
prochement a  été  S  pendant  le  temps  6;  la  vitesse  relative  est 

BftiMB.  —  Cours  de  Mie,  II.  4 
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i'  —  v'  à  rinstant  initial  et  zéro  à  l'instant  final,  ce  qui  donne 
une  moyenne  -  {v  —  /).  Donc  on  a  d'abord 

2  ^ 

L'application  au  même  mouvement  relatif  de  réquation 
entre  la  variation  du  carré  de  la  vitesse  et  l'espace  parcouru 
donne  ensuite 


\rn        m  J 


On  retrouverait  ainsi  les  deux  équations  (6). 
Soient,  par  exemple, 

r  —  i^'  =  v/2^'=:4">439  par  seconde,     o  r^o°»,ooi. 

On  trouve  alors 

F  =  Qoo'^K,     6  iz=  o*,  ooo45. 

On  voit  dans  cet  exemple  que  le  temps  est  très  court  et  la 
force  assez  considérable,  quoique  les  deux  masses  aient 
d'assez  petites  valeurs. 

213.  Perte  de  force  vice  dans  le  choc,  —  Pendant  la  durée 
du  clioc  (ou  pendant  sa  première  moitié  seulement,  s'il 
s'agit  de  corps  parfaitement  élastiques),  il  y  a  compression 
et  par  suite  rapprochement  des  molécules,  malgré  les  forces 
répulsives  qui  tendent  à  les  éloigner.  Il  y  a  donc  un  travail 
négatif  produit  par  les  forces  intérieures  des  deux  corps 
(n<*  128),  et,  comme  les  forces  extérieures  sont  censées  négli- 
geables, il  en  résulte  une  diminution  de  force  vive.  La  valeur 
de  la  différence  est 

mç»*  -h  m'v'^  —  (  m  -h  /n' )  a*, 
soit,  comme  on  l'a  déjà  constaté  {n^  212), 

^7)  m  4-  m'      ' 
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quantité  dont  la  moitié  représente,  en  valeur  absolue-,  le 
travail  des  forces  intérieures  pendant  la  période  de  compres- 
sion. 

L'expression  (7)  peut  se  remplacer  par  une  autre.  En  effet, 
u  étant  (n«  211)  la  vitesse  constante  du  centre  de  gravité  des 
deux  masses  m  et  m\  les  forces  vives  initiale  et  finale  ont 
pour  valeurs  respectives,  d'après  le  dernier  théorème  du 
n'  210, 

(m  H- m')a'-h  m($'  — a)*-i- w'(t''— //)*  et  (  m-f- m' )  a*  ; 

donc  la  perte  est  égale  à 

(8)  m(v  —  lif-h  m'{v'—  m)«, 

c'est-à-dire  que  la  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  gagnées  ou  perdues.  Cet 
énoncé,  généralisé  comme  on  le  verra  bientôt,  constitue  le 
théorème  de  Carnot, 

Lorsque  les  corps  sont  parfaitement  élastiques,  suivant  la 
définition  donnée  plus  haut  (n°  211),  la  période  de  compres- 
sion est  suivie  d'une  période  tout  à  fait  symétrique  de  dilata- 
tion, pendant  laquelle  les  forces  intérieures  produisent  un 
travail  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  première  pé- 
riode. La  somme  des  travaux  élémentaires  des  deux  actions 
mutuelles  s'exprime  en  effet  (n*  128)  par  fdr,  en  nommant 
/la  force  et  r  la  distance  des  points  d'application;  et  il  ré- 
sulte de  la  symétrie  supposée  que /repasse  par  les  mêmes 
valeurs  dans  les  deux  périodes,  pendant  que  dr  prend  des 
valeurs  égales  et  de  signe  contraire.  Les  éléments  de  l'inté- 
grale f  /dr  se  détruisent  donc  deux  à  deux  pendant  l'en- 
semble des  deux  périodes,  et  il  en  est  de  même  pour  la 
somme  2  f  /dr  qui  exprime  le  travail  total  des  forces  inté- 
rieures. Il  ne  doit  donc  y  avoir  aucune  perte  de  force  vive 
entre  le  commencement  et  la  fin  du  choc  de  deux  corps  par- 
faitement élastiques;  et  en  effet  l'expression  algébrique  de 

cette  perte 

mv^-h  m' v'^  —  m{f\  —  m' v'^ 
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peut  d'abord  s'écrire 

Soit,  en  substituant  les  valeurs  de  i\  et  r\  fournies  par  les 
équations  (2)  du  n<*  211, 

4«[m(<'  —  u)  -f-  m' {v' —  //)], 

quantité  dont  le  facteur  entre  crochets  est  nul  en  vertu  de 
Téquation  (i),  qui  donne  la  valeur  de  //. 

Mais  rhypothèse  de  corps  parfaitement  élastiques  ne  se 
trouve  jamais  complètement  réalisée,  et  celte  reconstitution 
de  la  force  vive,  telle  qu'on  vient  de  l'indiquer,  n'existe  pas 
effectivement  dans  la  plupart  des  cas.  D'une  part,  le  retour 
à  la  forme  primitive  peut  élre  incomplet,  ce  qui  laisserait 
subsister  une  partie  du  travail  négatif  produit  dans  la  pre- 
mière période;  d'autre  part,  quand  les  molécules  ont  été  une 
fois  écartées  des  positions  relatives  qu'elles  avaient  d'abord, 
elles  n'y  reviennent  pas  toutes  à  la  fois  ou  elles  y  reviennent 
avec  une  certaine  vitesse  acquise,  et  il  se  produit  alors  un 
mouvement  vibratoire  dont  la  demi-force  vive  représente, 
au  moins  en  partie,  le  travail  positif  de  la  seconde  période. 
Dans  ce  deuxième  cas,  la  force  vive  possédée  par  l'ensemble 
des  deux  corps  pourrait  être  aussi  grande  à  la  fin  qu'au  com- 
mencement du  choc;  mais  la  partie  de  la  force  vive  primitive 
qui  aurait  été  transformée  en  mouvement  vibratoire  ne  con- 
tribuerait plus  au  déplacement  des  deux  corps  et  serait,  pour 
ainsi  dire,  passé  à  l'état  latent.  On  devrait  donc,  à  ce  point 
de  vue,  la  regarder  comme  tout  aussi  bien  perdue  que  si 
elle  avait  été  annulée,  au  lieu  de  changer  simplement  de 
forme. 

La  production  plus  ou  moins  marquée  de  mouvements  vi- 
bratoires fait  concevoir  pourquoi  des  corps  doués  d'une  très 
grande  élasticité  se  comportent  parfois  dans  le  choc  comme 
s'ils  en  étaient  au  contraire  presque  complètement  dé- 
pourvus. Par  exemple,  quand  on  laisse  tomber  une  boule  de 
caoutchouc  sur  un  plan  horizontal  dur  et  bien  uni,  elle  re- 
bondit à  une  hauteur  qui  n'est  pas  très  inférieure  à  la  hau- 
teur de  chute,  tandis  qu'un  parallélépipède  rectangle  formé 
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de  la  même  matière  rebondirait  très  peu,  quoique  sa  sub- 
stance possède  les  mêmes  qualités  physiques.  Cela  tient  à  ce 
que  la  force  vive  acquise  pendant  la  chute  se  transforme 
beaucoup  plus  en  force  vive  vibratoire  dans  le  second  cas  que 
dans  le  premier. 

214.  Application  au  battage  des  pieux,  —  On  sait  que  cer- 
taines constructions  reposent  sur  des  pieux  enfoncés  dans  le 
sol,  et  que  renfoncement  s'opère  au  moyen  d'un  corps  pesant 
nommé  mouton,  qu'on  laisse  retomber  sur  le  pieu,  après 
l'avoir  élevé  à  une  certaine  hauteur.  Soient  m  la  masse  du 
mouton,  V  sa  vitesse  à  l'instant  où  le  choc  va  se  produire, 
m!  la  masse  du  pieu.  La  force  vive  initiale  du  mouton  était 
mf*;  la  portion  perdue  dans  le  choc  est,  suivant  la  for- 
mule (7), 7  ou  la  fraction -,  de  la  force  vive  an- 

'      m  -f-  /n'  m  -\-  m' 


térieurement  donnée  au  mouton,  par  suite  du  travail  de  la 
pesanteur.  Cette  partie  ne  sert  qu'à  produire  la  déformation 
des  deux  corps  ou  des  vibrations  inutilesi  tandis  que  le  sur- 


m*  r« 


plus ,  servira  ultérieurement  à  l'enfoncement  du  pieu. 

On  a  donc  intérêt,  pour  économiser  autant  que  possible  le 

travail   moteur   dépensé   (qui   est  -  niv-  à  chaque   coup  de 

m' 

mouton),  à  rendre  petite  la  fraction ,>  ce  qui  se  fait 

m  -î-  m 

en  donnant  une  valeur  suffisamment  grande  à  la  masse  m  du 
mouton,  comparativement  à  celle  du  pieu.  Si  l'on  emploie 
toujours  le  même  travail  moteur  pour  élever  le  mouton,  il 
vaudra  donc  mieux  se  servir  d'un  mouton  lourd  élevé  à  une 
petite  hauteur,  que  d'un  mouton  léger  qu'on  laisserait  re- 
tomber de  très  haut. 

213.  Théorème  de  Carnot,  —  Ce  théorème  donne  la  géné- 
ralisation du  résultat  précédemment  obtenu  et  exprimé  par 
la  formule  (8)  du  n**  213.  Supposons  qu'il  se  produise  un  choc 
entre  deux  corpi  solides  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
systèmes  à  liaisons,  dans  lesquels  les  liaisons  seront  du  genre 
de  celles  qu'on  a  données  comme  exemples  au  n"^  130,  de 
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telle  sorte  que  les  forces  de  liaisons  feront  toujours  des  tra- 
vaux ayant  une  somme  nulle  dans  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  ces  liaisons,  et  notamment  dans  les  déplace- 
ments réels. 

Soient  (S)  et  (S')  ces  deux  systèmes,  qui  seront  supposés 
se  choquer  par  la  rencontre  de  deux  surfaces  solides.  Il  se 
développe  alors  au  point  de  contact  deux  forces  de  percussion 
mutuelles,  qu'on  doit  regarder  comme  normales  aux  surfaces 
on   contact,  parce  que  Thypothèse   ci-dessus  admise  sur  la 

nature  des  liaisons  exclut  la  pos- 
sibilité d'une  réaction  langentielle 
ou  d'un  frottement.  Nommons  N 
et  N'  ces  forces  mutuelles  respec- 
livement  appliquées  à  (S)  et  (S'), 
A  et  A'  leurs  points  d'application 
{Jig,  2^6),  qui  se  trouvent  en  coïn- 
cidence pendant  le  choc;   soient 
Aa=:8/i,  k'a'^r^ln'  les  déplace- 
ments virtuels,  compatibles  avec 
les   liaisons,  qu'on  imagine  pour 
ces  points,  et  p  =  a  AN,  p'=  a' A'N  les  angles  de  ces  déplace- 
ments avec  la  normale. 
Désignons  encore  par 

m  la  masse  d'un  point  quelconque  M  du  système  (S); 

V  sa  vitesse  initiale  au  commencement  du  choc; 

u  sa  vitesse  à  la  fin  de  la  première  période  quand  la  com- 
pression atteint  son  maximum; 

tv  la  vitesse  perdue,  qui  composée  avec  u  donnerait  v\ 

^s  le  déplacement  virtuel  attribué  au  point  M  en  particulier 
dans  un  ensemble  de  déplacements  compatibles  avec  les 
liaisons. 

Nous  emploierons  les  mêmes  lettres  avec  un  accent  pour 
désigner  les  quantités  analogues  dans  le  système  (S'). 

Cela  posé,  appliquons  au  système  (S)  le  théorème  de  d'A- 
lembert  modifié  pour  le  cas  des  forces  instantanées  ou  per- 
cussions (n^lQS).  En  écrivant  que,  dans  un  déplacement  com- 
patible avec  les  liaisons  et  d'ailleurs  quelconque,  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  impulsions  dues  aux  percussions 
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Cl  des  quantités  de  mouvement  perdues  est  égale  à  zéro, 
il  viendra 

Zmwùs  cos{iv,  ^s)  4-ô/icosp  /    Ndt^^o^ 

les  impulsions  devant  être  calculées  pendant  la  durée  0  de  la 
première  période  du  choc.  On  n'a  d'ailleuj s  fait  entrer  dans 
l'équation  précédente,  comme  force  directement  appliquée, 
que  la  percussion  N;  on  sait  en  effet  que  Timpulsion  des 
autres  forces  est  négligeable  pendant  le  temps  très  court  0. 
Un  calcul  tout  semblable  fait  pour  (S')  donnera,  eu  égard 
àN  =  N'(n«95), 

Zm'w'  ùs'  cos(fï^',  ^s')  —  on'  cos?'  j    ^dt=zo; 

puis  on  aura,  en  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre  et 
convenant,  pour  abréger  récriture,  que  les  sommes  2  s'élen- 
dront  désormais  au\  deux  systèmes  (S)  et  (S')  pris  dans  leur 
ensemble, 

l.nnv^scos{Wf  85)  -+-  (8/icosp  —  8/i'cosp')  /    'S  dt^=zo. 

Au  lieu  de  prendre  un  déplacement  virtuel  quelconque, 
parmi  tous  ceux  que  les  liaisons  permettent,  on  a  le  droit  de 
choisir  le  déplacement  réel  qui  s'effectue  dans  le  premier 
élément  de  temps  dt  succédant  au  choc;  il  est  en  effet  com- 
patible avec  les  liaisons  (n''205),  et  Ton  sait  (n<^  195)  que  le 
même  système  de  déplacements  virtuels  est  admissible  pen- 
dant toute  la  durée  6.  On  fera  donc  d'abord  ^s:=  u  di;  puis 
on  remarquera  que,  la  période  de  compression  se  terminant 
avec  le  temps  d,  les  vitesses  de  A  et  A'  doivent  avoir  la  même 
projection  sur  la  normale,  d'où  résulte,  pour  l'instant  con- 
sidéré, l'égalité 

8/1  cos  p  =  8/1'  cos  P', 

sans  quoi  les  surfaces  continueraient  à  se  comprimer  ou  au- 
raient dépassé  le  maximum  de  compression.  Par  suite,  la  der- 
nière équation  devient,  après  réduction  et  suppression  di; 
facteur  commun  dt, 

(9)  2ma«'C0S(w',  a)  =  0. 
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On  a  maintenant,  par  la  considération  du  triangle  des 
vitesses, 

V'  =z  M*  -+-  (V*  4-  2  uiv  ces  (  w,  u)  ; 

multipliant  cette  équation  par  m  et  faisant  la  somme  des 
équations  semblables  pour  tous  les  points  des  deux  systèmes, 
il  vient,  eu  égard  à  Téquation  (9), 

ou  encore 

(10)  l/wt'*—  S/nu*—  l.mw*. 

Le  premier  membre  de  Téquation  (10)  exprime  la  perte  de 
force  vive  pendant  la  première  partie  du  choc,  perte  qui  reste 
sans  compensation  si  la  seconde  partie  n'existe  pas,  soit  en 
raison  de  l'absence  d'élasticité  dans  les  corps,  soit  parce  que 
le  travail  de  l'élasticité  pendant  cette  seconde  partie  se  trans- 
forme uniquement  en  mouvements  vibratoires.  On  peut  dire 
alors  que 

La  perte  de  force  vii>e  est  égale  à  la  somme  des  forces  vives 
répondant  aux  vitesses  perdues. 

Les  actions  moléculaires  font  un  travail  correspondant 

égal  à Smw*,  qu'on  peut  considérer  comme  perdu,  en 

ce  sens  qu'il  n'a  servi  qu'à  déformer  les  corps  du  système 
pendant  le  choc,  et  ne  leur  a  pas  donné  une  force  vive  utili- 
sable dans  leur  mouvement  ultérieur. 
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§  I.  —  Théorie  des  moments  d'inertie. 

216.  Définitions;  formules  fondamentales,  —  Dans  Télude 
du  mouvement  des  solides  libres  ou  soumis  à  des  liaisons,  on 
rencontre  souvent  une  quantité  à  laquelle  on  a  donné  le  nom 
de  moment  d'inertie,  et  d'autres  quantités  qui  en  dérivent. 
Nous  allons  tout  d'abord  nous  occuper  de  ces  quantités;  ce 
sera  une  digression  en  dehors  de  notre  sujet  principal. 

On  appelle  moment  d'inertie  d'un  solide  par  rapport  à  un 
axe  la  somme  des  produits  de  chacune  de  ses  masses  élémen- 
taires par  le  carré  de  sa  distance  à  Taxe.  £n  prenant  la  racine 
carrée  du  quotient  de  ce  moment  d'inertie  divisé  parla  masse 
totale,  on  obtient  ce  qu'on  nomme  le  rayon  de  giration  du 
solide  relativement  au  môme  axe.  Si  donc  on  désigne  par 

m  une  masse  élémentaire  du  corps; 

r  sa  distance  à  un  axe  particulier; 

I  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à  cet  axe; 

k  le  rayon  de  giration  correspondant; 

on  aura,  par  définition, 

les  sommations  indiquées  par  le  signe  £  devant  s'étendre  à 
tous  les  points  matériels  du  corps. 

Pour  les  corps  formant  un  volume  continu,  le  calcul  d'un 
moment  d'inertie  ou  d'un  rayon  de  giration  se  ramènerait  à 
la  recherche  d'intégrales  triples.  Imaginons  qu'on  prenne 
Taxe  du  moment  d'inertie  pour  axe  des  z,  dans  un  système  de 
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coordonnées  rectangulaires.  Soit  p  la  densité  du  corps  autour 
du  point  ayant  pour  coordonnées  Xy  y,  z.  Si  Ton  décompose 
le  volume  total  en  éléments  dxdydz,  l'un  de  ces  éléments 
aura  pour  masse  pdxd/dz  et  x^-hj^  pour  carré  de  sa  dis- 
tance à  Taxe;  donc 

.=///,(...,.,......  .=fl^^^£^. 

les  intégrales  étant  prises  dans  retendue  complète  du  vo- 
lume. Dans  le  cas  particulier  d*un  volume  homogène,  p  est 
constant  et  peut  sortir  des  signes  d'intégration;  alors  on  a 

1     r r r,  ,     ,s^  ^  ^    /,    fff{^--^y^)dxdYdz 

On  voit  que  dans  ce  dernier  cas  le  rayon  de  giration  devient 
indépendant  de  la  densité.  La  quantité 

/  /    f  {^^-^y^)dxdydz 

peut  être  considérée  comme  le  moment  d'inertie  du  volume 
géométrique  occupé  par  le  corps  :  c'est  la  somme  des  pro- 
duits de  chaque  volume  élémentaire  par  le  carré  de  sa  dis- 
tance à  un  axe. 

217.    Loi  de  variation  des  moments  d*inertie  d'un  même 
corps  relativement  à  une  série  d'axes  parallèles.   —  Soient 
deux  axes  parallèles  0,  0'  i,fig*  247),  tous  deux  perpendicu- 
laires au  plan  de  la  figure,  dont 
^^'     1'  Tun,  0  par  exemple,  contient  le 

^^^  ^  centre  de  gravité  du  corps.  Soit  M 

^^-'^  ^  V  la  projection  d'un  point  du  corps 

Q- 'q,      sur  un  plan  perpendiculaire  aux 

axes;  sa  distance  à  Taxe  0  sera 

OM=:r,  et  0'M=:r'  sera  de  môme  sa  distance  à  l'axe  0'. 
Nommons  encore  I  et  F  les  deux  moments  d'inertie  relative- 
ment à  ces  axes  et  a  leur  distance  00'.  On  aura,  dans  le 
triangle  OO'M, 

/•'*  — r*-+-a- —  2arcosMOO'; 
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multipliant  celle  équation  par  la  masse  m  du  point  M  et  som- 
mant les  équations  semblables  pour  tous  les  points,  on  trouve 

\'z=z\-Jra'I.m  —  2almr  cosMOO'. 

Or  Zmr  cosMOO'  exprime  la  somme  des  produits  des  masses 
par  leurs  distances  respectives  au  plan  mené  par  Taxe  0,  per- 
pendiculairement à  00';  c'est  donc  zéro,  puisque  ce  plan 
contient  le  centre  de  gravité  (n**  150).  Donc 

ce  qui  s'énonce  en  disant  : 

Le  moment  d'inertie  d*un  corps  relativement  à  un  axe  est 
égal  au  moment  d'inertie  relativement  à  l* axe  parallèle  mené 
par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  en- 
tière par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Ainsi  donc,  parmi  tous  les  axes  parallèles,  celui  qui  contient 
le  centre  de  gravité  est  celui  qui  donne  lieu  au  plus  petit  mo- 
ment d'inertie;  toutes  les  génératrices  d'un  cylindre  circu- 
laire décrit  autour  de  cet  axe  donneraient  lieu  à  des  moments 
d'inertie  égaux,  dont  la  valeur  commune  résulte  immédiate- 
ment de  l'équation  précédente. 

En  divisant  cette  formule  par  2/w  et  nommant  k  et  k'  les 
rayons  de  giration  relatifs  aux  deux  axes  0  et  0',  on  aurait 

k''-r.k^-\-a\ 
c'est-à-dire  que 

Le  carré  du  rayon  de  giration  d'un  corps  relativement  à 
un  axe  est  égal  au  carré  du  rayon  de  giration  du  même  corps 
relativement  à  l'axe  parallèle  passant  au  centre  de  gravité, 
augmenté  du  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

218.  Loi  de  variation  des  moments  d'inertie  d'un  corps  re- 
lativement à  une  série  d'axes  concourants;  ellipsoïde  d'iner- 
tie.  — -  Soient  0^,  Or,  Oz  {fig.  248)  un  système  d'axes  coor- 
donnés rectangulaires,  dont  l'origine  est  prise  au  point  de 
concours  de  tous  les  axes;  soient  encore  0 a  l'un  de  ces  axes, 
défini  par  les  angles  a,  p,  y  qu'il  fait  avec  Ox,  0/,  Oz;  M  un 
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point  du  corps,  répondant  aux  coordonnées  x,  j,  z  et  possé- 
dant la  masse  m.  La  perpendicu- 
laire MP  abaissée  de  M  sur  0«/  est 
donnée  par  l'équation 


Fig.  a48. 


MP  ==  OM  -  OP  ; 


or  on  a 


OM  —x^^y^-^-z"'. 


^y 


et,  d'autre  part,  OP  est  la  projec- 
tion de  OM  sur  Ow,  ou  celle  du  contour  formé  par  les  coor- 
données jc,  7,  z,  d'où  résulte 


Donc 


OP  =r  J::COSa  -h  7C0Sp-+-  5C0SY. 


MP    T=jc^-^y^-^z^—  (^COSa-h  JCOSP  ■+-  ZCOS^)' 

ou  bien,  vu  l'égalité  cos- a  -+-  cos*  p  h-  cos*  y  =  '  » 


MP"=(.r*-|- r»-h5-)(C0S*a-h  cos*p  H-  cos*y) 
—  (xCOSa  -+- JCOSp  -h^COS^)* 
=  (yi^Z^)  COS*a  -h  (c'4-  X^)  COS*^  -h  (  X^-f- j*)  COS'y 

—  .iyz  cosp  cosY  —  2zx  cos  y  cos  a  —  2xy  cosa  cos  p. 

Multiplions  cette  équation  par  m  et  faisons  la  somme  des 
équatioi^  semblables  pour  tous  les  points  du  corps;  le  ré- 

— — 2 

sultat  2/7iMP  sera  le  moment  d'inertie  relativement  à  l'axe 
Ou.  En  le  désignant  par  I  et  définissant  six  constantes  A,  B, 
C,  D,  E,  F  par  les  relations 

\  —  'Lm{y^-hz''),     B  —  I.miz'-hx^),     G  =  Sm(x*-^7»), 
D  =:I,mfZy  E=^2m>3a7,  F=^^nixf, 

on  aura 


(0 


I  =:  A  cos*a  -h  B  cos'  p  4-  G  cos'y 

—  2D  cos  p  COSY  —  2E  COSY  cosa  —  2  F  cos  a  cos  p. 

A,  B,  G  ne  sont  autre  chose  que  les  moments  d'inertie  du 
corps  considéré,  relativement  aux  axes  0^,  0/,  Oz;  quant 
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aux  sommes  de  produits  représentées  par  D,  E,  F,  elles  n'ont 
pas  reçu  de  nom  particulier. 

Lorsqu'un  corps  est  donné  et  qu'on  a  calculé  les  six  sommes 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  relatives  à  trois  axes  rectangulaires  déter- 
minés, l'équation  (i)  fait  connaître  le  moment  d'inertie  I  re- 
latif à  un  autre  axe  quelconque,  issu  de  la  même  origine  et 
défini  par  les  angles  a,  p,  y;  I  est  exprimé  en  fonction  de  ces 
angles.  Cette  équation  contient  donc  en  elle-même  la  loi  de 
variation  de  I  relativement  à  une  série  d'axes  concourants; 
mais  la  loi  peut  être  rendue  plus  facilement  saisissable  parle 
procédé  géométrique  suivant,  dû  à  Poinsot.  Représentons  le 
moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  par  une  certaine  longueur 
portée  à  partir  de  0  suivant  l'axe,  et  convenons  en  consé- 
quence de  prendre  OS  =::  — .  Chaque  moment  d'inertie  I  pou- 
vant se  calculer  par  l'équation  (i),  la  surface  lieu  géomé- 
trique du  point  S  en  est  une  conséquence,  et  réciproquement  la 
connaissance  de  cette  surface  remplacerait  au  besoin  l'équa- 
tion (i),  puisqu'on  pourrait  en  déduire  la  longueur  OS  et, 
par  suite,  I  pour  un  axe  quelconque  mené  par  le  point  0.  Or, 
si  nous  appelons  Ç,  y\,  Çles  coordonnées  de  S,  nous  aurons 


cosa= -=r  z=5v^I,     cos3  =  T,  ^1,     COSY  =  V^» 

valeurs  qui,  portées  dans  l'équation  (i),  donnent,  après  sup- 
pression du  facteur  I, 

(2)  A5*H-BV-+-CÇ«-~2DyiÎ-2E«  — 2F$r,  =  1. 

C'est  l'équation  de  la  surface  cherchée.  On  voit  que  c'est  une 
surface  du  second  degré  à  centre,  ayant  son  centre  en  0;  de 
plus,  c'est  un  ellipsoïde,  parce  que  tous  les  rayons  vecteurs 
OS  ont,  d'après  leur  définition  même,  une  valeur  finie  (*). 


('  )  Il  faut  cependant  excepter  le  cas  singulier  où  tous  les  points  du  corps 
Itéraient  sur  une  même  droite  passant  en  O.  En  prenant  cette  droite  pour 
axe  des  z,  on  aurait 

C  =  o,    D  =  o,    E  =  0,    F  =  0,    A  =  B, 
et  Téquation  (2)  deviendrait  celle  d'un  cylindre  circulaire  ayant  l'axe  des -s 
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Cet  ellipsoïde  se  nomme  ellipsoïde  d'inertie  pour  le  point  0; 
quand  ce  point  coïncide  avec  le  centre  de  gravilé,  on  emploie 
la  dénomination  particulière  d'ellipsoïde  central  d'inertie. 

Les  axes  principaux  de  Tellipsoïde  d'inertie  se  nomment 
axes  principaux  d'inertie  pour  le  point  0.  S'ils  étaient  pris 
pour  axes  coordonnés,  l'équation  (2)  ne  contiendrait  plus  que 
les  termes  en  Ç*,  71*,  ;*,  et,  par  suite,  il  faudrait  qu'on  eût 

D==o,    E  =  o,     F=:o, 
ou  bien 

(3)  ^myz^=iOy     Zfjizx  ^=10,     2ma;/=io, 

les  coordonnées  employées  dans  le  calcul  de  ces  trois  sommes 
étant,  bien  entendu,  relatives  aux  axes  principaux.  Récipro- 
quement, si  les  équations  (3)  sont  satisfaites  pour  un  certain 
système  de  trois  axes  rectangulaires,  l'équation  (2)  ne  con- 
tiendra plus  que  les  carrés  des  coordonnées,  en  sorte  que  les 
axes  0^,  O7,  0;;  seront  les  axes  principaux  d'inertie.  Les 
équations  (3)  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  exprimer  que  les  axes  principaux  d'inertie  pour 
le  point  0  coïncident  avec  le  système  d'axes  coordonnés  rec- 
tangulaires 0^,  Oj,  Oz.  En  prenant  à  part  deux  de  ces  équa- 
tions, elles  expriment  que  l'un  des  axes  coordonnés  est  axe 
principal  d'inertie  pour  l'origine;  ainsi  les  deux  premières, 
par  exemple,  donnent  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  droite  0-3  soit  axe  principal  d'inertie  en  0,  parce 
que,  si  elles  sont  remplies,  les  termes  contenant  ^  au  pre- 
mier degré  manquent  dans  l'équation  (2),  et  réciproquement. 
Lorsque,  le  point  0  étant  donné,  on  veut  connaître  les  axes 
principaux  d'inerlie  pour  ce  point,  on  peut  toujours  prendre 
arbitrairement  les  axes  coordonnés  rectangulaires  0^,  Oj, 
O5  et  former  l'équation  (2)  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  La  ques- 
tion reviendrait  alors  à  trouver  les  axes  principaux  d'un  ellip- 
soïde donné,  ce  qui  est  un  problème  connu  de  Géométrie 
analytique,  sur  lequel  nous  n'avons  rien  à  dire  ici.  Nousénon- 


pour  axe  de  figure,  avec  un  rayon  égal  à  — -•  Le  rayon  vecteur  OS  dirigé 

VA 
suivant  l'axe  des  3  serait  alors  infini. 
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cerons  cependant  quelques  remarques  propres  à  faciliter  la 
recherche  dont  il  s*agit  et  parfois  à  la  rendre  inutile. 

i<*  Si  un  solide  est  de  révolution  autour  d'une  droite,  si  la 
distribution  des  masses  est  identique  dans  tous  les  plans  mé- 
ridiens et  si,  de  plus,  elle  est,  dans  chacun  d'eux,  symétrique 
des  deux  côtés  de  Taxe,  Taxe  de  révolution  est  axe  principal 
d'inertie  pour  tous  les  points  de  son  cours.  Faisons-le,  en 
effet,  coïncider  avec  l'axe  0^  dans  un  système  rectangulaire 
Ox,  O/,  0^;  il  est  clair  que,  pour  toute  masse  m  ayant  les 
coordonnées  a?,  j,  Zj  on  trouvera  dans  le  môme  plan  méri- 
dien et  dans  une  situation  symétrique  relativement  à  0^  une 
autre  masse  égale  ayant  même  z  avec  des  x  qi  y  égaux  et  de 
signe  contraire.  Ces  deux  masses  donneront  des  produits  myz 
eimzjc  qui  se  détruiront  dans  les  sommes  2mjs  et  X.mzx; 
comnne  la  masse  totale  se  décomposera  de  la  môme  manière, 
ces  sommes  sont  nulles,  ce  qui  démontre  la  proposition  énon- 
cée, quelle  que  soit  d'ailleurs  l'origine  0  sur  l'axe  de  révolu- 
tion. Ajoutons  que  toutes  les  génératrices  d'un  cône  circu- 
laire engendré  par  la  rotation  d'une  droite  Ou  autour  de  0- 
ont  évidemment  des  situations  identiques  relativement  au 
corps,  et  que,  par  conséquent,  celui-ci  a  le  môme  moment 
d'inertie  par  rapport  à  toutes  ces  génératrices.  Les  rayons 
vecteurs  correspondants  de  l'ellipsoïde  d'inertie  auront  donc 
une  valeur  constante,  et,  par  conséquent,  cet  ellipsoïde  est 
de  révolution  autour  du  môme  axe  que  le  corps;  il  en  résulte 
que  toute  perpendiculaire  élevée  à  cet  axe  en  l'un  de  ses 
points  est  axe  principal  d'inertie  pour  son  point  de  départ. 
Cette  dernière  proposition  peut  également  se  déduire  de  la 
suivante. 

2*  Toute  droite  perpendiculaire  à  un  plan  de  symétrie  est 
axe  principal  d'inertie  pour  le  point  où  elle  coupe  ce  plan.  En 
effet,  si  on  la  prend  pour  axe  des  z,  les  axes  des  x  et  des  y 
étant  dans  le  plan  de  symétrie,  à  chaque  masse  m  répondra 
une  masse  égale  ayant  môme  x  et  môme  /,  avec  un  z  égal  et 
de  signe  contraire.  Donc  on  a 

ce  qui  démontre  notre  théorème. 
3<»  Tout  axe  de  symétrie  est  axe  principal  d'inertie  en  tous 
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les  points  de  son  cours.  La  démonstration  est  identique  à  celle 
qu*on  a  donnée  ci-dessus  (i^)  pour  un  axe  de  révolution.  11 
faut  entendre  par  axe  de  symétrie  une  droite  qui  divise  en 
deux  moitiés  symétriques  toute  section  faite  dans  le  corps  par 
un  plan  qui  la  contient. 

Lorsqu'un  ellipsoïde  est  rapporté  à  un  système  de  trois  axes 
principaux,  son  équation  ne  contient  plus  que  les  carrés  des 
coordonnées;  s'il  s'agit  d'un  ellipsoïde  d'inertie,  l'équation 
générale  (2)  doit  donc  se  réduire  à 

(4)  AÇ*4-BV-+-Cî*  =  i; 

les  trois  sommes  D,  £,  F  sont  nulles  comme  on  l'a  déjà  dit,  et 
l'expression  de  I  devient 

(5)  I  =  A  cos'a  4-  B  cos' p  -f-  C  cos* Y» 

A,  B,  C  étant  alors  les  trois  moments  d'inertie  relativement 
aux  axes  principaux,  et  a,  p,  y  ^^^  angles  que  fait  avec  ces  axes 
une  droite  quelconque  issue  de  leur  point  de  concours,  rela- 
tivement à  laquelle  on  veut  avoir  le  moment  d'inertie  L 

En  généra],  il  n'y  a,  pour  un  ellipsoïde,  qu'un  système  de 
trois  axes  principaux.  Cependant,  si  dans  les  équations  (4) 
et  (5)  on  suppose  égales  deux  des  trois  quantités  A,  B,  C,  par 
exemple  A  =  B,  l'ellipsoïde  devient  de  révolution  autour  du 
troisième  axe  (ici  l'axe  des  z);  tout  diamètre  mené  dans  le 
plan  de  l'équateur  devient  un  axe  principal,  et,  comme  sa  lon- 
gueur est  constante,  le  moment  d'inertie  correspondant  con- 
serve aussi  la  même  valeur  A  ou  B.  Si  l'on  avait  A  =  B  =  C, 
l'ellipsoïde  deviendrait  une  sphère;  tous  ses  diamètres  devien- 
draient des  axes  principaux,  auxquels  répondrait  toujours  un 
même  moment  d'inertie  A. 

Voici  encore,  au  sujet  des  axes  principaux,  deux  propriétés 
utiles  à  connaître. 

219.  Condition  pour  qu'une  droite  soit  axe  principal  en  un 
point  de  son  cours,  —  Soient  donnés  une  droite  et  un  corps; 
nous  pouvons  toujours  prendre  la  droite  pour  axe  des  z  dans 
un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires  Ox,  O7,  Oz 
{fig,  249)9  dont  l'origine  sera  l'un  quelconque  de  ses  points 
et  l'orientation  telle  que  le  plan  des  zx  contienne  le  centre 
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de  gravité  G  du  corps.  Soit  maintenant  0'  un  point  a  priori 
inconnu,  défini  par  sa  coordonnée  5  =  a,  pour  lequel  0'^ 
serait   un   axe   principal    d'inertie   du 
corps.   Les   conditions  nécessaires   et  i^îg-  3^9. 

suffisantes  pour  que  cela  ait  lieu  s*ex-  z' 

priment  (n<»218)  par  les  équations 


,/»» 


< Ji— ^-c 


les  coordonnées  ^',  7',  z'  ayant  Tori- 
gine  0'  et  formant  un  second  système 
rectangulaire  qu'on  peut  prendre  pa- 
rallèle au  premier.  Alors,  comme  on  a 
z^z'-\-a^  x=ix'^  yz:^y\  les  condi- 
tions ci-dessus  deviennent 


2/wj'(^  —  a)  mo,     Smj7(w  —  a)  =  o, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

'Lmyz  —  a2m/  =  o,     Imzx  —  aSmjrmo. 

Or,  d'après  la  position  particulière  attribuée  au  plan  des  zx^ 
on  a  ^my  =:o;  d'un  autre  côté,  en  nommant ^1  l'abscisse  du 
point  G,  on  a 

par  suite,  les  conditions  précédentes  se  transforment  en 


l,myz  =  0, 


a 


Lmz.r 
Xi  Z  ni 


La  première  condition  doit  se  trouver  remplie  indépendam- 
ment du  choix  de  l'origine  0  qui  est  restée  arbitraire,  mais 
en  assujettissant,  comme  nous  l'avons  dit,  le  plan  des  zx  à 
passer  par  le  centre  de  gravité  G;  c'est  la  condition  à  rem- 
plir pour  que  la  droite  0^  soit  axe  principal  d'inertie  du  corps 
en  un  de  ses  points  0',  et,  quand  elle  sera  vérifiée,  la  seconde 
équation  fera  connaître  0'  par  sa  coordonnée  zz=i  a. 

220-  Condition  pour  qu'une  droite  soit  axe  principal  d* iner- 
tie en  plus  d'un  point;  axes  principaux  de  V ellipsoïde  central 
d'inertie,  —  Si  la  droite  Oz  {fig.  2^9)  est  axe  principal  en  O 
et  O^  en  imaginant  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangu- 

Brissk,  —  Cours  de  Méc.  II.  S 
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laires  parallèles  qui  auraient  ces  points  pour  origines  et  dont 
O^  ferait  partie,  on  aura  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes 

Xmyz^Oy     'Lmzx:=iOj     2myV=o,     I,mz'x'  =io. 

En  désignant  encore  par  a  le  ^  du  point  0',  les  deux  dernières 
conditions,  quand  on  y  fait 

5'  =  5  — «,    x'  —  x,    y'— y, 
deviennent 

léinyz  —  a2/ny=i:o,     Zmzx  —  al.mx  r=o, 

ou  bien,  en  vertu  des  deux  premières,  si  a  n'est  pas  supposé 

nul, 

2  m  y  =  0,     2  /n  a?  =  o, 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  du  corps  se  trouve  sur 

Taxe  des  z,  car  les  coordonnées  x^  et  ji  sont  nulles  (n<>  150). 

Réciproquement,  si  le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  des  5, 

les  sommes  2mj  et  Sma?  seront  nulles;  la  vérification  des 

conditions 

'Lmyz:=zo^     Inizxzno 

suffit  alors  pour  entraîner  aussi,  quel  que  soit  a,  celle  des 

égalités 

2  my'z'  =  o,     2  m  z'x'  =  o. 

Donc  on  peut  conclure  que  : 

Toute  droite  qui  est  axe  principal  d'inertie  en  deux  de  ses 
points  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Toute  droite  qui  passe  par  le  centre  de  gravité,  en  étant 
axe  principal  pour  un  quelconque  de  ses  points,  est  par  cela 
même  ajce  principal  pour  tous  les  points  de  son  cours  {et  no- 
tamment pour  le  centre  de  gravité). 

Les  axes  principaux  de  Tellipsoïde  central  d'inertie  sont, 
comme  on  le  voit,  axes  principaux  d'inertie  en  tous  leurs 
points;  les  droites  qui  passent  au  centre  de  gravité  sans  y  être 
axe  principal  d'inertie  ne  peuvent  le  devenir  en  aucun  autre 
point,  car,  si  cela  était,  elles  seraient  axe  principal  au  centre 
de  gravité,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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221.  Expressions  toutes  calculées  des  moments  d'inertie  de 
divers  volumes  homogènes.  —  Nous  allons  calculer  les  trois 
moments  d'inertie  principaux  pour  le  centre  de  gravité  de 
divers  corps,  supposés  homogènes,  avec  une  densité  p  =  i,  ce 
qui  permet  de  confondre  l'élément  de  volume  avec  l'élément 
de  masse.  Ces  trois  moments  étant  connus,  la  formule  (5)  du 
n^  218  donnerait  le  moment  d'inertie  pour  tout  axe  passant 
par  le  centre  de  gravité,  et  l'on  aurait  ensuite  le  moment  d'i- 
nertie pour  un  axe  quelconque  au  moyen  de  la  règle  concer- 
nant les  axes  parallèles  (n^217). 

!•  Parallélépipède  rectangle.  —  Le  centre  de  figure  du 
volume  est  son  centre  de  gravité  (n*  152/),  et  les  parallèles 
aux  arêtes  menées  par  ce  point  y  sont  les  axes  principaux 
d'inertie,  d'après  la  seconde  ou  la  troisième  des  remarques 
générales  faites  à  ce  sujet  (n®  218).  Cela  posé,  soient  a,  b,  c 
les  trois  dimensions;  A,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie  rela- 
tivement aux  axes  principaux  dont  on  vient  de  parler.  En  pre- 
nant ces  axes  pour  axes  coordonnés,  on  aura 

X^fff(j^'-^z')dxdfdz, 

les  limites  de  Tintégration  devant  être 

de à  -h  -  pour  x, 

2  2    '^ 

de à  -f-  -  pour  y, 

c  c 

de à  H-  -  pour  z. 

2  2    '^ 

Le  calcul  s'effectue  sans  peine  et  donne  successivement 

A=aJJ(y'-i-z^)dydz 

=  ab  r f—  b^  ^  z^\dz=z  -^abc'ib^ -h  c^). 
On  trouve  ensuite,  par  une  simple  permutation  de  lettres, 
B  =  —abc(c*-ha*)y     C  =  —  abc{a^  4-  b^). 

12  ^  12  ^ 
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Comme  le  volume  a  pour  valeur  abc,  on  voit  aussi  que  les 
trois  rayons  de  giration  répondant  à  A,  B,  C  sont  respective- 
ment les  racines  carrées  de 

—  {b^^c-),    -L(c*4-a'),    —{a}-^b^). 

12  12  ^  '        12 

2°  Cylindre  circulaire,  creux  ou  plein.  —  Le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  Taxe  de  figure,  au  milieu  de  la  hauteur 
(n*»  152,  g).  Plaçons-y  l'origine  de  trois  axes  rectangulaires 
0  x,  0/,  0^,  dont  le  dernier  coïncide  avec  Taxe  de  figure,  les 
deux  autres  étant  orientés  d'une  manière  quelconque  dans  un 
plan  perpendiculaire.  Ce  seront  encore  là  trois  axes  princi- 
paux d'inertie  pour  le  centre  de  gravité  (n°  218).  Maintenant, 
afin  de  calculer  d'abord  le  moment  C,  on  décomposera  le  cy- 
lindre en  couches  concentriques  d'épaisseur  dr\  si  l'on  dé- 
signe par  h  la  hauteur  du  cylindre  et  par  R,  R'  ses  rayons 
extérieur  et  intérieur,  le  moment  d'inertie  d'une  couche  rela- 
tivement à  0^  s'exprimera  par  2T:rdrJi.r*,  et  Ton  aura 

C  =  2T:h  /     r^dr=i  -7r/i(R^— R'*). 

Attendu  que  le  volume  a  pour  valeur  7t  A  (R'  —  R'*),  on  voit 
que  le  rayon  de  giration  correspondant  à  C  est  la  racine 

carrée  de-  (R«-hR'=). 

2 

Ensuite  on  a  évidemment  A  =  B  ;  en  outre,  on  a  les  rela- 
tions 

A  =zJ^J^f(y* ^z^)dx  dy  dz, 

(6)  I  B  =  f  f  f{z^-hx^)dxdydz, 

C  ==yyY(^«  +  7»)  dx  dy  dz  ; 
d'où  Ton  tire,  dans  le  cas  actuel,  où  A  =  B, 

A=:B  =  i  (A  +  B)i=:i  c  r  C{2z^'-^x'--hy^)dxdydz 


-=    /   /   I  z^dxdydz  -h  - 


2 
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Nous  connaissons  déjà  C;  quant  à  /  /  1  z^dxdydz,  le 
calcul  en  est  facile. 

Une  première  intégration  par  rapport  à  z,  entre  —  -  et  -f-  -  > 
donne 

/   /  I  z*dxdydz=  —  /i'  /    I  da:  dy, 

et,  comme  /  j  dxdy  n'est  autre  chose  que  la  section  droite 
du  cylindre,  il  en  résulte 

r  r  Cz^dxdydz^z-^Tzh^R^—R'*). 
Donc  enQn 

A  =  B  =:  I  7C^(R*—  R'*)  H-  ±  7rA»(R«—  R'») 
4  '  12  ^  ' 

A  ce  moment  d'inertie  répond  un  carré  du  rayon  de  gira- 
tion  égal  à 

S'il  s'agit  d'un  cylindre  plein,  il  suffira  de  faire  R'=  o  tians 
les  formules  précédentes. 

3*  Sphère  creuse  ou  pleine.  —  Soient  R  le  rayon  extérieur, 
R'  le  rayon  du  vide  intérieur,  supposé  concentrique  à  la  sur- 
face extérieure.  Menons  par  le  centre  de  figure,  qui  est  en 
même  temps  le  centre  de  gravité  (n*  152,/),  trois  axes  rec- 
tangulaires quelconques;  ils  seront  axes  principaux  (n^  218), 
car  on  a  évidemment  ici  A  =[B  =  C.  On  déduit  de  là 

Az=i(A-hB-f-C) 

6 

OU,  en  vertu  des  relations  (6), 

A=|  f  f  Ç(x^-^y*-¥z^)dxdydz. 
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Pour  calculer  la  dernière  intégrale,  imaginons  le  volume 
total  décomposé  en  couches  concentriques;  pour  Tune  de  ces 
couches  ayant  un  rayon  r  et  une  épaisseur  dr^  la  somme  des 
éléments  serait  r*x  ^izr^dr. 

Donc 

c*est  le  moment  d'inertie  relativement  à  un  diamètre  quel- 
conque. Le  volume  s'exprimant  par  ^7r(R*  —  R'»),  le  carré  du 
rayon  de  giration  sera 

2  R»— R»  _  2  R*4-  R'R^H-  R«R^'+  RR^^-4-  R  * 
5  R*—  R"  ~"  5  R*-4-  RR'-+-  R'* 


5V  R»-i-RRM-R'V 


Si  Ton  fait  R'  =  o,  pour  traiter  le  cas  d'une  sphère  pleine, 
on  aura 

i5 

et  pour  le  carré  du  rayon  de  giration  correspondant,  la  va- 
leur ^R*. 

^^  Ellipsoïde  plein.  —  Nous  laissons  de  côté,  pour  plus  de 
simplicité,  le  cas  d'un  ellipsoïde  creux;  au  surplus  on  pour- 
rait toujours  avoir  les  moments  d'inertie  dams  ce  dernier  cas, 
en  calculant  d'abord  leur  valeur  sans  avoir  égard  au  vide, 
puis  retranchant  le  moment  d'inertie  du  vide  supposé  plein. 

Soit  donc  donné  un  ellipsoïde  plein,  dont  a,  b,  c  désignent 
les  demi-diamètres  principaux;  en  prenant  ces  diamètres 
pour  axes  coordonnés,  l'équation  de  l'ellipsoïde  sera 

,    .  œ^       Y'       5* 

(7)  ^-+^  +  ?  =  '- 

Ces  mêmes  axes  sont  en  même  temps  les  axes  principaux 
d'inertie  pour  le  centre  de  gravité  de  l'ellipsoïde  (n®  218),  et 
les  moments  d'inertie  correspondants  sont  exprimés  par  les 
formules  (6).  Pour  les  calculer,  prenons  ces  variables  auxi- 


DYNAMIQUE  D£S  SOUDES.  7I 

liaires  déQnies  par  les  relations 

xz=iax\    y-=by'y     z^=^cz'\ 
il  en  résulte 

A  =  abc  r  r  Hb^y^-^  c*z'^)dx'  dy'  dz' 

=  abcfb*  f  f  Cy*  dx'  dy  dz'  -^c^  f  f  A"  dx'  dy'  dz'\ . 

Remarquons  maintenant  que  les  intégrales  entrant  dans  les 
formules  (6)  devaient  s'étendre  à  tous  les  éléments  compris 
dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  (7);  après  le  changement  de 
variables,  cet  ellipsoïde  est  remplacé  par  la  sphère  ayant 
pour  équation 

x'*-f-y*-h3'*=  I, 

et  il  faut  étendre  les  intégrales  à  tous  les  éléments  du  volume 
de  cette  sphère.  Comme  la  sphère  présente  la  même  disposi- 
tion relativement  à  tous  ses  plans  diamétraux,  on  en  déduit 
les  relations 

f  f  fy*  ^^' dy  dz'—Çf  Çz'^  dx'  dy  dz' 


^i  Ç Ç Ç(y^-^z'^)dx'dydz'. 


La  dernière  intégrale  n'est  autre  chose  que  le  moment 
d'inertie  de  la  sphère  de  rayon  i  relativement  à  un  de  ses 
diamètres;  donc  elle  a  pour  valeur,  d'après  ce  qu'on  a  vu 

plus  haut,  -7  ic,  d'où  résulte 

f  f  ff*  d^'  dy  d^'—ff  A"  dx'  dy  dz'  =  -^  ^. 

Donc  enfin 

S,—  \'t^abc{b^-^c^'); 
i5  ' 

et,  par  une  permutation  de  lettres,  on  aurait  de  même 


4 


B  =:  ^  nabcic^-\-  a»),     C  —  ^  t:abc(a^-\-  b^). 


r"2 
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Les  rayons  de  giration  correspondants  ont  pour  carrés  les 

quotients  de  A,  B,  C  par  le  volume  ^  izabc  de  Tellipsoïde, 
c'est-à-dire 

g(6«-+-c'),   i(c«-ha«),   ^{a^-^b^). 

Nous  croyons  inutile  de  multiplier  davantage  les  exemples 
de  ce  genre  de  recherches. 


Fig.  a5o. 


§  II.  —  Monvement  de  rotation  d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe. 

222.  Détermination  de  l'accélération  angulaire  et  des  posi- 
tions successives  du  solide.  —  Lorsqu'un  solide  est  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  axe  fixe,  le  principe  de  d'Alembert  con- 
duit sans  peine  à  l'équation  de  son  mouvement.  Prenons  un 

système  d'axes  rectangulaires, 
dont  l'un  0^  {fig*  ^So)  coïncide 
avec  l'axe  de  rotation;  soit,  à  un 
instant  quelconque,  eu  la  vitesse 
angulaire  commune  à  tous  les 
points.  Soient  de  plus  M  un  point 
du  corps,  m  la  masse,  r  sa  distance 
à  l'axe.  Le  point  M  décrit  un 
cercle  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  0^;  sa  vitesse  est  w/-;  son 
accélération  totale  se  décompose 

en  une  accélération  tangentielle  '^  737  et  une  accélération 

centripète  a)*r,  respectivement  dirigées  suivant  la  tan- 
gente MT  et  le  rayon  MP  du  cercle  décrit.  Le  sens  de  la 
première  composante  sera  d'ailleurs  celui  de  M  vers  T,  si 
la  vitesse  w  est  comptée  positivement  dans  le  sens  de  Ox 
vers  Oj;  le  sens  de  la  seconde  sera  toujours  de  M  vers  P. 
A  ces  accélérations  répond  une  force  d'inertie  ayant  deux 

diù 
composantes,  l'une  tangentielle  mr  ^-,  l'autre  centrifuge 

mto'r,  dans  les  sens  contraires  à  MT  et  à  MP.  En  imaginant 
toutes  les  forces  analogues  pour  les  divers  points  du  corps, 
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elles  doivent,  conformément  au  principe  de  d'Alemberl 
(n«  193),  faire  équilibre  aux  forces  réellement  agissantes,  y 
compris  les  forces  de  liaison.  Or  on  a  vu  au  n**  135  quelle  est 
la  condition  d'équilibre  d'un  solide  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  axe  fixe  ;  il  faut  égaler  à  zéro  la  somme  des  moments 
des  forces  extérieures  par  rapport  à  Taxe.  Si  donc  on  nomme 
Q  cette  somme  calculée  pour  les  seules  forces  directement 
appliquées,  en  considérant  comme  positifs  les  moments  qui 
ont  le  sens  de  0  j?  vers  0/,  on  trouvera  de  cette  manière 

On  connaît  ainsi  Taccélération   angulaire  -j-  au   moyen 

de  0  et  du  moment  d'inertie  Smr*. 
La  somme  des  produits  mr*  ou  ^mr^  exprime  la  somme 

des  moments  des  forces  d'inertie  lorsque  --r-  prend  la  va- 
leur i;  c'est  ce  qui  explique  le  nom  qu'on  lui  a  donné.  On 
voit  que  cette  quantité  joue  ici  un  rôle  assez  semblable  à 
celui  de  la  masse  dans  l'équation  du  mouvement  d'un  point 
soumis  à  une  force;  plus  le  moment  d'inertie  est  grand,  et 
moindre  est  l'accélération  angulaire  communiquée  au  corps 
par  un  moment  Q  donné. 

Nommons  ^  l'angle  décrit  par  le  corps  autour  de  0^,  a 
partir  d'une  position  initiale  déterminée;  en  comptant  encore 
les  accroissements  positifs  de  <p  dans  le  sens  de  0  j?  vers  0/, 
on  aura 

et  les  équations  (i)  et  (2)  détermineront  les  inconnues  co  et  <p 
en  fonction  du  temps  lorsque  Q  sera  défini  en  fonction  de  ^, 
de  ç  et  des  dérivées  de  ç  par  rapport  à  t.  Le  mouvement  sera 
ainsi  déterminé,  ou  du  moins  sa  détermination  ne  com- 
portera plus  qu'une  difficulté  purement  analytique.  Par 
exemple,  si  Ton  supposait  Q=/(0,  on  aurait  par  l'équa- 
tion (1) 
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puis,  en  vertu  de  (2), 

Les  constantes  (Oç  et  <po  se  détermineraient  par  les  données 
relatives  aux  circonstances  initiales;  elles  représentent  les 
valeurs  de  co  et  de  îp  pour  ^  =  o.  Comme  second  exemple  on 
pourrait  prendre  Q=::/(çp);  Télimination  de  w  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  donne  alors 

Multipliant  par  ac^cp  et  intégrant,  on  a 

\dtj  ^^^^='^1    /(?)^?-+-const., 

équation  du  premier  ordre  entre  ^  et  /,  où  Ton  peut  séparer 
les  variables.  En  posant 


F 

il  vient  alors 


.,.V'-^ 


/(«p)£/(p-+-  const. 


^mr^ 


9 


dt  —  =--^—     et  par  suite     t  =  1     r=rr-:  ■+-  const., 

relation  sous  forme  finie  entre  «p  et  /. 

L'équation  (i)  aurait  pu  se  déduire  du  théorème  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  ou  du  théorème  des  forces 
vives  (n«»  200  et  205).  La  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  relativement  à  0^  a  pour  valeur  Smwr.r  ou 
iaZmr*;  l'application  du  troisième  théorème  général  pour 
Taxe  O2  et  pendant  le  temps  de  donne,  par  suite, 

d(Mii:mr^  =  Qdt, 

relation  équivalente  à  l'équation  (i).  De  même  la  demi-force 

vive  du  corps  est  -2/nu)*r*  ou  -w'Smr*;  son  accroissement 

dans  le  temps  dt  est  co^wS/nr'.  Le  travail  élémentaire  des 
forces  est  égal  au  produit  de  leur  moment  total  Q  par  le  dé- 
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placement  angulaire  d^  =  t»)dt  (n<>102);  donc,  en  vertu  du 
quatrième  théorème  général, 

tiidtxiXmr*  ■=zQ(ù  dt, 
ce  qui,  en  divisant  (»>dt,  reproduit  encore  l'équation  (i). 

^3.  Pressions  supportées  par  les  appuis.  —  Afin  de  réaliser 
la  fixité  de  l'axe,  nous  imaginerons,  conformément  à  ce  que 
nous  avons  déjà  fait  (n°  135),  qu'on  fixe  d'abord  un  de  ses 
points,  le  point  0  {/ig.  25o),  puis  qu'on  assure  l'invariabilité 
de  sa  direction  au  moyen  d'un  petit  anneau  sans  frottement 
placé  en  O'.  Soient 

a  le  ^  du  point  0'; 

Xi,  Yt,  Zi  les  composantes,  parallèlement  aux  axes,  de  la  réac- 
tion subie  en  0  par  le  corps,  à  cause  de  la  fixité  de  ce  point; 

Xj,  Yi  les  composantes  de  la  réaction  exercée  en  0'  par  Tan- 
neau  sur  le  corps; 

X,  Y,  Z,  L,  N,  Q  les  sommes  de  projections  et  de  moments 
des  forces  extérieures  directement  appliquées  au  corps,  ces 
sommes  étant  prises  pour  les  axes  0^,  0/,  0^; 

X',  Y',  Z',  L'y  N',  Q'  les  sommes  analogues  pour  les  forces 
d'inertie. 

En  tenant  compte  de  toutes  ces  forces,  le  solide  peut  être 
considéré  comme  libre.  Il  y  a  donc  six  conditions  d'équilibre, 
nécessaires  et  suffisantes  (n°  133),  qui  sont  dans  le  cas  actuel 

/    X4-X'4-X,-|-X,z=:0, 

Y-hY'4-Yi4- Y,=.o, 
3  Z  +  Z'+Z,  =0, 

N4-N'-f-X,a        =o, 
Q4-Q'  ^o. 

On  sait  déjà  (n*  222)  que  Q'  a  pour  valeur  —  -jj  J:mr*,  par 

suite,  la  dernière  équation  se  confond  avec  l'équation  (i)  pré- 
cédemment obtenue,  qui  sert  à  déterminer  le  mouvement. 
Les  cinq  autres  feront  connaître  les  cinq  forces  demandées 
Xi,  Yi,  Zi,  Xs,  Ys,  quand  on  aura  calculé  les  cinq  sommes 
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désignées  par  X',  Y',  Z',  L',  N'  qui,  conjoinlement  avec  Q', 
donnent  la  définition  d'un  système  équivalent  aux  forces  d'i- 
nertie (n®  137).  On  aura  donc  ainsi  déterminé  les  réactions 
des  appuis  sur  le  corps,  et  il  suffira  de  les  prendre  en  sens 
contraire  (n®95)  pour  avoir  les  pressions  du  corps  sur  ses 
appuis. 

Mais  il  reste  à  opérer  la  réduction  des  forces  d'inertie,  c'est- 
à-dire  à  calculer  X',  Y',  Z',  L',  N',  puisque  Q'  est  déjà  connu. 

En  nommant  a  Tangle  que  le  rayon  MP  =  r  {fig.  260)  fait 
avec  le  plan  des  zx,  on  trouve  sans  peine  les  composantes  X', 
Y',  Z'  de  la  force  d'inertie  du  point  M  répondant  aux  coordon- 
nées Xy  y  y  Zf  savoir  : 

■VI  9  dtJi    ,  cita 

A  —  mw'r  cosa  -h  mr  -j-  sma  z=:ma>'jr-|-  my  -r-  » 


dt 

diai 


dt 


Y  —  m  to'  r  sin  a  —  mr  -7-  cos  a  =  m  ta- y  —  nix  --j-y 


dt 


dt 


Z'=o; 


puis  les  moments  L\  N'  de  la  même  force  par  rapport  à  0 x, 
()/,  au  moyen  des  formules  du  n«  103  (6), 


L'  ==  Z'y  —  Y'z  = 

W=X'z-Z'x  = 


nusi^yz 


mta^zr 


doi 
m  zx  -7-  i 
dt 


myz 


'dt 


Faisant  la  somme  des  quantités  analogues  pour  tous  les 
points,  et  rappelant  la  valeur  déjà  connue  de  Q',  on  trouve 

/  v/        9^  dta  ^ 

X=  w^Smx  -\-  -7-  S/n/, 

dit) 


(4) 


Z'=o, 


L' 


Ot> 


(o^I,myz  H-  --Tj'S.mzx, 


N'=      îti^I.rnzx -^  —Iniyz, 

r\i  dta  ^       ^ 

^  dt 
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Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  totale  S/n  du  corps  et  par  a:^ 
/,  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  on  aura  (n<»  150) 

ce  qui  permet  d'écrire,  sous  une  autre  forme,  les  valeurs  de 
X'  et  \', 

(5)  X'=.M(o«j7,4-M7,^,     Y'=:Ma,Vi~Mx,^^ 

Ces  composantes  sont  les  mêmes  que  si  la  masse  entière  était 
condensée  au  centre  de  gravité,  propriété  qui  rentre  dans 
l'énoncé  du  dernier  théorème  démontré  au  n°  198. 

On  a  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  re- 
cherche des  pressions  sur  les  appuis. 

224-.  Cas  particuliers.  —  On  suppose  que  les  forces  exté- 
rieures se  réduisent  à  un  couple  Q  perpendiculaire  à  Taxe  de 
rotation,  c'est-à-dire  qu'on  fait 

\z=0,      Y=:0,      Z=rO,      L  =  O,      N=:0; 

on  demande  les  conditions  :  i**  pour  que  la  fixité  de  l'axe  soit 
assurée  par  celle  du  seul  point  0  ;  2«  pour  que  l'axe  reste  spon- 
tanément Vixe^  sans  aucun  appui  extérieur. 

Si  nous  admettons  d'abord  la  suppression  du  seul  appui  0\ 
il  faudra,  pour  que  le  mouvement  n'en  soit  pas  modifié,  qu'on 
ait  Xji^o,  Y,  =:o.  Les  équations  (3),  écrites  en  supprimant 
les  quantités  nulles  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  (5),. 
deviennent  alors 

Mw«xi  +  Mj,  ^  -+-  Xi  =  o, 

M(o«  r,  —  Mj:*!  -^  -h  Yi  —  o, 

Zi=o, 

(6)  '  ,  rfo> 

—  w*  2  mj'z  H — 7-  2  m  <3U'  =:  o, 

dit) 
to*  2  m  :;J7  -H  -7-  2  myz  =:  o, 

Q—  --T-I^mr'  =zo. 
at 


v 
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La  dernière  équation  détermine  le  mouvement  sous  l'action 
du  couple  donné  Q;  la  troisième  montre  que  le  point  fixe  n'a 
pas  à  exercer  d'action  suivant  l'axe,  de  sorte  qu'il  n'est  pas 
besoin  d'un  épaulement;  les  deux  premières  déterminent  les 
composantes  normales  de  la  force  exercée  par  l'appui  placé 
en  0.  La  quatrième  et  la  cinquième,  ajoutées  ensemble  après 
leur  élévation  au  carré,  donnent 

p+(^Y][(2m5.r)*-4-(Sm7^)>]  =  o. 

Or  le  premier  facteur  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on  suppose 
tout  à  la  fois  absence  de  vitesse  acquise  et  d'accélération  an- 
gulaire, ce  qui  conduirait  à  supposer  Q  ^=  o,  c'est-à-dire  l'ab- 
sence de  toute  force  extérieure,  en  même  temps  que  le  repos 
initial.  Hors  de  cette  hypothèse  très  particulière,  il  faut  qu'on 
ait,  pour  annuler  le  second  facteur, 

l'axe  de  rotation  doit  donc  être  axe  principal  d'inertie  pour  le 
point  0  (n*  218)  où  l'on  place  l'appui  conservé,  ce  qui  est  une 
condition  à  remplir  par  le  corps. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  encore  supprimer  cet 
appui;  les  équations  (6)  se  modifieront  seulement  en  ce  qu'on 
devra  y  faire  Xj  =  0,  Yi  =  o.  Donc  on  aura  toujours  la  der- 
nière équation  pour  déterminer  le  mouvement;  un  épaule- 
ment restera  inutile;  l'axe  Oz  sera  encore  axe  principal 
d'inertie  pour  le  point  0.  Mais  les  deux  premières  équations 
vont  nous  donner  une  condition  nouvelle  à  remplir  par  le 
corps;  en  y  supprimant  les  termes  nuls  X,,  Yt,  les  élevant  au 
carré  et  les  ajoutant,  on  trouve 


"^'i-'^i^yy^' 


H-  Vi)  =  0; 


d'où  l'on  déduit,  comme  ci-dessus,  Xi  =  o,  j,  =0,  sauf  dans 
le  cas  exceptionnel  d'un  corps  en  repos,  ne  subissant  aucune 
action  extérieure.  Donc  l'axe  est  l'un  des  axes  principaux  d'i- 
nertie pour  le  centre  de  gravité  (n®  220). 


^1 


DYNAMIQUE  DES  SOLIDES.  79 

On  voit,  en  résumé  :  i«  que  si  une  droite  est  axe  principal 
d'inertie  en  un  de  ses  points,  il  suffît  de  fixer  ce  point  pour 
qu'un  mouvement  de  rotation  antérieurement  acquis  autour 
de  la  droite  se  continue  autour  de  la  même  droite,  sous  l'ac- 
tion d'un  couple  contenu  dans  un  plan  perpendiculaire  ;  2«  que 
si  la  droite  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  centre  de  gra- 
vité, le  même  fait  se  produit  sans  avoir  à  fixer  aucun  de  ses 
points.  Les  axes  du  premier  genre  se  nomvdQnX  axes  perma- 
nents de  rotation;  ceux  du  second  genre,  axes  naturels  de  ro- 
tation. 


225.  Application  des  considérations  précédentes  aux  meules 
de  moulin.  —  Une  paire  de  meules  comprend  d'abord  une 
meule  fixe  A  {Jig>  25i),  au-dessus  de  laquelle  se  trouve  une 
meule  mobile  B  qui  tourne  autour  de 
la  verticale  0^,  coïncidant  avec  son 
axe  de  figure.  Les  meules  ont  la  forme 
de  deux  cylindres  se  touchant  presque 
par  une  de  leurs  bases;  sur  ces  bases 
très  rapprochées  se  trouvent  tracées 
des  cannelures  dans  lesquelles  se  pro- 
duit l'écrasement  du  grain  par  suite 
de  la  rotation  relative. 

La  meule  mobile  ne  porte  sur  l'axe 
que  par  le  point  0,  et,  à  cet  effet, 
l'axe  est  terminé  par  une  pointe  qui 
entre  dans  une  pièce  métallique  fixée 
à  la  meule.  Celle-ci  doit  d'abord  res- 

1er  horizontale  au  repos,  et  il  faut,  en  conséquence,  que  son 
centre  de  gravité  soit  sur  0^;  mais  il  faut  en  outre,  pour 
son  bon  fonctionnement,  qu'elle  reste  horizontale  pendant  le 
mouvement  de  rotation  qu'elle  doit  prendre  sous  l'action  de 
couples  moteurs  horizontaux  et  d'autres  couples  également 
horizontaux  provenant  des  résistances  opposées  par  le  grain. 

Si  les  choses  se  passent  ainsi,  le  centre  de  gravité  de  B 
reste  immobile;  donc  les  forces  extérieures  transportées  en 
ce  point  se  font  équilibre  (n®198).  Or,  en  dehors  des  couples 
dont  on  vient  de  parler,  il  n'y  a  que  le  poids  agissant  sur  0^ 
et  la  réaction  de  l'appui  0  ;  ces  deux  forces  sont  donc  égales 
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et  directement  opposées,  et  par  conséquent  on  peut  en  faire 
abstraction,  car  elles  se  détruiraient  dans  toutes  les  équa- 
tions d'équilibre  obtenues  par  l'application  à  la  meule  B  du 
principe  de  d'Alembert,  et  par  conséquent  elles  ne  peuvent 
avoir  aucune  influence  sur  le  mouvement.  Alors  la  meule  ne 
tourne  plus  que  sous  l'action  des  couples  horizontaux;  pour 
que  sa  rotation  persiste  à  se  produire  autour  de  0;;,  sans  autre 
réaction  sur  Taxe,  il  faut  que  cette  droite  soit  un  axe  naturel 
de  rotation  (n°  22i),  c'est-à-dire  une  axe  principal  d'inertie  au 
centre  de  gravité.  Et  si  l'on  prend  un  système  d'axes  coor- 
donnés rectangulaires  composé  de  Oz  et  deux  autres  lignes 
0.r,  Or,  il  faudra  remplir  les  conditions,  à  la  fois  néces- 
saires et  suffisantes  {n^  220), 

2  m  5j:  nz  o,     2  mj'Z  =:  o. 

Ces  conditions  seraient  remplies  si  la  meule  avait  rigoureu- 
sement la  forme  d'un  cylindre  et  si  l'homogénéité  de  sa  ma- 
tière intérieure  était  parfaite.  Mais,  comme  on  doit  supposer 
pratiquement  qu'il  n'en  sera  jamais  tout  à  fait  ainsi,  voici 
comment  on  pourrait  corriger  le  défaut  et  rendre  nulles  les 
deux  sommes  ci-dessus,  étant  admis  qu'elles  ne  s'écartent  pas 
trop  de  zéro.  Imaginons  qu'on  pratique  dans  la  meule  B  deux 
trous  cylindriques  verticaux  C  et  I),  ayant  pour  sections  droites 
deux  cercles  égaux,  de  rayon  assez  petit,  dont  les  centres  sont, 
sur  l'axe  des  a-,  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  du  point  0; 
on  introduira  ensuite  dans  ces  trous  des  masses  deux  à  deux 
égales,  telles  que  (x,  (jl,  mais  en  les  plaçant  à  des  hauteurs  dif- 
férentes. Il  est  clair  que  le  percement  des  trous  et  l'introduc- 
tion des  masses  jx  n'ont  fait  varier  ni  2/nj:,  ni  ^my;  le  centre 
de  gravité  de  la  meule  est  donc  encore  sur  0^,  après  comme 
avant  ces  opérations.  Seulement  l'inlroduciion  des  deux 
masses  {x  a  fait  varier  l^mzx  d'une  quantité  égale  au  produit 
de  jjL  par  OC  et  par  leur  différence  de  niveau;  on  comprend 
donc  qu'on  puisse  arriver  ainsi  à  rendre  nulle  la  somme  :^mzjr. 
On  arriverait  de  même  à  rendre  nulle  ^niyz  par  l'emploi  de 
masses  placées  dans  deux  trous  £,  F  ayant  les  centres  de  leurs 
sections  droites  sur  l'axe  des/. 

La  détermination  des  masses  jx  et  de  leurs  différences  de 
niveau  résulte  d'ailleurs  d'un  tâtonnement  expérimental. 
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226.  Condition  pour  que  les  forces  d'inertie  d'un  solide 
tournant  aient  une  résultante  unique.  —  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  s'exprime>  avec  les  notations  du  n^  223,  par 
réquation  (n^lW) 

L'X'H-N'Y'-t-Q'Z'^o, 
ou  bien,  puisque  Z'=^o,  par 

L'X'-+-N'Y'  =  o. 

La  substitution  des  valeurs  (4)  pour  L'  et  N',  et  des  valeurs  (5) 
pour  X'  et  Y'  {n^  123),  conduit  à 

ou,  toute  réduction  faite,  à 

M    w*H-  (  -j7  J     {j^'Lmzx  —  x^'Lmyz)  ==o. 

fdtù\' 
Les  facteurs  M  et  a>*4-  (  ^  j    ne  peuvent  pas  être  supposés 

nuls,  car  alors  il  n'y  aurait  plus  de  corps,  ni  de  force  d'inertie; 
donc  il  reste  la  condition 

y^ZmzX  —  .a?!  2  myz  =i  o. 

Pour  en  voir  plus  facilement  la  signification,  disposons  du 
plan  des  zx,  jusqu'à  présent  arbitraire,  et  faisons-Ic  passer 
par  le  centre  de  gravité  du  corps,  alors  /j  est  nul  et  la  condi- 
tion devient 

Xil.myz  =1  o. 

On  peut  y  satisfaire  de  deux  manières  :  d*abord  en  supposant 
X,  ==o;  mais  alors,  x,,  /,  étant  nuls,  le  centre  de  gravité  se 
trouverait  sur  l'axe  de  rotation,  la  résultante  de  translation 
des  forces  d'inertie  s'annulerait  et  ces  forces  n'auraient  plus, 
à  proprement  parler,  de  résultante  unique,  car  elles  se  rédui- 
raient à  un  couple  ou  se  feraient  équilibre.  Rejetant  donc  l'hy- 
pothèse ar,  =  o,  il  ne  reste  qu'à  supposer  ^myz  =  o;  avec  la 
position  particulière  choisie  pour  le  plan  des  zx^  cela  signifie 

Bresse.  —  Cours  de  Méc,  II.  6 
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que  Taxe  des  z  (c'esl-à-dire  Taxe  de  rotation)  est  axe  prin- 
cipal d'inertie  en  un  de  ses  points  (n^^  219). 

Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  parle  solide  tour- 
nant dont  on  s'occupe  ;  il  y  a  dans  ce  cas  une  résultante  unique, 
et  Ton  peut  demander  son  intensité  ainsi  que  la  ligne  suivant 
laquelle  elle  agit.  Afin  de  simplifier  autant  que  possible  cette 
recherche,  conservons  au  plan  des  zx  la  position  particulière 
ci-dessus  définie  et,  de  plus,  transportons  Torigine  au  point 
pour  lequel  Taxe  de  rotation  est  axe  principal  d'inertie.  Alors 
on  a 

et  les  équations  (4)  et  (5)  donnent 

X'  =  Mco«x„    T  =  -Mxi~^,     Z'=o, 

at 

L'  =  o,     N'=:o,     Q'rzz-.^'^Smr--. 

Le  fait  d'avoir  L'  =  o,  N'  =  o  montre  que  la  résultante  est 
dans  le  nouveau  plan  des  xy,  c'est-à-dire  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  mené  par  le  point  où  celui-ci  est  axe 

principal   d'inertie.    Représentons    ce 
^'      '  plan  et  soit  F  {Jig.  262)  la  résultante, 

que  nous  regarderons  comme  appli- 
quée au  point  C,  où  elle  perce  le  plan 
des  zx;  les  composantes 

T=CE  =  ^Mx,^ 

dt 

étant  connues,  il  suffit  de  déterminer  l'abscisse  OC  =  jc,  de 
ce  point  C  pour  que  la  résultante  F  soit  elle-même  complète- 
ment déterminée.  A  cet  effet,  on  écrira  que  le  moment  de  F  (ou 
de  sa  composante  CEr=  Y'),  relativement  à  l'axe  O^  projeté 
en  0,  est  égal  à  la  somme  Q'  des  moments  de  toutes  les  forces 
d'inertie;  cela  conduite  l'équation 
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d'où  résulte 


(7)  ^1  = 


Mxj 


En  résumé,  pour  que  Jes  forces  d'inertie  dues  à  la  rotation 
d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe  0^5  aient  une  résultante 
unique,  il  faut  que  l'axe  soit  axe  principal  d'inertie  en  un  de 
ses  points  0,  et  en  un  seul,  car  autrement  il  passerait  au 
centre  de  gravité  (n*>  220),  et,  dans  ce  cas,  les  forces  d'inertie 
se  feraient  équilibre  ou  se  réduiraient  à  un  couple.  Menant  en- 
suite en  ce  point  0  un  axe  des  abscisses  Oj:  perpendiculaire  à 
l'axe  de  rotation  dans  un  plan  passant  par  celui-ci  et  par  le 
centre  de  gravité,  on  prendra  sur  Oj?  un  point  C  déterminé, 
par  l'abscisse  ^Tj,  et  l'on  aura  ainsi  un  point  de  la  résultante. 
La  grandeur  de  la  résultante  est  d'ailleurs  la  même  que  si  la 
masse  entière  était  condensée  au  centre  de  gravité  (n<»  223);  il 
ne  restera  donc  qu'à  mener  par  le  point  C  une  droite  égale, 
parallèle  et  de  même  sens. 

Remarquons  encore  que  le  produit  x^x^y  égal  à  -rj  2/wr*,est 

essentiellement  positif;  les  abscisses  x^  et  x^  sont  donc  de 
même  signe,  et,  par  suite,  le  point  C  et  le  centre  de  gravité 
sont  du  même  côté  de  l'axe  de  rotation.  Ensuite,  si  l'on 
nomme  k  le  rayon  de  giration  du  corps  relativement  à  un  axe 
parallèle  à  0-  mené  par  le  centre  de  gravité,  on  aura  (n**  217) 

2mr*"M(:rî-f-Â:«), 

valeur  qui,  portée  dans  l'équation  (7),  donne 

k^ 
(8)  j:j=:^,-h— ; 

donc  le  point  C  est  plus  loin  de  l'axe  de  rotation  que  le  centre 
de  gravité. 

Le  point  C  a  reçu  le  nom  de  centre  de  percussion,  et  cela 
tient  à  une  propriété  que  nous  allons  maintenant  établir, 

227.  Centre  de  percussion.  —  Un  corps  solide  étant  assu- 
jetti à  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  supposons  qu'à  un  certain 
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instant  on  lui  applique  une  percussion,  c'est-à-dire  une  force 
très  considérable  agissant  pendant  un  temps  presque  nul.  La 
vitesse  angulaire  devant  varier  instantanément  d'une  quantité 

finie,  l'accélération  -t-  deviendra  très  grande,  infinie  à  la  li- 
mite, et  les  forces  d'inertie  centrifuges  seront  négligeables 
devant  les  forces  tangentielles;  si  donc  l'axe  est  axe  principal 
d'inertie  en  un  de  ses  points,  de  manière  que  le  point  C 
(n<*  226)  existe,  la  résultante  des  forces  d'inertie  sera  la  force 

—  M^i  -T-  appliquée  en  C. 

Cela  posé,  on  demande  quelles  conditions  doit  remplir  la 
percussion  pour  ne  pas  faire  naître  sur  les  appuis  des  réac- 
tions dont  les  intensités  seraient  du  même  ordre  de  grandeur 
que  cette  percussion  elle-même.  Afin  de  répondre  à  cette  ques- 
tion, nous  remarquerons  que,  en  vertu  du  principe  ded'Alem- 
bert,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant  entre  les  forces  d'inertie, 
la  force  due  à  la  percussion  et  les  réactions  sur  Taxe.  Pour 
que  les  réactions  n'interviennent  pas  dans  cet  équilibre  et 
puissent  être  considérées  comme  nulles,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  force  de  percussion  soit  égale  et  contraire  à  la  résultante 
des  forces  d'inertie.  Donc  :  i°  les  forces  d'inertie  doivent  avoir 
une  résultante  qui,  alors,  passe  au  point  C  et  a  pour  valeur 

—  M^i-j-;  2<>  on  doit  frapper  suivant  une  ligne  passant  au 

point  C  et  dans  la  direction  de  cette  résultante,  c'est-à-dire 
perpendiculairement  à  un  plan  mené  par  l'axe  de  rotation  et 
par  le  centre  de  gravité.  Ainsi  l'axe  et  le  corps  ont  à  remplir 
une  certaine  condition  relative  à  l'existence  du  point  C  (n°226); 
ensuite  la  percussion  doit  passer  par  ce  point  avec  une  direc- 
tion déterminée.  On  peut  d'ailleurs  lui  attribuer  telle  inten- 
sité et  tel  sens  qu'on  voudra;  cela  influera  seulement  sur  la 

grandeur  et  le  sens  de  l'accélération  angulaire  -t-  • 

Nous  aurions  pu  traiter  aussi  cette  question  en  employant 
le  principe  de  d'Alembert,  modifié  pour  le  cas  des  forces  in- 
stantanées [n^  195).  Si  nous  appelons  w'  l'accroissement  de  vi- 
tesse angulaire  pendant  le  choc,  la  quantité  de  mouvement 
perdue  par  un  point  de  masse  m,  situé  à  la  distance  r  de  Taxe, 


i 
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sera  —  mtoV  et  ue  différera  de  la  force  d'inertie  tangentielle, 
introduite  dans  les  calculs  précédents,  que  par  le  changement 


rw 


du  facteur  -77 'en  co'.  Or  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  perdues  par  tous  les  points  et  l'impulsion 
de  la  force  instantanée,  sans  intervention  de  Taxe  ;  donc  il  faut 
que  les  quantités  de  mouvement  perdues  aient  une  résultante 
unique,  égale  et  contraire  à  Timpulsion.  Si  cette  résultante 
existe,  elle  passe  au  poin t  C,  et  a  pour  intensité  —  M  to'j7j  et  pour 
direction  celle  de  la  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe 
et  le  centre  de  gravité.  Donc,  enfin,  l'axe  et  le  corps  doivent 
remplir  la  condition  pour  que  le  point  C  existe;  cela  étant,  il 
faut  frapper  suivant  une  ligne  qui  passe  par  C,  dans  la  direc- 
tion qu'on  vient  de  définir.  La  grandeur  et  le  sens  de  l'impul- 
sion sont  du  reste  indifférentes  si  w'  n'est  pas  donnée  a  priori, 

228.  Théorie  du  pendule  composé.  —  Le  pendule  composé 
est  un  corps  solide  soumis  à  l'action  de  son  poids  et  assujetti 
à  tourner  autour  d'un  axe  horizontal  fixe.  Prenons  pour  plan 
de  ta  figure  un  plan  mené  perpendiculairement  à  l'axe  par  le 
centre  de  gravité  G  du  corps  {Jig.  253).  Soient  0  le  point  de  ren- 
contre de  Taxe  avec  ce  plan,  OG  =  a  le  rayon  du  cercle  décrit 
par  le  centre  de  gravité.  La  droite  OG  étant 
supposée  coïncider  avec  la  position  verticale 
de  ce  rayon,  considérons  une  autre  position 
quelconque  OG'  faisant  un  angle  a  avec  la 
première,  et  nommons  w  la  vitesse  de  rota- 
lion  correspondante,  évaluée  dans  le  sens 
de  la  flèche.  Les  poids  de  tous  les  points 
matériels  qui  composent  le  pendule  auront, 
relativement  à  Taxe  0,  même  somme  de 
moments  que  le  poids  total  M^  appliqué  en  G',  soit  un  mo- 
ment total  M^asina;  l'application  de  la  formule  donnant 
l'accélération  angulaire  (n^'  223)  conduit  donc  ici  à  l'équation 


(9) 


éfu) M^asina 

"di  ""  "~2w/»~ 


Zmr^  étant  le  moment  d'inertie  relativement  à  Taxe  0.  Si  le 
pendule  se  réduisait  à  un  point  C  situé  sur  OG  à  la  distance 
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/=  OC  du  point  0,  il  faudrait  faire,  dans  l'équation  précé- 
dente, a  =  /  et  l.mr^  —  M^;  elle  deviendrait  alors 

('^)  dt=-T- 

Or  les  équations  (9)  et  (10)  sont  identiques  si  Ton  prend 

donc  le  mouvement  du  pendule  composé  est  le  même  que 
celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  aurait  été  déter- 
minée par  l'équation  (i  i),  pourvu  cependant  que  l'écart  initial 
et  la  vitesse  initiale  soient  les  mômes  dans  les  deux  pen- 
dules, car  ces  données  (ou  d'autres  données  équivalentes) 
sont  encore  nécessaires  pour  que  les  équations  (9)  et  (10) 
définissent  entièrement  les  mouvements  des  deux  pendules. 
On  ramène  ainsi  la  question  actuelle  à  celle  qu'on  a  traitée 
au  n°  121. 

Le  pendule  simple,  dont  la  longueur  est  -r| — ,  se  nomme  le 

pendule  simple  équivalent  au  pendule  composé.  Les  points  0 
et  C  se  nomment  centre  de  suspension  et  centre  d*oscillation. 
L'axe  projeté  en  0  et  la  parallèle  menée  en  C  sont  Vaxe  de 
suspension  et  Vaxe  d'oscillation.  Les  noms  du  point  C  et  de  la 
parallèle  menée  par  ce  point  à  l'axe  0  viennent  de  ce  que  le 
point  C  et  tous  les  autres  points  de  cette  parallèle  oscillent 
comme  s'ils  étaient  seuls  et  indépendants  de  tous  les  autres 
points  du  pendule  composé. 

Soit  k  le  rayon  de  giration  de  ce  corps,  relativement  à  une 
parallèle  menée  en  G  à  l'axe  de  suspension;  on  aura  {n^  217) 

I,mr*=M(k^-ha^) 
et  par  suite 

(12)  ^"^-Tm — =«H 

Ma  a 

La  longueur  OC  =  /  comprend,  comme  on  le  voit,  les  deux 

parties  OG  z=  a  et  GG  =  —  :  donc  :  1°  le  centre  d'oscillation  C 

a  ' 


DYNAMIQUE  DES  SOLIDES.  87 

est  au  delà  du  centre  de  gravité  G  par  rapport  à  Taxe  de  sus- 
pension; 2*  si  le  pendule  a  un  centre  de  percussion  pour 
Taxe  0,  ce  point  sera  sur  Taxe  d'oscillation,  car  il  doit  se 
trouver  (n®  226)  dans  le  plan  par  Taxe  0  et  le  centre  de  gra- 

vile,  à  une  distance  de  Taxe  justement  égale  à  -^ —  ou  à  /; 

3»  si  l'axe  d'oscillation  C  était  pris  pour  axe  de  suspension, 
on  obtiendrait  le  nouveau  centre  d'oscillation  en  prolongeant 

la  ligne  CG  d'une  quantité  -=:^  =-y-^^^  =  a,  ce  qui  donne- 


CG 


(I) 


Fig.  254. 


ro, 


rait  le  point  0.  On  exprime  la  dernière  propriété  en  disant 
que  les  centres  d'oscillation  et  de  suspension  sont  réci- 
proques; la  même  chose  se  dit  des  axes  correspondants. 

Le  capitaine  anglais  Kater  a  utilisé  cette  réciprocité  pour 
la  détermination  expérimentale  de  l'accélération  g.  On  prend 
un  pendule  muni  de  deux  couteaux  0  et  C  {Jig*  254),  dont  le 
second,  portant  une  vis  de  rappel,  peut  se  mouvoir  dans  une 
coulisse.  Le  centre  de  gravité  G  doit  se  trouver 
dans  l'intervalle  de  ces  couteaux,  ce  dont  on  s'as- 
sure en  constatant  que  le  plan  OC  est  bien  verti- 
cal, quand  le  pendule  reste  en  équilibre  sur  l'un 
des  deux  couteaux.  On  arrive  ensuite,  par  un  tâ- 
tonnement  expérimental,  en  faisant  varier  C,  à 
remplir  cette  condition  que  le  temps  des  petites 
oscillations  soit  le  même  pour  les  axes  de  suspen- 
sion 0  et  C.  Quand  les  choses  sont  ainsi  arrangées, 
on  peut  dire  que  C  est  le  centre  d'oscillation  répon- 
dant au  centre  de  suspension  0  et  inversement, 
de  sorte  que  la  distance  OC  est  la  longueur  /  du 
pendule  simple  équivalent,  pourvu  toutefois  qu'on 
n'ait  pas  OG  =  GC.  En  efifet,  l'égalité  des  temps 
d'oscillation  autour  de  0  et  autour  de  C  entraîne  celles  des 
longueurs  des  pendules  simples  équivalents,  puisque  le  temps 
des  petites  oscillations  d'un  pendule  simple  ne  dépend  que 
de  sa  longueur  (n^  121);  donc,  en  posant  OG  =  a,  GC=:6, 
on  a 


m 


a 


-  =  b 

a 


~b' 
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OU  bien,  sous  une  autre  forme, 

\o       a)  ab 

d'où  résulte,  si  a  —  6  n'est  pas  nul, 

k^  —  ab. 

Ainsi  GC  est  bien  égal  à  —»  et  G  est  bien  le  centre  d'oscilla- 

a 

tion  quand  on  prend  0  pour  centre  de  suspension.  Ensuite, 

si  Ton  poseOG  =  /  et  qu'on  nomme  T  la  durée  des  petites 

oscillations  du  pendule  autour  des  axes  0  ou  G,  on  aura 

(no  121) 


équation  d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  g  quand  les  mesures 
expérimentales  ont  fait  connaître  /  et  T. 

Les  propriétés  du  pendule  composé  permettent  aussi  de 
déterminer  expérimentalen^ent  son  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'axe  de  suspension.  En  effet,  l'équation  (i3),  où  Tt 
et  g  représentent  des  nombres  connus,  permet  de  calculer  la 
longueur  /  du  pendule  simple  équivalent,  quand  on  a  observé 
le  temps  T;  portant  ensuite  cette  longueur  /  dans  l'équa- 
tion (il),  on  pourrait  en  déduire  £/nr^  si  la  distance  a  ■=z  OG 
était  connue.  Or  cette  distance  peut  d'abord  s'obtenir  au 
moyen  des  formules  qui  défmissent  la  position  d'un  centre 
de  gravité  quelconque  (n°  150).  Si  les  masses  qui  constituent 
le  pendule  ne  sont  pas  suffisamment  bien  connues  et  défi- 
nies, il  sera  mieux  de  déterminer  a  par  un  moyen  expéri- 
mental. On  écartera  le  pendule  de  sa  position  d'équilibre,  en 
faisant  agir  sur  lui,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  une 
force  connue  R  à  une  distance  donnée  h.  Soit  alors  6  l'angle 
de  OG  avec  la  verticale;  on  aura  l'équation  d'équilibre 

M^asinO=:  R/i, 

d'où  l'on  tirera  a,  quand  on  aura  évalué  par  des  mesures 
directes  R,  /i,  6  et  le  poids  M^  du  pendule. 
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Variation  du  temps  des  petites  oscillations,  quand  on  fait 
varier  l'aœe  de  suspension.  —  D'après  la  formule  (i3),  on 
connaît  T  au  moyen  de  /,  et  Ton  voit  notamment  que  les  va- 
riations de  ces  deux  quantités  ont  lieu  dans  le  même  sens;  il 
suflit  donc  d'étudier  l'influence  des  changements  de  l'axe 
de  suspension  sur  la  longueur  /  du  pendule  simple  équi- 
valent. Si  l'on  suppose  d'abord  que  la  direction  de  l'axe 
reste  invariable,  A:*  ne  changera  pas  dans  l'équation  (12);  par 

suite  la  longueur  /  et  le  temps  tt  i/-  d'une  petite  oscillation 

dépendront  uniquement  de  a.  Donc  ces  quantités  ne  change- 
ront pas  lorsqu'on  prendra  pour  axes  de  suspension  du  pen- 
dule successivement  toutes  les  génératrices  d'un  cylindre 
circulaire,  ayant  pour  section  droite  un  cercle  décrit  de  G 
comme  centre  avec  un  rayon  arbitraire  a,  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  donnée  de  l'axe,  k  chacune  de  ces 
génératrices  correspondra  un  axe  d'oscillation,  qu'on  pourra 
également  lui  substituer  sans  altérer  /  et  T;  ces  axes  forme- 

k- 
ront  un  second  cylindre  circulaire,  de  rayon  —  >  concentrique 

et  parallèle  au  premier.  Lorsque  a  variera  de  zéro  à  00 ,  en 

conservant  toujours  la  même  direction  de  l'axe,  /  ou  a  h 

variera  entre  deux  valeurs  infinies,  en  passant  par  un  mi- 
nimum ik  pour  a  =  A*,  valeur  qui  annule  la  dérivée 

da  a* 

Si  maintenant  on  fait  varier  la  direction  de  l'axe,  ce  mi- 
nimum sXr  varie  simultanément;  en  nommant  k^  le  minimum 
de  ky  on  voit  que  le  minimum  minimorum  de  /  et  celui  de  T 

seront  respectivement  2  A-,  et  n  i  /  -—  •  Pour  trouver  un  axe 

de  suspension  qui  les  réalise,  il  faut  déterminer  l'axe  du  plus 
petit  moment  d'inertie,  parmi  toutes  les  droites  passant  en  G, 
c'est-à-dire  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du 
pendule  (n*  218);  MA:}  étant  le  moment  d'inertie  correspon- 
dant, on  décrirait  autour  de  ce  grand  axe  un  cylindre  circu- 
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laire  de  rayon  k^,  et  Ton  prendrait  pour  axe  de  suspension 
une  génératrice  quelconque  de  ce  cylindre. 

Influence  de  Vair  sur  le  mouvement  du  pendule  composé.  — 
La  résistance  opposée  par  un  milieu  fluide,  Tair  par  exemple, 
à  un  solide  en  mouvement,  ne  peut  être  évaluée  que  d'une 
manière  assez  incertaine,  dans  Tétat  actuel  de  la  Science. 
Sans  entrer  à  ce  sujet  dans  des  détails  qui  ne  seraient  pas  ici 
à  leur  place,  nous  admettrons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait 
ailleurs  (n°*  115  et  121),  que  l'action  totale  exercée  sur  le 
pendule  par  l'atmosphère  puisse  être  réduite  à  deux  forces  : 
1°  la  pression  qu'il  supporterait  dans  l'état  d'équilibre,  égale 
et  contraire  au  poids  du  fluide  déplacé,  conformément  au 
principe  d'Archimède;  2°  une  force  résistante  proportion- 

nelle  au  carré  de  la  vitesse  angulaire  ou  à  (  -^  J  •  La  pre- 
mière est  appliquée  en  un  point  qui  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  de  la  masse  M'  de  l'air  déplacé;  on  admettra  que 
ce  point  ne  se  distingue  pas  du  point  G,  ce  qui  est  vrai  si  le 
pendule  ainsi  que  l'air  déplacé  sont  homogènes.  £nfîn  nous 

représenterons  par  Af  -r-  j   la  valeur  absolue  du  moment  de 

la  seconde  force  relativement  à  l'axe  de  suspension,  A  dési- 
gnant une  constante  convenablement  déterminée  pour  chaque 
pendule. 

Cela  posé,  la  formule  donnant  l'accélération  angulaire  con- 
duit à  l'équation 

S=-S^  =  £^[("-«'>^-'"-*(5)'] 

ou  bien,  en  nommant  p  le  rapport  des  densités  de  l'air  et  du 
pendule  (c'est-à-dire  le  rapport  -irr)  et  posant  p=  - — j? 
,       I,mr^      , 


^«_  £'e,„._^„/'f^y. 


__=_^sina+/, 


Cette  équation  est  semblable  en  tous  points  à  celle  que 
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nous  avons  employée  au  n*  121,  à  Toccasion  du  pendule 
simple.  On  la  traiterait  de  même  et  Ton  en  tirerait  les  mêmes 
conséquences,  savoir  : 

La  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  angu- 
laire fait  décroître  successivement  Tamplitude  des  petites 
oscillations,  mais  n'a  pas  d'effet  sur  leur  durée; 

La  résistance  verticale  M'^  augmente  dans  le  rapport 

la  longueur  du  pendule  simple  équivalent  et  multiplie  par 

r 


V 


1 


la  durée  des  petites  oscillations. 

1—  s 

L'étude  du  pendule  composé  est  une  des  applications  les 
plus  simples  qu'on  puisse  faire  de  la  théorie  du  mouvement 
des  solides  autour  d'un  axe  fixe,  sous  l'action  de  forces  don- 
nées. Nous  avons  encore  à  présenter  d'autres  applications 
particulières,  utiles  au  point  de  vue  de  la  mécanique  pra- 
tique. Mais  nous  les  renvoyons  plus  loin,  afin  de  ne  pas  in- 
terrompre par  des  digressions  trop  étendues  l'exposé  de  la 
dynamique  spéciale  des  solides. 

§  III.  —  Mouyement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe. 

fS9.  Moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  du 
solide  relativement  au  point  fixe,  —  Pour  établir  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  ^w^y  nous 
;iurons  à  faire  usage  du  troisième  théorème  général  de  la 
Dynamique  (n<>  200),  et  nous  sommes 
ainsi  conduit  à  calculer  la  somme  des  ^'^' 

moments  des  quantités  de  mouvement  du 
corps  relativement  à  trois  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  point  fixe;  voici  d'a- 
bord ce  calcul,  d'où  nous  déduirons  en- 
suite le  moment  résultant. 

Quand  un  solide  tourne  autour  d'un 
point  fixe  O  i^fig*  a55),  on  sait  que  son  mou- 
vement élémentaire  se  réduit  à  chaque 
instant  à  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  instantané  OU 
(n®  24)  et  que  ce  mouvement  peut  se  remplacer  par  trois 
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rotations  autour  de  trois  axes  rectangulaires  0^,  Oy,  Oz 
(n^  36).  Soit  OU  Taxe  instantané;  nommons 

a>  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe; 
a,  p,  Y  les  angles  qu*il  fait  avec  Ox,  Oy,  Oz; 
/>,  q,  r  les  vitesses  des  rotations  composantes  autour  des 
mêmes  axes  coordonnés. 

On  a 

/?i=wCOSa,      q  zn  biCOS^f      rr=a>COSY, 

et  Ton  sait  de  plus  que  la  vitesse  v  d'un  point  M  défini  par  les 
coordonnées  x,  y,  z  a  pour  composantes  suivant  les  axes 
(n<»39) 

(i)         v^-  qz  —  ry,     Vy  —  rx  —  pz,     ^'z^py  —  qx. 

La  quantité  de  mouvement  mv  aura  donc  des  composantes 

mV;^-=zm(fiz  —  /•/),     nWyZ=im{rx — pz), 
mv.:=im{py  —  qx); 

d'où  il  résulte  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  -àOx  sera  (n<»  103) 

^rn{yV:,'-'ZVy)  —  'Lm[y{py  —  qx)-'Z{rx—pz)'] 

:=zp'Lni{y--\-  Z-)  —  qY.nixy —  rl.mzx. 

Jusqu'à  présent  les  axes  coordonnés  ont  été  supposés 
quelconques.  Mais  on  est  libre  de  choisir  un  système  particu- 
lier dans  lequel  0^  coïnciderait  avec  la  position  actuelle 
d'un  axe  principal  d'inertie  du  corps  pour  le  point  0;  alors 
^mxy  et  ^mzx  s'annulent,  et  l'on  a 

-Lmi^y  Vz—  zVy)z=iL  p-Lm^y^ -^  z") 

ou  simplement,  en  représentant  par  A  le  moment  d'inertie 
2:m(j*-i-  5*)  autour  de  cet  axe  principal 

S/w(jr-— ^Cj,)  — A/?. 

Si  l'on  fait  coïncider  de  môme  Oy  et  0^  avec  les  positions 
actuelles  de  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
pour  le  point  0,  et  qu'on  nomme  B  et  C  les  moments  d'inertie 
correspondants,  on  trouverait,  par  des  calculs  tout  sem- 
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blableSy  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  ces  axes  Oy  et  0^  : 

L'axe  représentatif  du  moment  résultant  se  trouve  ainsi 
déOni  par  ses  projections  A/?,  Bç,  Cr  sur  trois  directions  dé- 
terminées (n*  14.5). 

Soit  maintenant  OK  =:  k  cet  axe  représentatif;  ses  cosinus 

directeurs  par  rapport  aux  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 

d'inertie  en  0  sont 

Kp     B<7     Cr 

T'    T'    T' 

ils  sont  donc  proportionnels  à  A/?,  B^,  Cr.  Or/?,  q,  r  sont 
proportionnels  aux  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  OU 
et  notamment  à  celles  du  point  D  où  cette  droite  perce 
Tellipsoïde  d'inertie;  car,  en  les  désignant  par  x',  7',  z'  et 
posant  OI>  •=  /,  on  aurait 


P  = 


tùx'  wv'  wc' 


l    '      ^  l    '      •  i 


donc  les  cosinus  directeurs  de  OK  sont  proportionnels  à  A:f', 
By,  C^'.  D'autre  part,  on  sait  (n<»  218)  que  l'équation  de 
l'ellipsoïde  d'inertie  rapporté  à  ses  axes  principaux  est 

A^»"hB/«4-C^*=:i; 

la  normale  en  D  à  cet  ellipsoïde  aura  donc  aussi  ses  cosinus 
directeurs  proportionnels  à  kx\  B/',  C^',  et  par  conséquent 
sa  direction  et  celle  de  OK  sont  parallèles.  Le  plan  perpen- 
diculaire à  OK  (plan  du  moment  résultant)  est  par  consé- 
quent parallèle  au  plan  tangent  en  D  à  l'ellipsoïde  ;  en  d'autres 
termes,  c'est  le  plan  conjugué  de  l'axe  instantané  de  rota- 
lion.  

Quant  à  la  longueur  OK,  on  peut  l'exprimer  d'abord  par 
v/A*/>*-i-  B*7*H-  C*r';  mais  en  voici  encore  une  autre  expres- 
sion remarquable.  Soient  /  l'angle  de  OK  avec  Taxe  instan- 
tané de  rotation  OU  et  I  le  moment  d'inertie  relatif  à  ce 
môme  axe;  la  projection  k  cosz  de  OK  sur  OU  donne  la 
soDime  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
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port  à  celle  droite,  laquelle  esl  Ico  (n«  222)  ou  yj>  puisque 
ÔD  =  /  a  élé  pris  (n<»  218)  égal  à  ^)  donc 

k  cos/  =  -y.     et  par  suile     A*  =  y. .» 

/*         ^  /*  cos  i 

Nommant  enfin  S  la  distance  du  point  0  au  plan  tangent  à 

a 

Tellipsoïde  en  D,  on  remplacera  cose  par  y?  et  il  viendra 

/o 
On  a  donc  en  résumé  les  formules 


0) 


(a)  A  =  v/A*/?« -r-  B2y---f-  C-/'*=:  y^, 

(3)  cos(Â:,a7)=i-^,     cos{k,y)  =  -^y     cos(A:,^)  = -^• 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  faire  Tapplication 
du  troisième  théorème  général  de  la  Dynamique. 

0 

230.  Equation  d'Euler.  —  Nous  prendrons  le  troisième 
théorème  général  sous  la  forme  particulière  que  lui  a  donnée 
M.  Resal  '(n<»  202),  et  nous  allons  en  conséquence  exprimer 
que  la  vitesse  du  point  K  {fig.  255)  est  égale  à  Taxe  du  mo- 
ment résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  au  point  0. 
Considérons  un  système  d'axes  rectangulaires  fixes  dans  le 
solide  et  dont  chacun  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le 
point  0;  l'ellipsoïde  d'inerlie  pour  ce  point  ayant  toujours 
au  moins  trois  axes  principaux,  un  pareil  système  existe 
toujours.  Soient  Oxy  0/,  0^  ce  système;  puisqu'il  est  im- 
mobile dans  le  corps,  il  possède  actuellement  le  mouvement 
élémentaire  de  celui-ci,  mouvement  représenté  par  les  ro- 
tations /?,  7,  r  autour  des  axes.  Le  point  K  a  pour  coordon- 
nées aciuelles  A/?,  B^,  Cr  dans  ce  système  d'axes  (n«  229); 
s'il  était  entraîné  avec  eux,  sans  déplacement  relatif,  il  aurait 
donc  une  vitesse  dont  les  trois  projections  sur  les  mêmes 
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axes  sont  calculables  par  les  formules  (i)  et  ont  les  valeurs 
respectives 

Suivant  Ox qCr  —  rBq  =  (C  —  B)^/-, 

»       Oj rkp — /?Cr  nz  (A  — C)r/>, 

»      Oz pBq  —  gAp  -^{B  —  A)pq. 

D'un  autre  côté,  le  point  K  possède  aussi  une  vitesse  par 
rapport  au  système  Oa?,  0/,  O-s,  puisque  ses  coordon- 
nées A/?,  B7,  Cr  varient  avec  le  temps;  les  composantes  de 
cette  vitesse  relative  sont  (n*»  12) 

d.\p     d.Bq     d.Cr  ,  .  ».  dp     ^  dq      ^  dr 

— j-^^  — -T-^y       ,,       ou  bien     A-f-?   B-,-?   C -77- 
dt  dt  dt  dt  dt  dt 

Donc  celles  de  la  vitesse  absolue  seront  (n<»  28) 

A^-H(C-B)yr,    Bg+(A-C)/7>,    C^^  + (B  -  A)/»7. 

Maintenant  désignons  par  L,  N,  Q  les  trois  sommes  de  mo- 
ments des  forces  extérieures  relativement  aux  axes  Oj?,  0/, 
0^  pris  dans  les  positions  qu'ils  ont  à  l'instant  auquel  se 
rapportent  les  vitesses  ci-dessus  désignées  par  /?,  7,  r.  Ces 
trois  quantités  L,  N,  Q  sont  égales  aux  projections  sur  Ox, 
O7,  Oz  de  Taxe  du  moment  résultant  des  forces  extérieures 
(n»  145);  donc  elles  sont  aussi  égales  aux  composantes,  qu'on 
vient  de  calculer,  de  la  vitesse  du  point  K.  Donc 

A^-l-(C-B)^r:-L, 

(4)  ;Bg-H(A-C)./.  =  N, 

C '^ -+- (B  -  A)/.^  :.z  Q. 

Ces  équations  se  nomment  équations  d'Euler,  parce  que  ce 
géomètre  les  a  démontrées  le  premier  d'une  manière  d'ail- 
leurs toute  différente  de  celle  qu'on  vient  d'indiquer. 

Si  L,  N,  Q  étaient  exprimées  au  moyen  de  t,  /?,  ^,  r  et  des 
dérivées  de/>,  ^,  r  par  rapport  au  temps  ^,  on  conçoit  que  les 
équations  (4)  constitueraient  un  système  de  trois  équations 
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différenlielles  simultanées ,  qui  détermineraient  /?,  q^  r  en 
fonction  de  t.  Mais,  d'une  part,  les  moments  L,  N,  Q  sont  en 
général  dépendants  de  la  position  du  corps,  de  sorte  que  leurs 
expressions  algébriques  contiennent  les  variables  qui  servent 
à  la  définir;  d'autre  part,  quand  même  on  serait  arrivé  à  con- 
naître /?,  <7,  r  en  fonction  de  ^  il  resterait  encore  à  savoir  com- 
ment on  en  déduirait  la  position  occupée  à  chaque  instant  par 
le  corps.  De  là  résulte  la  nécessité  de  chercher  les  relations 
entre/?,  q,  r  et  trois  nouvelles  inconnues  définissant  la  posi- 
tion du  solide  pour  un  instant  quelconque. 

A  cet  effet,  imaginons  par  le  point  fixe  0  d'abord  trois  axes 
fixes  OX,  OY,  OZ  {fig*  256),  puis  le  système  des  trois  axes 
principaux  d'inertie  considérés  dans  l'établissement  des  équa- 
tions (4),  ce  second  système  0^,  Oj,  0^  étant  entraîné  dans 

le  mouvement  du  corps  et  restant 
fixe  par  rapport  à  lui.  Pour  définir 
la  position  du  corps,  il  suffit  de 
définir  celle  des  axes  mobiles,  et 
l'on  peut  le  faire  au  moyen  de  trois 
angles  :  i*  l'angle  ^  que  fait  avec 
OX  la  trace  OA  du  plan  des  xy  sur 
le  plan  des  XY;  2<»  l'angle  6  de  ces 
deux  plans  ou  celui  de  leurs  nor- 
males OZ,  O5;  S*»  l'angle  o  de  OA 
avec  Oo?.  Quand  ces  trois  angles 
seront  donnés,  on  tracera  d'abord  la  droite  OA,  définie  par 
l'angle  ^  dans  le  plan  ^vl^  XOY,  puis  on  aura  le  plan  des 
jcy  en  menant  par  OA  un  plan  faisant  l'angle  6  avec  le  plan 
XOY;  on  tracera  ensuite,  dans  le  plan  ^Or,  les  lignes  Ox 


Fiç.  ajC. 


TT 


et  O7  définies  par  les  angles  tp  et  -  4-ç,  et,  en  y  joignant  la 


2 


normale  0^,  on  aura  le  système  des  axes  mobiles.  Ce  système 
a  donc  une  position  déterminée  par  les  trois  angles  4»,  6,  <p, 
pourvu  cependant  que  l'on  compte  chacun  d'eux  dans  un  sens 
bien  déterminé;  on  pourra,  par  exemple,  les  compter  dans  le 
sens  des  rotations  positives,  le  premier  autour  de  Oz,  le  se- 
cond autour  de  OA  et  le  troisième  autour  de  z.  Considérons 
maintenant  le  corps  dans  deux  positions  infiniment  voisines, 
la  première  répondant  à  l'époque  t  et  aux  angles  4/,  6,  <p,  la 
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seconde  à  l'époque  t-hdtei  aux  angles  ^  -h  d^,  0  -h  û?6,  <p4-c/cp; 
son  mouvement  élémentaire  pendant  le  temps  dt  sera  repré- 
senté par  trois  rotations  d^,  d^,  e/cp  autour  de  OZ,  OA,  0^  ca- 
pables de  faire  prendre  aux  trois  angles  ^,  6,  cp  les  valeurs 
qu'ils  doivent  finalement  avoir.  Mais  il  Test  aussi  par  les  trois 
rotations  pdt^  qde,  rdt  autour  de  Ox,  Oj,  0;;,  et,  en  expri- 
mant les  conditions  de  cette  équivalence,  on  aura  les  relations 
entre/?,  </,  r,  ^^,  0,  cp.  Ces  conditions  consistent  en  ce  que  les 
deux  systèmes  doivent  avoir  une  même  somme  de  projections 
sur  trois  axes  rectangulaires;  car  cela  est  nécessaire  et  suffi- 
sant pour  qu'ils  se  réduisent  à  une  même  rotation  résultante. 
Les  projections  s'obtiennent  facilement  sur  les  trois  droites, 
rectangulaires  entre  elles,  O^j,  OA,  OB,  dont  les  deux  pre- 
mières ont  déjà  été  mentionnées  et  la  troisième  fait  avec  OA 
un  angle  droit,  compté  comme  les  angles  «p  dans  le  pian  des  xy. 
Avant  de  procéder  au  calcul,  faisons  observer  :  i°  que  OA  est 
perpendiculaire  à  OZ  comme  étant  dans  le  plan  des  XY,  per- 
pendiculaire à  Oz  comme  étant  le  plan  des  œy,  perpendicu- 
laire à  OB  par  construction;  2*»  que  par  conséquent  0^,  OZ,  OB 

sont  dans   un  même  plan  et  que  BOZ=r  -  —  6,  l'angle  BO-3 

étant  droit,  puisque  OB  se  trouve  dans  le  plan  des  xy  perpen- 
diculaire à  0^;  3«  que  BO/^AO^^icp,  comme  ayant  les 
côtés  perpendiculaires.  On  en  déduit  les  projections 

SurOA.  SurOB.  SurO*. 

Premier  système ^.  d-^  sin  0,  dff  -f-  d-^  cosO, 

Second       »      /?r/rcosf  —  ^rZ/siny,    pdtûxn^-^  qdtco^t^^    rdi^ 

ce  qui  donne,  en  divisant  par  dt^ 

d^ 

^=/>cos<p  — ^smcp, 

(5)  <  smO^  =:/?sm©-h^cos«>, 

d^  ^  d^ 

Le  plus  souvent  on  écrit  ces  équations  résolues  par  rapport 

Bresse.  —  Court  de  Méc,  II.  7 
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à  p,  Çf  r,  SOUS  la  forme 

^=      coso--i-sinesino^-, 

(6)  /  ^  =  —  sinp -,   H-siii6cosç>  -3^) 

do  ^  d^ 

Enjoignant  aux  équations  (4)  l'un  des  groupes  équivalents 
(5)  ou  (6),  on  a  un  système  de  six  équations  différentielles 
simultanées  qui  déterminent  les  six  inconnues/?,  q,  /*,  ^y  6,  ç 
en  fonction  du  temps  t,  pourvu  que  L,  N,  Q  soient  des  fonc- 
tions données  du  temps,  des  six  inconnues  et  de  leurs  déri- 
vées par  rapport  à  t.  Cela  constitue  déjà  une  hypothèse  très 
générale.  A  part  les  difficultés  d'analyse,  on  peut  donc  re- 
garder comme  résolu  le  problème  du  mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Mais  ces  difficultés  d'analyse  sont  considérables,  et  jusqu'à 
présent  on  n'a  réussi  à  les  surmonter  que  dans  quelques  cas 
particuliers.  Nous  citerons  et  traiterons  seulement  celui  où 
l'on  suppose  les  moments  L,  N,  Q  constamment  nuls,  c'est- 
à-dire  les  forces  extérieures  nulles  ou  tout  au  moins  réduc- 
tibles sans  cesse  à  une  résultante  passant  par  le  point  fixe,  ce 
qui  rendrait  applicable  le  principe  de  la  conservation  des  aires 
(no  203). 

231.  Intégration  des  équations  d'Euler,  dans  le  cas  oà  les 
forces  extérieures  ont  toujours  un  moment  résultant  nul  par 
rapport  au  point  fixe,  —  Le  système  (4)  du  n*»  230  devient 
alors 

A^+(C-B)7r=o, 
•      Bg-h(A-C)/7?=o, 
C^+(B-A)/>^  =  o, 
Ajoutant  ensemble  ces  équations  multipliées  respectivement 
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par  p,  q^  r,  on  trouve 

d'où  résulte,  en  intégrant  et  désignant  par  h  une  constante, 

(7)  A/>«-hB^*-hCr«i=:A. 

Si  Ton  avait  ajouté  les  mêmes  équations  multipliées  respec- 
tivement par  A/?,  B(7,  Cr,  on  aurait  eu 

dt  dt  dt 

et,  par  l'intégration, 

(8)  AV-+-B*^*+CV*i=:A-S 

k  désignant  une  nouvelle  constante. 

On  aurait  pu  arriver  directement  aux  équations  (7)  et  (8) 
par  le  théorème  des  forces  vives  et  le  théorème  sur  les  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement.  Le  travail  élémentaire 
total  des  forces  est  égal  (n<*  102)  à  la  somme  de  ceux  qu'elles 
font  dans  les  mouvements  composants /?  <i^  ^c?^,  rûf^;  il  a  donc 
pour  expression 

c'est-à-dire  qu'il  est  nul,  puisque  L,  N,  Q  le  sont.  Donc  la 
force  vive  reste  constante  (n°205).  Or,  si  l'on  nomme  I  le 
moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  instantané  de  rotation,  cette 
force  vive  s'exprime  (n°  222)  par  Iw*,  ou,  en  mettant  au  lieu 
de  I  sa  valeur  en  fonction  de  A,  B,  C  (n*>  218),  par 

o>*( A  cos*a  -h  B  cos*p  -+-  C cos«y)  =  A/>«H-  Bg--f-  Cr«; 

la  dernière  expression  égalée  à  une  constante  donne  Téqua- 
lion(7).  D'un  autre  côté,  puisque  le  moment  résultant  des 
forces  extérieures  relativement  au  point  0  est  toujours  nul, 
J'axe  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  est 
invariable  en  position  et  en  grandeur  dans  l'espace  (n°  203),  et, 
comme  sa  valeur  s'exprime  par  sj \}p^  -^Y^- q^  -\-  CFP^  (n«  229), 
on  en  déduit  l'équation  (8). 

Les  équations  (7)  et  (8)  permettent  d'avoir  deux  des  vitesses 


lOO 
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angulaires  />,  7,  r  en  fonction  de  la  troisième,  par  exemple  p 
et  q  en  fonction  de  r.  On  trouve  successivement,  par  J 'élimi- 
nation de  q  et  de  /?, 

A/?«(A  -  B)  =  A:«-  BA  4-  Cr«(B  -  C), 

B^«(A  — B)=AA  — ^«^Cr«(A-C); 

puis,  si  Ton  porte  les  valeurs  de  /?  et  de  ^  dans  la  troisième 
équation  d'Euler,  il  vient 

prfr  _ 


V/AB 


V/[A:»— B  A -+- C  r^B  —  C)]  [A  A  -  A:^— C  r'- ( A  -  C)] 


ou  bien 


dt=i  —-=-_ 


Cdrs/Tè 


Fig.  357. 


sj{k'' -^ B/e -f-"C> (B  —  C)] [ A/i  — "^c* -  C> (A  -  C)] 

La  relation  entre  r  et  ^  s'obtient,  comme  on  le  voit,  par  une 
quadrature  qui  peut  s'effectuer,  dans  le  cas  général,  au  moyen 
des  fonctions  elliptiques.  Les  fonctions  circulaires  peuvent 
suffire  lorsqu'on  admet  certaines  relations  particulières  entre 
les  moments  d'inertie  A,  B,  C  et  les  constantes  A:  et  /i;  par 
exemple,  si  deux  des  moments  d'inertie  sont  égaux  entre  eux, 
ou  si  l'une  des  quantités  telles  que  A*— BA  devient  nulle, 
parce  qu'alors  il  ne  reste  plus  qu'un  radical  du  second  degré. 
Quoi  qu'il  en  soit,  quand  on  aura  trouvé  une  des  composantes 

/?,  q,  r  de  la  vitesse  angulaire  en  la 
fonction  de  ty  on  connaîtra  par  cela 
même  les  deux  autres  au  moyen 
des  équations  (7)  et  (8), 

Il  reste  encore  maintenant  à 
chercher  les  angles  4^,  6,  ©;  voici 
comment  on  pourra  procéder  à 
cette  recherche.  Puisque  l'axe  OK 
du  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement  reste  fixe  en  posi- 
tion, nous  avons  le  droit  de  le 
choisir  pour  axe  fixe  des  c;  soient  {fig»  267) 

OX  et  OY  les  deux  autres  axes  fixes,  rectangulaires  entre  eux 
et  avec  le  premier; 
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Oj:,  Oj,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie,  mobiles  avec  le 
corps,  axes  dont  la  position  est  déflnie  par  les  angles  <^,  6,  «p  ; 
OA  et  OB  les  mêmes  lignes  que  ci-dessus. 

Les  projections  de  ÔK-~  A:  sur  O5  et  OB  seront  A: cos6  et  ArsinB; 
de  cette  dernière,  on  déduit  les  composantes  de  k  suivant  Oy 
et  Oa:,  savoir  Â:sin6coso  et  ArsinOsincp.Oron  sait  (n*229)que 
les  composantes  de  A:,  suivant  les  mêmes  a*xes,  ont  aussi  pour 
valeurs  respectives  Cr,  B7,  Ap;  donc  on  a  les  équations 

(9)     A:cosO=:rCr,     Arsinôcos^  =  B^,     X:sin6sino=i  A/?, 

qui  font  connaître  6  et  ^  en  fonction  du  temps,  puisque  p,  g^  r 
sont  déjà  déterminés  au  moyen  du  calcul  précédent.  Pour 
avoir  le  troisième  angle  ^,  on  reprendra  Téquation  (n°  230) 

sinô—  =:/?sin«p  -h  gcos^, 

et  Ton  y  mettra  les  valeurs  de  sin<p  et  cos«p  déduites  des  équa- 
tions (9),  ce  qui  donne 

ksm^b^=kp^-{-Bq\ 

La  première  équation  (9)  et  l'équation  (7)  des  forces  vives 
donnent  encore 

ce  qui  permet  de  transformer  Téquation  précédente  en 


(10) 


dt         A«  —  C*  /•* 


Le  second  membre  de  l'équation  (lo)  étant  une  fonction  con- 
nue du  temps,  on  en  déduira  ^  par  une  quadrature. 

Nous  avons  parlé  un  peu  plus  haut  du  cas  particulier  où  l'un 
des  binômes  analogues  à  A:'—  BA deviendrait  nul,  ce  qui  est 
une  circonstance  intéressante  pour  la  simplicité  des  calculs. 
Il  est  bon  d'observer  que  sur  ses  trois  binômes 

A«~A/i,  A-«— B/i,  A-*— C/i, 
un  seul  peut  s'annuler  :  c'est  celui  qui  contient  le  moment 
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d*inerlie  moyen.  Supposons,  en  effet,  ces  moments  d'inertie 
ainsi  rangés  par  ordre  de  grandeur  : 

A>B>C; 

des  égalités  (7)  et  (8),  on  déduit 

A:»—  AA,=  B7»(B  -  A)  -h  Cr«(C  -  A), 
k^—  Bh  =  kp^{k  -  B)  -+-  Cr*(C  -  B), 
A-«_  Ch  =  A/?*(A  —  C)  -+-  B^»(B—  C), 

et,  par  suite, 

A-»— A/i<o,    A-*— CA>o. 

Au  contraire,  Ar' — B/i  se  compose  d'un  terme  positif  et  d'un 
terme  négatif,  de  sorte  que  son  signe  n'est  pas  connu  d'a- 
vance et  que  cette  quantité  peut  devenir  positive,  négative 
ou  nulle,  suivant  le  choix  particulier  des  données  du  pro- 
blème. Il  est  cependant  à  remarquer  que  le  signe  de  A-'—  B/i 
serait  également  déterminé  si  le  moment  d'inertie  moyen  B 
devenait  égal  à  A  ou  C,  et  enfin  que  les  trois  différences 
A:*  — A  A,  k^ — B/i,  k^  —  Ch  seraient  nulles  dans  le  cas  où  l'on 
aurait  A  ==  B  r-  C. 

232.  Théorèmes  de  Poinsot.  —  En  se  bornant  à  supposer 
que  le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  au 
point  fixe  est  toujours  nul,  Poinsot  a  fait  ressortir  un  en- 
semble de  propriétés  fort  remarquables  du  mouvement,  et  dé- 
montré divers  théorèmes  que  nous  pouvons  donner  maintenant 
comme  des  conséquences  presque  immédiates  de  faits  déjà 
établis.  Conservons  le  sens  défini  ci-dessus  (n<>*  229  et  231) 
pour  les  notations  /,  S,  t,  w,  l,  h,  k;  nous  avons  trouvé,  par 
application  du  théorème  des  forces  vives,  l'égalité 

lo)*  —const.  =  /i, 

que  nous  pourrons  écrire  aussi  sous  la  forme 


a>« 


attendu  que,  suivant  la  définition  môme  de  Tellipsoïde  d'iner- 
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lie  (n<>  218),  on  a  pris  l  =  -^  ou  I  —  -ji  •  D'un  autre  côlé,  l'in- 

variabilité  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
conduit  à  la  relation 

(12)  l^.k. 

Cela  posé,  si  Ton  divise  Tune  par  l'autre  les  deux  équations 
précédentes,  il  vient 

(i3)  7"~>t     ^^     ^c,o%i  —  -j^\ 

donc: 

Théorème  I.  —  La  composante  de  la  vitesse  angulaire  instan- 
tanée,  suivant  Vaxe  du  moment  résultant  des  quantités  de 
m.ouvem,ent  par  rapport  au  point  fixe  {ou  suis^ant  la  normale 
au  plan  du  maximum  des  aires  décrites  autour  de  ce  point), 

a  une  valeur  constante  j  • 

Maintenant  on  peut  éliminer  le  rapport  j  entre  les  équa- 
tions (il)  et  (12);  on  trouve  ainsi 

(i4)  0=1—1=  const. 

La  distance  8  entre  le  point  fixe  0  {fig*  258)  et  le  plan  tan- 
gent (P)  à  l'ellipsoïde  d*inertie  du  so- 
lide, pour  le  point  D  où  il  est  rencontré  ^^^'  ^^^' 
par  Taxe  instantané  de  rotation  OU, 
conserve  donc  une  grandeur  invariable. 
Or  on  sait  déjà  que  la  direction  de  ce 
plan  tangent  ne  peut  varier,  car  il  est 
perpendiculaire  à  la  droite  fixe  OK  =  k, 
qui  représente  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  .par  rapport  à 
0;  donc  le  plan  (P)  reste  toujours  le  même,  c'est-à-dire  que  : 

TfiÊOBfiME  II.  —  Le  plan  tangent  de  Vellipsoïde  d'inertie 
pour  le  point  fixe,  mené  à  l'extrémité  du  rayon  qui  coïncide 
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a^^ec  V  axe  de  la  rotation  instantanée  y  occupe  une  position  fixe 
dans  l'espace, 

Enfln  réqualion  (ii)  exprime  la  constance  du  rapport  j> 
et  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  III.  —  La  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  in- 
stantané est  dans  un  rapport  constant  \Jh  avec  le  rayon  de 
r ellipsoïde  d'inertie  dirigé  suivant  cet  axe. 

L'ellipsoïde  d'inertie  pour  le  point  0  est  donc,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  tangent  à  un  plan  fixe  (P),  et 
son  déplacement  élémentaire  à  chaque  instant  est,  comme 
celui  du  solide  auquel  il  appartient,  une  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  le  point  de  contact;  nous  pouvons  donc  dire, 
conformément  à  la  définition  du  roulement  donnée  en  Ciné- 
matique (n°  4.1),  qu'il  roule  sur  ce  plan  tangent.  Ce  n'est  pas 
un  roulement  [5 i'mjo/e,  parce  que  l'axe  instantané  de  rotation 
OU,  passant  par  le  centre  0  de  l'ellipsoïde,  ne  peut  pas  être 
contenu  dans  le  plan  tangent;  le  roulement  est  accompagné 
de  pivotement,  mais  cela  n'empêche  pas  le  point  de  contact 
de  se  déplacer  également  sur  les  deux  surfaces  tangentes 
Tune  à  l'autre.  Nous  avons  vu  d'ailleurs  (n*>  41)  qu'il  se  dé- 
place nécessairement  sur  les  deux,  quand  le  roulement  existe 
en  réalité,  de  sorte  que  l'axe  de  rotation  ne  peut  rester  fixe 
ni  dans  le  corps,  ni  dans  l'espace,  sauf  une  exception  que 
nous  allons  indiquer. 

Lorsque  l'axe  instantané  de  rotation  coïncide  avec  un  des 
axes  principaux  de  l'ellipsoïde  (c'est-à-dire  avec  un  axe  prin- 
cipal d'inertie  du  solide  pour  le  point  fixe  0),  il  est  normal  au 
plan  tangent;  par  suite,  le  point  de  contact  ne  se  déplace 
plus,  et  le  mouvement  se  réduit  alors  à  un  pivotement  qui 
persiste  indéfiniment  autour  du  même  axe.  En  outre,  puisque 
le  rayon  /  ne  varie  pas,  la  vitesse  angulaire  ne  varie  pas  non 
plus,  et  la  rotation  est  uniforme. 

233.  Mouvement  d'un  solide  de  révolution  homogène,  fixé 
par  un  point  de  son  axe.  —  Dans  ce  cas  particulier,  on  pour- 
rait encore  suivre  la  méthode  d'Euler  ci-dessus  développée; 
si  l'axe  de  révolution  était  pris  pour  axe  des  x,  on  devrait  seu- 
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lement  supposer  B  :=  C  dans  les  équations  obtenues  au  n<*230. 
Mais  on  peut  aussi  employer  d'autres  variables  qui  paraissent 
mieux  appropriées  au  cas  dont  il  s'agit  et  donnent  au  calcul 
plus  d'élégance  et  de  simplicité. 

Soient  O  le  point  fixe  {fig.  sSq),  0^  Taxe  de  révolution  du 
corps,  mobile  avec  lui;  OV  une  ligne  fixe  menée  par  le 
point  O.  Quand  le  corps  se  déplace,  ce 
qui  paraît  tout  d'abord  le  plus  intéres- 
sant à  suivre,  ce  sont  les  déplacements 
de  Taxe,  car  la  position  de  cette  seule 
ligne  donne  déjà  celle  de  l'ensemble 
du  corps.  Or  la  position  de  l'axe  sera 
définie  si  l'on  donne  :  i^  l'angle  '^  dont 
le  plan  VO?  a  tourné  autour  de  OV  à 
partir  d'un  plan  fixe  passant  aussi  par 
celte  ligne;  2« l'angle 6  de  OV  avec  OS. 
En  ajoutant  la  connaissance  d'un  troi- 
sième angle  o,  celui  dont  le  corps 
tourne  autour  de  OÇ  pendant  que  celte 
droite  se  déplaçait,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  aurait  la 
définilion  complète  du  déplacement  du  corps.  Quant  à  son 
mouvement  élémentaire  pendant  un  temps  dt^  il  correspond 
aux  trois  différentielles  d^,  e/Ô,  rfcp,  qu'on  peut  regarder  comme 
produites  par  trois  rotations,  avec  les  vitesses  angulaires 

-^  =:  CI)  autour  de  0  V, 
dt  ' 

—  autour  de  la  perpendiculaire  Oti  au  plan  VOÇ, 

--•-  zn  cd'  autour  de  Oî. 
dt 

Le  mouvement  du  plan  VOÇ  autour  de  OV  se  nomme  pré- 
cession, et  la  rotation  autour  de  Ottj  se  nomme  nutation.  Ces 
termes,  empruntés  à  l'Astronomie,  auraient  ici  la  significa- 
tion qu'on  leur  a  donnée  dans  cette  science,  si  05  était  l'axe 
de  la  Terre  et  OV  la  perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptique. 
Quant  à  la  rotation  autour  de  OÇ,  qu'il  faut  joindre  aux  deux 
précédentes,  nous  l'appellerons  rotation  propre  du  corps, 
dénomination  dont  on  va  bientôt  comprendre  le  motif. 


I06  QUÀTRIÈXE   PARTIE.    —   CHAPITRE  DEUXIÈME. 

Prenons  maintenant  pour  axes  rectangulaires  les  lignes  0$, 
Otj  et  une  troisième  ligne  droite  Oî  perpendiculaire  à  OS 
dans  le  plan  V0$.  D'après  une  remarque  faite  à  la  fin  du 
n®  218,  ces  axes  constituent  un  système  de  trois  axes  princi- 
paux d'inertie  pour  le  point  0  ;  mais,  contrairement  à  ce  qui 
avait  lieu  dans  la  méthode  d'Euler,  ils  se  déplacent  à  la  fois 
dans  le  corps  et  dans  l'espace;  leur  mouvement  est  défini 
par  la  variation  des  angles  ^  et  6,  tandis  que  celui  du  solide 
comporte  en  outre  la  variation  de  çp.  Comme  on  le  voit,  la 
rotation  propre  du  corps  est  ce  qui  distingue  son  mouvement 
de  celui  des  axes  0?,  Ot),  OÇ.  Si  l'on  cherche  les  compo- 
santes p,  ç,  r  de  la  vitesse  angulaire  instantanée  du  corps 
suivant  les  trois  axes,  on  trouvera  respectivement 

/?zir  (i>'-i-a)cos6,    ^  = -- »     r  =  (Dsm6. 

Les  axes  mobiles  auraient  en  moins  la  vitesse  w';  les  com- 
posantes p',  q'y  r'  de  leur  rotation  instantanée  suivant  0$, 
Ot),  oc  seraient  donc 

/?'=:a>cos6  rzz  rcotO,     ç'^^Çf     r'=  tosinO  — /'. 

Soient  encore  A  le  moment  d'inertie  du  solide  relative- 
ment à  OÇ;  B  le  moment  d'inertie  pour  tout  axe  perpendicu- 
laire mené  en  0;  ()K  =  A-  l'axe  représentatif  du  moment  ré- 
sultant des  quantités  de  mouvement  par  rapport  au  point  O. 
Les  composantes  de  cet  axe  ou  les  coordonnées  de  son  ex- 
trémité K  dans  le  système  OÇ,  Ot),  Oî  seront  (n°  229) 

Ç  =  A/?,     TQzzzBçr,     Ç=Br; 

la  vitesse  relative  du  même  point  relativement  aux  axes  aura 
pour  composantes 

dt"     dt'    de"    de'    de"    dt' 

Quant  aux  composantes  de  la  vitesse  d'entraînement  v'  du 
même  point  K,  considéré  comme  lié  aux  axes  mobiles,  on 
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sait  (n®  39)  qu'elles  ont  pour  valeurs 

j^^  zzz^'Ç  —  r'7i  =  gBr—  rB^  =  0, 

{/^  —  r'I  —p'K  —rkp—  rcotOBr  =  A/?r  — Br*cote, 

v'x,  ^=^p''n  — <i'l  ~  rcotô.B^  —  <7A/?  =  B7rcot6  —  Kpq, 

Si  donc  on  égale  les  composantes  de  la  vitesse  absolue  du 
point  K  suivant  0?,  Ot),  OC  respectivement  aux  sommes  des 
moments  L,  N,  Q  des  forces  extérieures  par  rapport  à  ces 
mêmes  droites,  on  aura 

dt  ' 

(i5)  ^  ^^  +  Ajor  — Br'cotô  =N, 

dr 
B  ~  -h  Bqr  cote  —  kpq  —  Q. 

Il  faudrait  encore  joindre  à  ces  trois  équations  les  trois 
suivantes  : 

/  ijv  do       d'h        ^  d%  cl^    •    r. 

('^)       J"  =  dï -^ di ''''^'   'J-dV    '^-di'""'' 

et  Ton  aurait  six  équations  différentielles  simultanées  qui  dé- 
termineraient/?, q,  r,  ^,  6,  çp  en  fonction  du  temps  ty  si  toute- 
fois L,  N,  Q  étaient  données  en  fonction  de  ^  des  inconnues 
et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  t.  Le  problème  consistant 
à  trouver  le  mouvement  du  corps  est  donc  réduit  à  une  pure 
question  d'analyse. 

234.  Ccis  particulier  d'une  précession  uni/orme  sans  nu- 
talion^  avec  rotation  propre  uniforme,  —  Après  la  rotation 
autour  d'un  axe  fixe,  le  mouvement  le  plus  simple  qu'on 
puisse  imaginer  pour  le  solide  considéré  au  n®  233  consiste- 
rait en  une  rotation  uniforme  autour  de  son  axe  de  figure, 
pendant  que  celui-ci  tournerait  uniformément  autour  de  OV, 
sans  nutation.  Cherchons  les  moments  L,  N,  Q  capables  d'en- 
tretenir ce  mouvement.  On  doit  supposer  ici,  les  notations 
restant  celles  du  n^'  233, 

(17)   Ozriconst.,    ^~o,    -p3=a)=:consl.,    ~  =(!)'  — consl.; 
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d'où  Ton  lire 

p  =  consl.,    r  t=  const., 

et  par  substitution  dans  les  équations  (i5), 

(i8)  Lzzio,     Q  =  o,     N  =  A/?r  — Br'coie. 

Les  équations  (i8),  déduites  de  Thypothèse  exprimée  par 
les  équations  (17),  sont  des  conditions  nécessaires  pour  la 
réalisation  de  cette  hypothèse. 

Réciproquement,  si  le  moment  résultant  des  forces  exté- 
rieures satisfait  aux  conditions  (18)  et  si  g  est  nul  à  l'origine 
du  temps,  le  mouvement  du  corps  consistera  en  une  rotation 
uniforme  autour  de  son  axe  de  figure,  avec  précession  uni- 
forme autour  de  OV,  sans  nutation,  conformément  aux  équa- 
tions (17).  Les  deux  premières  équations  (i5)  donnent  en 
effet 

dp  do  ,,   , 

-'-  z=LO^     __  ==  o,     d  ou    p  ~-  const.,     g  -  :  const.  —  o. 

En  vertu  de  Q  — o,  7  —  0,  la  dernière  équation  (ï5)  donne 

-—  zzzo  ou  r  =  const.;  alors,  g  étant  nul  et /?  constant  ainsi 

que  r,  les  équations  (16)  montrent  immédiatement  que  0, 

-r;  -r-  restent  aussi  invariables. 
dt    dt 

Nous  n'avons  fait  jusqu'à  présent  aucune  hypothèse  sur  les 
forces  extérieures,  ni  sur  la  direction  de  la  ligne  OV.  Doré- 
navant nous  supposerons  le  corps  soumis  à  la  pesanteur  et  la 
ligne  OV  verticale.  Soit  P  le  poids  total,  qui  agit  parallèle- 
ment à  OV,  au  centre  de  gravité  G  situé  sur  0^,  à  la  dis- 
tance OG  —  a  du  point  0.  Supposons  en  outre^  une  force  F 
appliquée  en  un  point  D  de  OÇ,  à  la  distance  01)  =.  /,  dans  le 
plan  vertical  VOÇ  et  parallèlement  à  OÇ.  Si  aucune  autre 
force  extérieure  n'agit  (à  part  celles  qui  pourraient  passer 
en  0),  nous  aurons 

L  =  o,     Q=:^o,    N:--Pasine  — F/, 

et  l'on  voit  que  les  conditions  (18)  seront  satisfaites  en  posant 

seulement 

Pasine  —  Yl  —  kpr--  Br'cotO. 
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Donc  on  pourrait,  en  appliquant  au  point  D,  parallèlement 
à  OC,  la  force  F  déterminée  par  celte  relation,  produire  le 
mouvenient  particulier  dont  nous  nous  occupons,  c'est-à-dire 
rendre  invariables  les  valeurs  de  0,  />,  r  (ou  de  6,  w,  a>')  qui 
existeraient  à  Tinstant  où  commencerait  Taclion  de  cette 
force. 

La  force  additionnelle  F  sera  nulle,  et  les  valeurs  initiales 
de  6  et  des  vitesses  angulaires  se  conserveront  sous  la  seule 
action  du  poids,  quand  elles  vérifieront  la  relation 

(19)  Va  sinO  —  kpr  —  B  r'  cot6. 

On  peut  introduire  dans  cette  relation,  au  lieu  de  p  et  r,  la 
vitesse  de  précession  to  et  la  vitesse  u>'  de  la  rotation  propre 
du  corps  autour  de  son  axe  de  figure;  il  suffit  d'y  faire 
p  z=z  (u'-+-  w  cosô,  r  =z(x}  sin6,  ce  qui  donne 

Aw  sin6(o>'-r-  w  cos6)  —  Bw'  sinô  cosÔ  _-  Pa  sin6. 

Nous  laisserons  de  côté  la  solution  sinO~o;  dans  ce  cas 
Taxe  OS  serait  vertical  et  le  mouvement  se  réduirait  à  une 
rotation  uniforme  (o  4-  w'  autour  d'une  droite  fixe,  sous  Tac- 
lion  d'un  moment  nul,  la  droite  fixe  étant  d'ailleurs  axe  prin- 
cipal d'inertie  au  centre  de  gravité.  C'est  un  cas  déjà  connu 
(n*  5fâ4),  et  dans  lequel  il  n'y  a  plus,  à  proprement  parler, 
de  précession.  L'équation  précédente,  débarrassée  du  fac- 
teur sinô  et  ordonnée  par  rapport  à  w,  devient 

(20)  (A  —  B)ci>'  cos6  --f-  Awo)'  —  Fa  —  o. 

Pour  chaque  valeur  de  la  rotation  propre  w',  il  y  a  deux  va- 
leurs de  co  fournies  par  l'équation  (20),  qui  rendent  le  phé- 
nomène possible;  ces  valeurs  sont 


A(o'-}-  v/A»a)'2-4-  4P«(  A  —  B)  cose 


COi—   - 

2(A  — B)cose 

êm\        *     '■ 

Aœ'      v/A2(./*+4Pa(A 

H)cosO 

(0) 

2(A  — B)cosb 

Si  <«>'  est  très  grand,  le  radical  se  remplace  approximative- 
ment par 

,    ,r        2Pa(A--B)cosOl 
Aa>'[i4- ^^,y^ J, 
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et  les  deux  racines  de  Téquation  (20)  deviennent 

Va  A(o'  Pa 


0),=   -—  ,,        W,=l  — 


'""Aoi'         *"~      (A  — H)cose       Aoj'^ 

Tune  est  très  petite  et  indépendante  de  6,  l'autre  est  très 
grande  et  devient  infinie  pour  6  ==  go'». 

En  donnant  au  corps,  à  l'origine  du  mouvement,  les  vi- 
tesses w'  et  Wi  (ou  0)'  et  0),),  6  reste  constant,  ainsi  que  la 
vitesse  de  précession  et  la  vitesse  propre  w'  autour  de  Taxe 
de  figure. 

235.  Mouvement  le  plus  général  d'un  solide  de  révolution 
pesant  et  homogène  fixé  par  un  point  de  son  axe,  —  On  ne 
suppose  aucune  condition  devant  être  remplie  par  les  vi- 
tesses a>,  o)',  q  à  l'instant  initial,  mais  on  admet  que  l'action 
de  la  pesanteur  soit  la  seule  force  directement  appliquée  au 
corps  de  révolution  homogène,  dont  on  s'est  occupé  aux 
n"  233  et  234..  D'abord  on  a,  en  conservant  les  mômes  nota- 
tions, 

L  — o,     N  =  Pasin6,     Q=:o; 

et  les  équations  (i5)  deviennent 

/      dp 
^di^-""' 

(21)  /  B  ^-r-A/?r— B/'*cotOi=zPasine, 

^dr  -^  Bqr  cotO  —  Apg  z^  o. 
di 

En  vertu  de  la  première  de  ces  équations/?  est  constant; 

la  troisième   multipliée  par  sinô  peut  s'écrire,   eu    égard 

d^ 
kpzrz:  const.  ct  à  ^  =^  -r.y 

-7-(A/?cos6-}-  Brsin6)  =  o; 

donc  on  a,  en  désignant  par  %  et  Tq  les  valeurs  initiales  de  0 
et  de  /•  pour  i  =  o, 

( 22 )  Ap  cos6  -+-  B  r  sinô  =  A/?  cosô© 4-  B  Tq  sinO©, 
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ce  qu'on  aurait  pu  trouver  aussi  par  l'application  du  troisième 
théorème  général  relativement  à  Taxe  OV  (n<>  200).  Le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (22)  représente  en  effet  la  pro- 
jection de  OK  sur  OV  à  un  instant  quelconque,  puisque  c'est 
la  somme  des  projections  des  composantes  A/>,  B^,  Br  de 
cette  droite;  c'est  donc  aussi  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  du  corps  par  rapport  à  OV.  Or  cette 
somme  doit  rester  constante,  car  les  poids  des  divers  points 
matériels  sont  parallèles  à  OV  et  ont  un  moment  nul  rela- 
tivement à  cette  droite  {n^  103),  tout  comme  les  réactions  du 
point  fixe  0  qui  complètent  l'ensemble  des  forces  extérieures. 
Ajoutons  ensuite  la  seconde  et  la  troisième  des  équa- 
tions (21),  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  q 
et  r;  il  viendra 

B  ^-—'—. —  Vaq  sinô  z=.  Va  sm6  -j- > 

dt  ^  dl 

d'où  résulte,  en  nommant  encore  q^  la  valeur  initiale  de  7, 

(23)  -!-B(7«-4-r*— ^;— r*)=iPa(coseo— cosô), 

équation  que  donnerait  immédiatement  le  théorème  des 
forces  vives  (n'»  205).  En  effet,  les  axes  OÇ,  Otj,  OC  étant  des 
axes  principaux  d'inertie,  auxquels  correspondent  les  mo- 
ments d'inertie  A,  B,  B  et  les  composantes  /?,  q,  r  de  la 
vitesse  angulaire  du  corps,  la  force  vive  s'exprime  (n<»231) 

par 

Ap'H-B7*H-Br*    ou  par    A/?*h- B(<7'-i- r»). 

Comme  p  est  constant,  le  premier  terme  ne  varie  pas,  en 
sorte  que  le  premier  membre  de  l'équation  (28)  exprime  le 
demi-accroissement  de  la  force  vive  du  corps.  Le  second 
membre  représente,  comme  il  est  aisé  de  le  constater,  le 
travail  du  poids  total  appliqué  au  centre  de  gravité  G,  ou  la 
somme  des  travaux  des  poids  élémentaires  (n°  153);  l'égalité 
des  deux  membres  résulte  bien  du  théorème  des  forces  vives. 

De  Téquation  (22)  on  tire 

(24)  ri=:g-^[A/?(coseo— cose)H-BroSineo], 
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puis  on  a,  par  l'équation  (aS),  après  avoir  remplacé  r  par  sa 
valeur  (24), 


li  2Pa 

/|^Î+^J+  -g-(coseo— cos6) 


V  "  B^^  [ A/>(cosOo  -  cosô)  4-  Bro  sinôo? 


Celte  relation  est  de  la  forme 

t  -m- 

on  en  déduit  par  une  quadrature 

,0 


'  -X  y-f^> = ""'  -  '"•>• 


en  représentant  par  F(6)  Tintégrale  indéfinie  ^Cy---  On 

connaît  ainsi  implicitement  6  en  fonction  de  t.  Observons  en- 
suite que  les  équations  (24)  et  (25)  déterminent  r  et  <7  en 
fonction  de  6  et  par  suite  en  fonction  de  t\  d'ailleurs/?  con- 
serve toujours  sa  valeur  initiale.  Au  moyen  des  relations 

(no  233) 

r 

(U  =  -. — r  >       \ù'  --.  p  —  O)  COS  6, 

sinO  ^ 

on  aurait  la  vitesse  de  précession  et  la  vitesse  propre  autour 
de  Taxe  de  figure;  enfin,  au  moyen  des  relations 

on  aurait  les  angles  <J/  et  ^p  qui,  conjointement  avec  6,  défi- 
nissent la  position  du  corps,  savoir 


4;  =  I  ta  dt^  I      -r-r-i  >      (;>  —  1  o>'  dt  ziz  1 


Aô) 


Le  mouvement  se  trouve  ainsi,  par  de  simples  quadratures, 
portant  toujours  sur  des  fonctions  de  6  connues  sous  forme 
finie  et  exprimables  algébriquement  au  moyen  de  sin6  et  cos6 
seulement. 
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La  discussion  de  réquation  (26)  conduit  à  quelques  re- 
marques intéressantes.  Soit  donné  ^o>  o;  dans  le  commence- 

ment  du  mouvement  --r-  est  positif,  le  radical  doit  se  prendre 

positivement  dans  l'équation  (26)  et  6  va  en  croissant  avec  t. 
Mais  6  ne  peut  pas  croître  jusqu'à  la  valeur  tu,  car  la  quantité 
sous  le   radical,  égale  à  ql   pour  6z=6o,  deviendrait  égale 

à  —  00  pour  6  =  Tc,  ^^  Tt  PS^sserait  par  des  valeurs  imagi- 
naires, ce  qui  est  absurde.  Donc  6  ne  pourra  croître  au  delà 
d*une  certaine  limite  6|  comprise  entre  %  et  u,  pour  laquelle 
le  radical  passe  par  zéro.  Arrivé  à  6|  Tangle  ô  ne  pourra  plus 
que  rester  constant  ou  décroître.  S'il  restait  constant,  q  reste- 
rait toujours  nul,  r  conserverait  également  une  valeur  Tj 
déterminée  par  l'équation  (24),  et,  dans  tous  les  cas,  p  ne 
varie  point  ;  on  arriverait  donc  à  un  état  particulier  de  mou- 
vement identique  avec  celui  qu'on  a  étudié  au  n<»  234,  et  par 
conséquent  il  faudrait  qucf  /?,  r,,  ôj,  Pa,  A,  B  vérifiassent 
l'équation  (19),  ce  qui  en  général  ne  se  réalisera  pas  pour 
des  données  choisies  au  hasard.  Sans  nous  occuper  davantage 
de  ce  cas  exceptionnel,  admettons  donc  que  0  va  décroître  à 
partir  de  l'époque  où  Ton  aura  6  =  6,,  et  que  par  conséquent 
il  faut  à  cet  instant  prendre  négativement  le  radical  de  l'é- 

quation  (25).  La  dérivée  -tt  repassera  en  ordre  inverse  par 

les  valeurs  qu'elle  avait  prises  entre  60  et  6,,  mais  avec  un 
signe  contraire;  6  décroîtra  donc  d'une  manière  également 

symétrique,  et  en  arrivant  à  6  =::  60  la  dérivée  -3-  aura  la  va- 
leur —  qo.  A  partir  de  là  6  continue  à  diminuer,  puisque  sa 
dérivée  est  négative  ;  mais,  par  une  raison  toute  semblable  à 
celle  qu'on  vient  de  donner  pour  la  limite  6,,  il  ne  pourra 
franchir  une  limite  6,  comprise  entre  60  et  zéro,  pour  la- 
quelle le  radical  de  l'équation  (26)  s'annulera  de  nouveau. 
Laissant  encore  de  côté  le  cas  singulier  où  6  pourrait  con- 
server indéfiniment  la  valeur  6„  on  voit  qu'à  partir  de  l'in- 

d^ 
siant  où  elle  se  produit  -7-  change  encore  de  signe,  6  recom- 
mence à  croître  jusqu'à  6,,  puis  décroît  de  6,  à  6,,  revient 
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de  ô|  à  6],  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Il  y  a  donc  oscil- 
lation de  l'axe  de  figure  0^  entre  deux  angles  61,  0,,  racines 
de  réquation 

Çl-^  ^l-^  -^  (cosôo  —  cosO) 

—  ^î-^^q[A/>(cosOo— cose)-f-B/-oSineo]*  ^o, 

ces  deux  racines  devant  comprendre  entre  elles  0^  et  étant, 
parmi  toutes  celles  de  l'équation,  celles  qui  sont  les  plus  voi- 
sines de  Oo,  tant  au-dessus  qu'au-dessous. 

L'hypothèse  qo<.o  se  discuterait  de  la  même  manière.  On 
constaterait  que  0  décroît  d'abord  jusqu'à  la  limite  6,  ci-dessus 
trouvée,  croît  ensuite  jusqu'à  l'autre  limite  6,,  puis  décroît  de 
nouveau  jusqu'à  Oi,  revient  à  ôf^  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
En  supposant  la  même  valeur  absolue  à  ^0»  on  retrouverait 
tout  à  fait  le  même  mouvement  que  dans  l'hypothèse  Ço  >  o, 
avec  cette  seule  différence  que  l'origine  du  temps  aurait  été 
déplacée  et  mise  à  l'instant  où  6,  après  avoir  atteint  sa  li- 
mite 6„  serait  revenu  à  60  pour  la  première  fois. 

Supposons  enfin  q^^=LO.  Alors,  si  l'on  pose 

.f(ô)i=BVJsin*e-i-2BPasin»e(coseo— cosO) 

—  [A/?(cosOo—  cosô)  -hB/'osinOo]* 

m  BVJ(sin-e  —  sin^Oo)  —  2BP«  sin*e(coseo  —  cosO) 

—  A*/>'(cos6o—  cos6)*—  2AB/?roSin6o(cosôo— cosO), 

l'équation  (25)  pourra  s'écrire 


^  — 


BsinO 


\/j(e). 


Par  hypothèse  q^  est  nul;  donc  ^{%)  =  o,  et  pour  des  valeurs 
de  0  très  peu  différentes  de  %  qui  se  produiront  tout  d'abord, 
on  aura,  d'après  la  formule  de  Taylor, 

.f(e)  =  .f  (60)  4-  (6  -  80)  J'(6o)  =  (0  -  60)  J'(eo), 


d'où  résulte 


(^^>  ^---Biiïïê:^^''-'^'')^'^^»)- 
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Or  on  lire  de  l'expression  ci-dessus  donnée  de  ^(6) 

^'(6)  =2B*rîsinecose 

-f-  4BPa  sinO  cos6(coseo—  cos6)  -+-  aBPa  sin'6 
-h  2A'y?-(cos6o—  cos6)  sin6  —  2  AB/>roSin6oSin6, 

J'  (  60  )  =  2  B  V J  sin  60  cos  60  H-  2  BP  a  sin'  60—2  XBpr^  sin*  6© 
=  2Bsin'6o(BrJcot6o-i-Pflsinôo  — A/?ro). 

En  imaginant  que  cette  valeur  soit  reportée  dans  Téqua- 
tion  (26),  on  voit  tout  de  suite  que  0  doit  commencer  par 
croître  ou  par  décroître  suivant  que 

(  27  )  B  r J  co 1 60  -h  P  a  sin  60  —  A/^r^ 

est  positif  ou  négatif,  car  autrement  g  deviendrait  imaginaire, 
ce  qui  est  impossible.  Connaissant  par  là  le  signe  des  pre- 

mières  valeurs  de  -z-  ou  g,  on  rentre  dans  Tun  des  cas  précé- 
demment étudiés  go  >  o,  ^0  <  o,  lesquels  répondent  respecti- 
vement aux  signes  -f-  et  —  de  l'expression  (27).  Si  cette 
expression  s'annulait,  on  serait  dans  le  cas  singulier  traité  au 
B?  234,  celui  d'une  précession  et  d'une  rotation  propre  toutes 
deux  uniformes,  sans  nutation,  car  l'équation  (19)  serait  alors 
vérifiée;  0  conserverait  indéfiniment  la  valeur  %.  On  pourrait 
le  prouver  d'une  autre  manière,  en  constatant  (ce  que  nous 
nous  dispenserons  de  faire)  que  ^''(69)  est  nécessairement  né- 
gative quand  ^*{%)  est  nulle;  comme,  d'autre  part,  ^(6)  peut, 
dans  les  premiers  temps  à  partir  de  l'époque  où  6  =  60,  être 
remplacée  par 

,f(e)  =  J(ôo)4-(e-Oo)r(eo)-h~(o~Oo)^F(eo) 

il  en  résulte 


v/; 


valeur  imaginaire  si  6  diffère  de  %. 

Lorsque  6  varie  et  oscille  entre  deux  limites  61  et  0,,  on  peut 
reconnaître  que  ces  deux  limites  tendent  à  se  rapprocher  do 
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plus  en  plus,  à  mesure  que />  devient  plus  considérable.  La 
condition  pour  que  q  soit  réel,  c'est-à-dire  pour  que  le  radical 
porte  sur  une  quantité  positive  dans  l'équation  (aS),  peut,  en 
effet,  s'écrire 

[A/?(cos6o—  cos6)  -f-B/'oSinOo]* 

[2Pa  1 

^î  +  ^î  -+-  -^  (cosBo  —  cosO)    ; 

il  en  résulte  a  fortiori 

(28)    [A;>(coseo-cos6)H-BroSin6oP<B«(^7j-f-rj4-^^\ 

car  on  a  nécessairement  augmenté  le  second  membre  de  la 
première  inégalité  en  remplaçant  dans  le  second  membre 
sin-e  par  i  et  cos6o— cos6  par  2,  pourvu  que,  en  outre,  on 
considère  le  produit  Va  comme  toujours  positif,  quelle  que 
soit  la  position  du  centre  de  gravité  G.  Désignons  maintenant  ' 
par  V,  V,  y  les  valeurs  absolues  de 


/                    4Pa 
Bi/^J-t-rjH jv— ,  A/?(cos6o— cos6),  BroSinOg. 

Le  premier  membre  de  l'inégalité  (28)  est  le  carré  d'une 
certaine  quantité  positive,  qui  peut  avoir  pour  expression, 
suivant  les  cas, 

V'4-  V  ou  V—  \'  ou  V''—  V. 

Dans  le  premier  cas,  l'inégalité  donnerait 

V'-hY''<V    ou    V'<V-V^ 

dans  le  second,  elle  donnerait 

V— V''<V     ou     V'<V-4-V''; 

dans  le  troisième,  on  aurait 

Donc,  dans  tous  les  cas,  V  ou  A/>(cos6o—  cosô)  a  une  limite 
finie,  au  plus  égale  à  V  h- V%  et,  par  suite,  la  valeur  absolue 
decosOo— cosô  reste  toujours  inférieure  à  celle  de  la  con- 
stante V  -h  V  divisée  par  kpy  quotient  qui  tend  indéfiniment 
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vers  zéro  quand  p  croît  de  plus  en  plus.  Quand  le  cosinus  varie 
peu,  il  en  est  de  même  de  Tangle;  donc  0  varie  peu  dans  le 
cas  d'une  grande  valeur  de/?,  et,  pour  Toeil  d'un  observateur, 
le  corps  semble  se  mouvoir  sans  nutation,  avec  des  valeurs 
constantes  de  0,  r  et  p.  On  retombe  donc  en  apparence  dans 
le  cas  du  n"*  23^. 


§  IV.  —  Mouvement  d'un  solide  libre,  soumis 
à  des  forces  quelconques. 

236.  Solution  générale  du  problème.  —  Lorsqu'on  connaît 
toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  un  solide  libre,  le 
premier  théorème  général  de  la  Dynamique  (n®198)  permet 
déjà  de  déterminer  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du 
corps;  on  se  rappelle,  en  effet,  que  ce  point  se  meut  comme 
s'il  réunissait  la  masse  totale  M  du  système  et  s'il  était  solli- 
cité par  la  résultante  de  translation  des  forces  extérieures,  de 
sorte  que  la  question  se  réduit  à  trouver  le  mouvement  d'un 
point  matériel  sous  l'action  de  forces  données.  On  sait  mettre 
le  problème  en  équation  (n""  lOï),  et  sa  solution  ne  comporte 
plus  que  des  diftlcultés  d'analyse. 

Imaginons  maintenant  des  axes  de  direction  constante  Gx, 
G/,  G 5  {fig-  260),  ayant  toujours  leur  origine  au  centre  de 
gravité  G.  Puisque  le  mouvement  de 
ce  point  est  désormais  censé  connu,  *^*  ^  °' 

on  pourra  retrouver  à  toute  époque 
la  position  du  point  G  relativement  à 
des  axes  fixes  OX,  OY,  OZ  parallèles 
aux  axes  mobiles,  et,  par  suite,  la 
position  du  corps  à  l'époque  dont  il 
s'agit  sera  aussi  parfaitement  connue, 
si  Ton  parvient  à  trouver  le  déplace- 
ment qu'il  a  pris  relativement  au  sys- 
tème Gj7,  G^,  g  5.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  le 
mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  à  des  axes  de  direc- 
tion constante  passant  au  centre  de  gravité.  Ce  mouvement 
relatif  ayant  lieu  autour  du  point  fixe  G,  on  voit  qu'il  y  a  pos- 
sibilité de  le  déterminer  (toujours  sauf  les  difficultés  d'ordre 
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purement  analytique)  par  l'emploi  de  la  méthode  d'Euler 
{w*  230).  Or  les  forces  ne  figurent  dans  cette  méthode  que  par 
leurs  moments  relativement  à  des  axes  passant  par  le  point  G; 
d'autre  part,  on  a  déjà  eu  l'occasion  de  démontrer  (n®209) 
que,  pour  des  axes  menés  par  G,  les  forces  apparentes  à  in- 
troduire, afin  d'avoir  le  droit  de  traiter  comme  absolu  le  mou- 
vement relatif  dont  il  s'agit  ici,  ont  une  somme  de  moments 
constamment  nulle.  Donc  ces  forces  disparaîtront  d'elles- 
mêmes,  et  le  mouvement  s'effectuera  autour  du  centre  de 
gravité  sous  la  seule  action  des  forces  extérieures  réelles, 
comme  autour  d'un  point  véritablement  fixe. 

On  voit,  par  conséquent,  que  le  problème  consistant  à  trou- 
ver le  mouvement  d'un  solide  libre,  sous  l'action  de  forces  exté- 
rieures données,  se  ramène  à  deux  problèmes  déjà  résolus. 

237.  Forces  équivalentes  au  point  de  vue  du  mouvement,  — 
Nous  ajouterons  encore  une  observation  relativement  aux  sys- 
tèmes de  forces  qu'on  peut  substituer  les  uns  aux  autres  sans 
altérer  le  mouvement  d'un  solide.  Supposons  d'abord,  pour 
fixer  les  idées,  le  cas  d'un  solide  parfaitement  libre.  Le  mou- 
vement du  centre  de  gravité  est  déterminé  par  la  résultante 
de  translation  des  forces  extérieures,  et  le  mouvement  autour 
du  centre  de  gravité  par  leur  moment  résultant  relativement 
à  ce  point;  ces  deux  mouvements  composants  déterminent 
eux-mêmes,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  mouvement  absolu 
du  solide.  Or  les  systèmes  de  forces,  qu'on  a  nommés  équiva- 
lents en  Statique  (n'137),  jouissent  de  la  double  propriété 
d'avoir  même  résultante  de  translation  et  même  moment  ré- 
sultant relativement  à  un  point  quelconque;  il  y  a,  pour  cela 
seulement,  six  conditions  à  remplir,  savoir  que  les  sommes 
algébriques  de  projections  et  de  moments  soient  les  mêmes 
dans  les  deux  systèmes  pour  trois  axes  rectangulaires  choisis 
comme  on  voudra.  Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  deux 
systèmes  seront  équivalents,  non  seulement  au  point  de  vue 
de  l'équilibre  d'un  solide,  mais  encore  à  celui  du  mouvement 
qu'ils  pourront  lui  communiquer. 

Si  le  corps  n'est  pas  libre,  on  pourra  toujours  le  considérer 
comme  tel,  en  tenant  compte  des  forces  a  priori  inconnues 
que  peuvent  exercer  sur  lui  les  obstacles  opposés  à  son  mou- 


DYNAMIQUE   DES  SOLIDES.  I  I9 

vemenl.  Les  équations  du  mouvement  se  poseront  alors 
comme  si  le  corps  était  libre;  deux  systèmes  équivalents  de 
forces  y  produiront  encore  les  mêmes  termes  et,  par  consé- 
quent, pourront  se  substituer  Tun  à  l'autre  sans  altérer  au- 
cune des  équations  qui  déterminent  soit  le  mouvement  du 
corps,  soit  les  forces  qu'il  reçoit  de  la  part  des  obstacles.  On 
peut  citer  comme  exemple  le  cas  traité  aux  n®*  222  et  suivants 
d'un  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe;  il  est  aisé 
de  constater  que  les  formules  établies  pour  trouver  son  mou- 
vement et  les  réactions  des  appuis  ne  contiennent  que  les 
sommes  de  projections  des  forces  extérieures  données  sur 
trois  axes  rectangulaires^  et  les  sommes  de  leurs  moments 
relativement  à  ces  mêmes  axes. 

238.  Mouvement  pris  par  un  solide  libre  animé  d'une  vi- 
tesse initiale,  à  la  suite  d'une  ou  plusieurs  percussions  simulta- 
nées; choc  de  deux  solides  animés  de  mouvements  quelconques. 
—  Connme  application  des  généralités  qui  précèdent,  nous 
allons  chercher  la  modification  de  mouvement  produite  sur 
an  solide  libre  par  une  ou  plusieurs  percussions,  dont  toutes 
les  actions  sont  renfermées  dans  un  seul  intervalle  de  temps  0 
extrêmement  court.  On  peut  d'ailleurs  admettre  que  certaines 
percussions  agissent  seulement  pendant  une  partie  de  la  du- 
rée 6,  cela  est  indifférent.  On  suppose  donnée  la  position  du 
corps,  laquelle  reste  sensiblement  invariable  pendant  toute  la 
durée  du  phénomène  considéré  (n®  195);  on  donne,  en  outre, 
le  mouvement  du  solide  au  commencement  de  cette  durée, 
lequel  est  défini  par  la  vitesse  Vo  du 
centre  de  gravité  G  {/ig,  261)  et  par  ^*&-  ^^*- 

la  vitesse  angulaire  (o^  qui  a  lieu,  au 
même  instant,  autour  d'un  certain  axe 
GUo  mené   par  le  point  G.  Après  le 
temps  0,  quand  les  percussions  auront 
cessé  d'agir,  Vo  et  <do  seront  devenus 
V,  et  ci>i,  et  l'axe  de  rotation  se  sera 
changé  en  GUj.  11  s'agit  de  trouver  Vi,  coi  et  l'axe  GU„  en  don- 
nant, bien  entendu,  les  forces  de  percussion  ou  tout  au  moins 
leurs  impulsions  totales  pendant  le  temps  0,  en  position,  gran- 
deur, direction  et  sens;  soient  Ri  la  résultante  de  translation 
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de  ces  impulsions  totales,  Sj  Taxe  représentatif  de  leur  mo- 
ment résultant  par  rapport  à  G. 

Afin  de  résoudre  la  question,  nous  appliquerons  le  théo- 
rème de  d*Alembert  modifié  pour  le  cas  des  forces  instanta- 
nées (n«19o),  consistant  en  ce  qu*il  y  a  équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  perdues  et  les  impulsions  de  ces 
forces.  Soient  d'abord  les  droites  GAo,  GAi  représentant  en 
grandeur,  direction  et  sens  les  quantités  de  mouvement  MV©, 
MV,  qu'aurait  la  masse  entière  M  condensée  au  centre  de  gra- 
vité G:  la  quantité  de  mouvement  perdue  par  ce  point  idéal 
de  masse  M  sera  représentée  par  la  droite  Ai  A©,  et,  puisqu'il  se 
meut  comme  s'il  était  soumis  à  l'impulsion  Ri,  Ai  Aq  est  égale  et 
contraire  à  Rj.  Pour  construire  GA, ,  il  suffira  donc  de  porter 
au  bout  de  la  droite  connue  GAo  une  longueur  égale  et  paral- 
lèle à  Ri  et  de  même  sens;  ayant  obtenu  GAj,  on  connaîtra 

par  là  même  V|  =  — rj^  • 

Imaginons  maintenant,  portées  sur  les  axes  de  rotation,  les 
longueurs  représentatives  GU©  i^wo,  GUi  :==u)i.  La  rotation  per- 
due est  représentée  par  la  ligne  GU,  second  côté  d'un  parallé- 
logramme GUiUqU  qui  a  GUo  comme  diagonale  et  GUi  comme 
premier  côté  ;  nommons  co  cette  rotation  perdue.  Les  quantités 
de  mouvement  perdues  dans  le  mouvement  autour  du  centre  de 
gravité  G  répondent  à  cette  rotation  t»;  leur  moment  résultant 
par  rapport  à  G  est  représenté  (n*229)  par  un  axe  k  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  mené  à  l'ellipsoïde  central  d'inertie, 
en  son  point  de  rencontre  avec  GU;  la  grandeur  de  cet  axe  est 

Tï  ou  t; .y  en  nommant  /  le  rayon  vecteur  de  l'ellipsoïde 

/ô         /*  cos  i  ^  r 

suivant  GU,  l  la  distance  de  G  au  plan  tangent  et  i  l'angle  aigu 
de  ces  deux  lignes.  Or  l'axe  k  est  connu,  puisqu'il  est  égal  et 
directement  opposé  à  la  droite  donnée  S,.  Pour  construire  GU, 
nous  mènerons  donc  à  l'ellipsoïde  un  plan  tangent  perpendi- 
culaire à  S,  et  nous  joindrons  le  point  de  contact  avec  G;  cette 
construction  nous  donne  la  droite  indéfinie  autour  de  laquelle 
se  fait  la  rotation  ta  =  GU,  et,  de  plus,  elle  fait  connaître  /  et  S. 

On  en  déduit  la  valeur  absolue  de  w,  puisque  7^  ou  7; ;  est 

^      ^      /8       /"cosi 
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égal  à  Si  changé  de  sens.  Connaissant  o)  ou  GÛ,  on  pourrait 
construire  le  triangle  GUUq,  d*où  Ton  déduirait  GU,  ou  co,, 
ligne  égale  et  parallèle  à  UUq;  la  rotation  finale  coi  se  trouve- 
rait ainsi  déterminée  par  son  axe  représentatif. 

Toutefois  il  reste  à  indiquer  dans  quel  sens  on  doit  porter, 
suivant  la  direction  de  la  droite  indéflnie  GU,  la  valeur  ab- 
solue ci-dessus  trouvée  pour  la  vitesse  angulaire  a>.  A  cet  effet, 
on  remarquera  d'une  manière  générale  que,  si  une  rotation  oi 
autour  d'une  droite  0^  donne  lieu  à  des  quantités  de  mouve- 
ment ayant  un  moment  résultant  k  relativement  au  point  0, 
la  projection  de  k  sur  Ox  représente  le  moment  total  des 
mêmes  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox,  lequel  est 
toujours  de  même  sens  que  la  rotation  c».  11  en  résulte  que 
Taxe  représentatif  A:  et  celui  de  la  rotation  <d  font  nécessaire- 
ment un  angle  aigu.  Or  ici  k  est  égal  et  contraire  à  S,,  ligne 
donnée;  donc  Taxe  représentatif  GU  de  (o  fait  un  angle  obtus 
avec  cette  ligne  Sj,  ce  qui  achève  de  le  déterminer,  puisqu'on 
a  déjà  sa  grandeur. 

Considérons  le  cas  particulier  où  les  percussions  se  rédui- 
sent à  une  seule  force  agissant  suivant  une  droite  détermi- 
née (D),  qui  passe  à  la  distance  r  du  centre  de  gravité  G.  Alors 
l'impulsion  Ri  sera  celle  de  cette  force,  le  moment  Si  aura 
son  axe  perpendiculaire  au  plan  mené  par  G  et  (D),  et  sa  va- 
leur sera  Rir.  Les  équations  qui  déterminent  la  vitesse  u  ga- 
gnée dans  sa  translation  commune  avec  G  et  la  vitesse  angu- 
laire (^gagnée  dans  sa  rotation  autour  de  ce  point,  c'est-à-dire 

A~Â~ 

les  vitesses      *    °   et  t»  changées  de  sens,  deviennent 

M 

w 
M  «  —  R,, .  =  R,  /•  =  M  ur. 

L'axe  des  rotations  w  est  Je  diamètre  conjugué  du  plan  G(D), 
dans  l'ellipsoïde  central  d'inertie;  il  fait  l'angle  i  avec  la  nor- 
male à  ce  plan.  En  nommant  p  le  rayon  de  giration  du  solide 
autour  de  cet  axe,  on  aurait,  conformément  à  la  définition  de 

l'ellipsoïde  d'inertie  (n<»218),  Mp^^j^^  et,  par  suite, 

urcosi 


p' 
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On  peut  encore,  en  vue  d'une  question  que  nous  allons  bientôt 
traiter,  décomposer  cette  rotation  en  deux,  Tune  autour  de  la 
normale  au  plan  G(D),  l'autre  autour  d'un  axe  contenu  dans 
ce  plan;  les  rotations  composantes  seraient 


urcos^i  .    .       wrsin«cos/ 

ivcoscT=z —     et    <ï'sin«=: 


2  ^^     " —  p« 


Il  n'est  pas  difficile  maintenant  de  déterminer  l'impulsion  to- 
tale Ri  que  reçoit  un  solide  soumis  au  choc  d'un  autre  solide, 
quand  tous  deux  ont  des  mouvements  donnés  à  l'époque  i^  où 
le  choc  va  commencer,  ce  qui  permet  de  déterminer  ensuite 
la  modification  de  mouvement  produite  par  le  choc.  Pour  ré- 
soudre cette  question,  nous  admettons  l'hypothèse  simplifica- 
tive  d'un  frottement  nul;  nous  commencerons,  en  outre,  par 
supposer  les  corps  dénués  d'élasticité.  A  l'époque  t^y  les  deux 
solides  (2),  (2')  se  touchent  par  le  point  (D,D')  de  leurs  sur- 
faces limitatives  (y?^.  262);  ces  points  D  et  D',  actuellement 
confondus,  ontdes  vitesses  connues  répondant  aux  mouvements 

acquis  des  deux  corps,  et  nous  nom- 
Fig.  262.  mons  VQy  rj,  ces  vitesses  respectives, 

évaluées  en  projection  sur  la  normale 
commune,  dans  le  sens  positif  D'R',. 
Pour  qu'il  y  ait  choc,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  est  que  la  diffé- 
rence algébrique  Vq  —  c'^  soit  positive, 
car  alors  le  point  D  du  solide  (2)  ten- 
drait à  pénétrer  dans  l'intérieur  de  (  £'  )  ; 
nous  admettrons  que  cette  condition  est 
remplie.  Cela  posé,  nous  voyons  d'abord 
que  de  l'impulsion  Ri  agissant  en  D  sur  le  corps  £,  suivant  la 

normale  commune,  naissent:  i®  la  vitesse  u^=—  gagnée  par 

M  ur  cos  î 
tous  les  points  du  corps;  2«la  rotation  gagnée  w  =: j 

qui  a  lieu  autour  d'un  axe  passant  en  G,  et  que  nous  imaginons 
remplacée  par  ses  composantes  w  sin  î,  w  cos  t,  comme  on  vient 
de  le  dire.  Par  suite,  \\  va  se  modifier  en  raison  de  ces  mou- 
vements. La  vitesse  u  est  parallèle  à  R|  et  donne  une  projec- 
tion —  u  sur  D'R'i  ;  la  composante  (p sin*  produit  en  D  une  vi- 
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tesse  perpendiculaire  au  plan  GMRi  dont  la  projection  est 
nulle,  et  (vcose  produit  au  même  point  une  vitesse  (^cosiGD, 

____  M/**  cos'  i 

qui  a  pour  projection  —  «Pcost'GD  cosDGR  ou ~ — 

P 

La  nouvelle  valeur  c,,  prise  par  v^  à  la  fin  du  choc,  sera  donc 


/        r'cos'A 


Pareillement  on  établirait  que  la  vitesse  v'q  devient,  après  le 

choc, 

,    ,      ,/        r'»cos««' 

en  désignant  par  des  lettres  accentuées  les  quantités  analogues 
à  Vxy  «>  ^>  P>  h  qui  se  rapportent  au  corps  (S').  Pour  que  le 
choc  soit  terminé,  il  faut  (n<»  215)  que  ces  nouvelles  yaleurs 
Vx9  <'i  soient  égales,  c'est-à-dire  que 

/        r'cos-/*\         ./        r'*cos'/'\ 

d'ailleurs  Tégalité  des  actions  mutuelles  (n®  95)  donne 

R4i=:R;     ou    M//=:M'a', 

R\  et  M'  étant  de  même  l'impulsion  reçue  par  le  second  corps 
et  sa  masse.  On  trouve  alors  par  l'élimination  de  u' 


L'impulsion  Ri  étant  ainsi  déterminée,  on  connaît  par  là  même 
les  vitesses  gagnées  w,  w,  a',  fv',  et  l'on  en  conclurait  sans 
peine  le  mouvement  de  chaque  corps  après  la  fin  du  choc,  en 
composant  son  mouvement  initial  avec  celui  que  le  choc  lui  a 
fait  gagner. 

Si  l'on  supposait  l'élasticité  parfaite,  au  lieu  de  la  supposer 
nulle,  la  période  de  compression  serait  suivie  d'une  période 
de  dilatation  symétrique,  dans  laquelle  l'action  mutuelle  re- 
passerait par  les  mômes  valeurs,  en  ordre  inverse  et  après  les 
mêmes  intervalles  de  temps.  La  valeur  de  R,  se  trouverait 
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donc  doublée,  et  il  en  serait  de  même  pour  les  vitesses  ga- 
gnées M,  iV,  U'y  w'. 

Nous  avons  eu  pour  but  principal,  dans  ce  Chapitre,  d'ex- 
poser les  théories  générales  formant  le  corps  de  doctrine  qui 
constitue  la  Dynamique  spéciale  des  solides;  nous  en  avons 
fait  seulement  quelques  applications,  sans  autre  but  que  de 
bien  faire  comprendre  la  théorie  et  sans  les  multiplier  beau- 
coup, par  crainte  de  nuire  à  Tenchaînement  des  idées  dans  Tex- 
position  de  la  théorie  générale. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  allons  étudier  une  série  plus 
étendue  d'applications  nouvelles,  dont  les  unes  seront  don- 
nées simplement  à  titre  d'exercice  et  les  autres  en  raison  de 
l'intérêt  qu'elles  peuvent  avoir  dans  la  Mécanique  pratique. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 


APPLICATIONS  DE  LA  DYNAMIQUE  SPÉCIALE   DES  SOLIDES. 


§  I.  —  Problèmes  théoriques  divers. 

239.  Roulement  d*un  cylindre  circulaire  horizontal,  sui- 
vant une  ligne  de  plus  grande  pente  dun  plan  incliné,  —  Sup- 
posons un  cylindre  circulaire  homogène;  le  centre  de  gravité 
est  au  milieu  de  l'axe  de  figure,  et  la  section  droite  passant 
par  ce  point  partage  le  corps  en  deux  moitiés  symétriques. 

Quand  un  cylindre  roule  sur  un  plan,  ses  génératrices  con- 
servent une  direction  constante; 
si  donc  Taxe  est  d'abord  horizon-  ^'S-  ^63. 

taly  il  le  sera  toujours ,  et  les 
génératrices  viendront  successi- 
vement coïncider  avec  les  hori- 
zontales du  plan. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure 
le  plan  de  la  section  droite  du 
cylindre  passant  au  centre  de  gra- 
vité G  {fig.  263),  et  considérons  d'abord  le  cas  du  mouvement 
descendant.  Soient  désignés  par 

i  l'angle  du  plan  incliné  avec  le  plan  horizontal; 

0  la  distance  caractéristique  de  la  résistance  au  roulement 

(n*  169),  eu  égard  à  la  nature  du  plan  et  du  corps; 
M  la  masse  de  ce  corps  ; 
M^  son  poids; 

V  la  vitesse  de  G,  parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  AB; 
(o  la  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  du  cylindre  dans  son 

mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  ; 
a  le  rayon  du  cylindre; 
k  son  rayon  de  giration  relativement  à  son  axe  de  figure; 
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N,  F  les  composantes  normale  et  tangentielle  de  la  réaction 
du  plan. 

Ces  forces  doivent  être,  par  raison  de  symétrie,  contenues 
dans  le  plan  de  la  figure. 

Puisque  le  cylindre  roule  sur  le  plan,  par  hypothèse,  le 
point  de  contact  C  doit  avoir  une  vitesse  nulle;  or  cette  vitesse 
résulte  de  la  composition  d'une  vitesse  d'entraînement  v  avec 
une  vitesse  relative  wa,  de  même  direction,  mais  de  sens  con- 
traire. Donc 

(i)  {f=za(s}. 

L'application  du  premier  théorème  général  (n<>  198)  donne 
ensuite 

(2)  M-J7  =M^sin«  — F, 

(3)  o=:M^cos«  — N. 

Le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  est  une  rotation 
autour  d'un  axe  fixe  dans  le  corps;  on  a  le  droit  de  le  consi- 
dérer comme  absolument  fixe  (n°  236),  sans  avoir  à  tenir 
compte  d'aucune  force  apparente.  Les  forces  extérieures 
réelles  sont  :  i<»  le  poids  M^;  2®  la  réaction  tangentielle  F; 
S''  la  réaction  normale  N,  appliquée  à  la  distance  3  en  avant 
du  point  de  contact  c  (n®  169),  qu'on  peut  transporter  paral- 
lèlement à  elle-même  en  ce  point,  à  la  condition  de  lui 
joindre  un  couple  N3  de  sens  contraire  à  la  rotation  co.  Cela 
posé,  l'application  du  théorème  de  l'accélération  angulaire 
(n°  222)  à  ce  mouvement  autour  de  l'axe  G  conduit  à  l'équa- 
tion 

(4)  MA:«^=Fa-N8, 

ce  qui  complète  le  nombre  des  équations  nécessaires  pour 
déterminer  t^,  co,  N,  F.  L'élimination  de  cette  dernière  in- 
connue entre  l'équation  (4)  et  Téquation  (2),  où  l'on  aura 

remplacé  -7-  par  «-^>  donne  d'abord 

M(A^*H-a^)~=M^asin/-N8; 


m              • 

•s 

0 

sin«  — 

-cost 
a 

cr 

t> 

A» 

i-h 

a} 
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d'où  ron  déduit,  en  mettant  pour  N  sa  valeur  tirée  de  (3)  et 
résolvant, 


Si  le  corps  glissait  sans  frottement  sur  le  plan  incliné,  son 
accélération  s'obtiendrait  par  l'équation  (2),  en  y  faisant 
F=:o,  et  serait  ^sint;  on  voit  que  dans  le  cas  du  roule- 
ment l'accélération  du  centre  de  gravité  devient  moindre, 

car  s%\Vki  se  trouve  multiplié  par  le  facteur  i cotiinfé- 

a 

h' 
rieur  à  i,  et  divisé  par  le  facteur  i  -f-  \  qui,  au  contraire,  dé- 
passe l'unité.  La  remarque  subsiste  même  dans  le  cas  limite 
où  l'on  pourrait  négliger  la  résistance  au  roulement  et  faire 
0  =  0. 

L'accélération  -r  du  centre  de  gravité  ou  l'accélération  an- 
gulaire -r-  autour  du  centre  de  gravité  est  constante,  d'a- 
près Téqualion  (5);  les  deux  mouvements  sont  donc  uni- 
formément accélérés. 

L'équation  (3)  nous  a  fourni  la  valeur  de  la  réaction  nor- 
male N;  complétons  le  calcul  en  cherchant  celle  de  la  réac- 
tion tangentielle  F.  Nous  lirons  de  (2) 


F  =  M(„-sin/-g) 


e.....s.i.,„Ua.,e„M5,ae*. 


0 


I C0t4   \  /,  ^        .  • 

.^.     ,,      ,-       .    .,                  a  I      Tiff      •    .AT'H-aocotf 

(6)    t=iM^sm«(    I ^^    l=:M^smï— ^^-p^, — 

a* 

Or,  d'après  la  théorie  du  frottement  (n°  167),  la  réaction 
tangentielle  du  plan  ne  peut  pas  dépasser  la  limite  qui  aurait 
lieu  dans  le  cas  du  glissement,  c'est-à-dire /N  ou  /M^cosi, 
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si  Ton  nomme  /  le  coefficient  de  frottement  du  cylindre  sur 
le  plan  incliné.  Donc  il  faut,  pour  que  le  roulement  puisse 
exister  comme  on  Ta  supposé  a  priori,  qu'on  ait 

'  .       .     .X-'-f-  a8cot£ 

/cos  i  >  sin  t  — ,7 5 — 

•^  A*  H-  a- 

("^  \  ou  bien 

[/(A«-f-a«)-flS]coti>A:*. 

Pour  que  cette  inégalité  soit  satisfaite,  il  faut  d'abord  que/ 
soit  supérieur  à  p j  et,  cela  étant,  que  tangi  n'atteigne 

pas  la   valeur /(  1 4- p  j — rj-  En  termes  généraux,  mais 

moins  précis,  on  peut  dire  que  le  coefficient  de  frottement  ne 
doit  pas  être  trop  petit  ni  Tinclinaison  du  plan  trop  grande. 

Si  la  condition  (7)  du  roulement  n'était  pas  remplie,  le 
glissement  se  produirait  et  F  prendrait  la  valeur  limite 
/Mgcosi.  Les  équations  du  mouvement  seraient  alors 

M-i-  =:M^sin/— /M^cosi 

—  =^sint— /cos/,    o  =:^M^cosi  —  N, 
M  A:* -7-  =  /aM^cos«  —  M^ôcose 

A*  ^  =  À'  cos i,( fa  —  0); 

on  les  établirait  de  même  par  l'application  de  la  méthode 
générale  indiquée  au  n°  237.  Ces  équations  suffisent  pour  dé- 
terminer les  trois  inconnues  v,  w  et  N.  On  constate  encore 

que  ^  et  -T-  sont  constants,  de  sorte  que  les  mouvements 

du  centre  de  gravité  et  autour  de  ce  point  sont  uniformément 
accélérés. 

Considérons  encore  le  cas  du  roulement  ascendant.  Les 
vitesses  (^  et  w  ont  changé  de  sens,  ainsi  que  le  moment  N5; 


ou 


ou 
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nous  supposons,  sauf  vérification   ultérieure,  que  la  force 
inconnue  F  conserve  le  sien. 

Les  équations  du  mouvement  s'obtiennent  par  une  mé- 
thode toute  pareille  à  celle  qu'on  a  employée  dans  Je  cas  de 
la  descente;  elles  deviennent 

M^  ~  — M^sini-f-F, 
o  =N  —  M^cosï, 

MA:*^=^Fa-N8, 
dt 


et  Ton  en  tire  bien  facilement 


•    • 


0 


,  ,  sm^H — cosi 

«f  ciio  a 


dt  dt  ^  k^ 


a- 


N  —  M^'cosi, 


T?        xf      •     •^" — aocoii 
F  =Mgsini      ,^,  . 


Le  sens  de  la  force  F  n'est  pas  absolument  déterminé  a 
priori,  car  son  expression  peut  devenir  négative,  el  alors  le 
sens  deviendrait  opposé  à  celui  qui  est  marqué  sur  la  figure; 
la  force  serait  descendante.  Dans  tous  les  cas  il  faut,  pour 
qu'il  y  ait  roulement,  que  la  valeur  absolue  de  F  soit  infé- 
rieure à  /M^cosi. 

Si  Ton  nomme  f^o  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  r,  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  aussi  bien  que  la  vitesse  angulaire  s'an- 

imleront  au  bout  d'un  temps  exprimé  par  -—-. ;r^^  > 

*  H--COt£ 

a 
après  quoi  le  mouvement  devient  descendant  et  suit  les  lois 
trouvées  dans  le  premier  cas. 

Il  n'y  aurait  rien  à  changer  aux  calculs  précédents,  si  l'on 
substituait  au  cylindre  un  autre  corps  de  révolution  homo- 
gène, lel  qu'une  sphère  ou  un  ellipsoïde,  symétrique  par  rap- 

Bbbssb.  —  Cours  de  Méc,  11.  9 
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port  à  un  équaleur  passant  par  le  centre  de  figure  ou  de  gra- 
vité, et  roulant  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du 
plan  incliné,  de  manière  que  son  axe  restât  toujours  hori- 
zontal. Il  faudrait  seulement,  bien  entendu,  adopter  la  valeur 
de  k  correspondant  à  la  figure  du  solide. 

240.  Oscillations  d'une  sphère  pesantey  roulant  à  l'inté- 
rieur  d'un  cylindre  horizontal.  —  Soit  AB  [fig^  264)  la  sec- 
tion droite  d*un  cylindre  horizontal  fixe,  à  l'intérieur  duquel 
roule,  parallèlement  au  plan  de  celte  section  droite,  une 

Fig.  264. 


sphère  pesante  ayant  son  centre  projeté  en  G;  la  sphère 
étant  supposée  homogène,  le  centre  de  gravité  se  confond 
avec  ce  point  et  décrit  une  courbe  GoGi,  parallèle  à  AB,  à  une 
distance  égale  au  rayon  a  de  la  sphère.  Le  mouvement  de  la 
sphère  peut  toujours,  suivant  la  méthode  générale  du  n''  236, 
se  décomposer  en  une  translation  égale  au  déplacement  du 
centre  de  gravité  et  une  rotation  autour  de  Taxe  horizontal 
mené  par  ce  point.  Il  s'agit,  comme  dans  le  problème  précé- 
dent, de  déterminer  les  deux  mouvements  composants,  la 
réaction  qui  s'exerce  au  point  de  contact  et  la  condition  pour 
que  le  roulement  puisse  avoir  lieu.  Pour  plus  de  simplicité, 
on  admettra  que  la  résistance  au  roulement  puisse  être  né- 
gligée, et  l'on  fera  la  distance  caractéristique  8  mo;  on  con- 
servera les  notations  du  n°  239,  et  l'on  nommera  de  plus 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  GoGi  pour  le  point  G; 

y  la  hauteur  verticale  dont  le  point  G  est  descendu  au- 
dessous  de  sa  position  initiale  Go,  répondant  à  ^  =  o,  où  sa 
vitesse  initiale  sera  supposée  nulle  ; 

X  le  déplacement  horizontal  correspondant  à  y. 

On  a  d'abord,  comme  conséquence  de  l'hypothèse  du  roule- 
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ment, 

(i)  v=iatii; 

puis  on  a  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
et  autour  de  ce  point  : 

(2)  M^iz::M^Sini-F, 

(3)  M~=:-M£^COSl-f-N, 

p 

de 
Si  Ton  joignait  à  ces  relations 

-U;"^U;'  ^- — ^ — 

do-* 


tang*=-^^,     . 


et  Téqualion  j  =  F(a;)  de  la  courbe  donnée  GqGi,  on  aurait 
le  nombre  voulu  d'équations  pour  déterminer  \>y  ui,  a;,  y,  i,  p, 
N,  F  en  fonction  du  temps.  Mais,  sans  entreprendre  un  pareil 
calcul,  on  arrive  simplement,  par  le  procédé  qui  suit,  à  se 
faire  une  idée  nette  du  mouvement.  En  éliminant  F  et  w 
entre  les  équations  (i),  (2)  et  (4),  il  vient 

10)  (^,^_j^^^sin.; 

multipliant  ensuite  cette  équation  par  vdi  =  ds  et  observant 
que  <i5sin/i=  df,  nous  trouvons 


(i+^)^'^»'  =  .^^J 


ou,  en  intégrant  entre  G©  et  G, 

(6)  (^j^^y>^=2^y. 

L'équation  (6)  aurait  pu  se  déduire  directement  du  théo- 
rème des  forces  vives  (n'^îOS).  D'après  un  théorème  établi  au 
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n**  210,  la  force  vive  de  la  sphère  a  pour  valeur  M  c^* -h  MA:*w*, 

soit  Mi^'fiH — jj>  eu  égard  à  Téqualion  (i);  c'est  aussi  la 

valeur  de  son  accroissement  depuis  la  position  Go  du  centre 
de  gravité,  puisque  la  valeur  correspondante  de  v  était  nulle. 
Le  travail  de  la  pesanteur  est  Mgy  (n®  153);  donc 


iM,-'(,+|;)=M„-7, 


ce  qui,  sauf  le  facteur -M,  reproduit  identiquement  Téqua- 

tion  (6).  On  retrouverait  encore  la  môme  équation  dans  le 
mouvement  d'un  point  pesant  le  long  de  la  courbe  GqG],  à  la 
condition  que  l'accélération  g  due  à  la  pesanteur  fût  dimi- 
nuée dans  le  rapport jz  -  Cette  considération  donne  une 

a'" 


a- 


idée  nette  du  mouvement  du  centre  de  gravité;  il  va  exé- 
cuter une  série  indéfinie  d'oscillations  entre  le  point  de  dé- 
part Go  et  le  point  Gj  situé  à  la  même  hauteur  de  l'autre  côté 
du  point  le  plus  bas.  Ce  sera  un  mouvement  de  pendule 
simple  (n®  121),  si  la  section  droite  AB  est  un  cercle,  et  le 
temps  T  d'une  oscillation  aura  pour  valeur 


T 


Un  point  isolé  descendant  d'une  hauteur  j,  sans  vitesse 
initiale,  le  long  d'une  courbe  sans  frottement,  acquiert  une 
vitesse  dont  le  carré  est  2gy;  ici  le  point  G  acquiert  une 

vitesse  moindre,  dont  le  carré  n'est  plus  que  — — p*  Cela 


tient  à  ce  que  le  travail  de  la  pesanteur  est  employé  partielle- 
ment à  augmenter  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour 
du  centre  de  gravité;  ou,  si  l'on  veut,  cela  tient  à  la  force  F 
qui,  transportée  au  point  G,  tend  à  relarder  sa  descente.  La 

valeur  de  cette  force  F  se  trouve  par  l'élimination  de  -r  entre 
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les  équations  (2)  et  (5);  elle  est 


i33 


(7)        F  =  M^sin,-(.-^-^.)  = 


M;?'  sini: 


a^  -h  k^ 


Quant  à  la  condition  du  roulement,  elle  serait  toujours 
F</N,  c'est-à-dire,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (7), 


Â"*  sini 


a 


-  </   cos«4- 


—  ^ 


Les  points  où  cette  condition  risque  le  plus  de  ne  pas  être 
satisfaite  (au  moins  quand  Tinclinaison  de  la  courbe  GoGi  est 
toujours  croissante  en  s'éloignant  du  point  le  plus  bas)  sont 
les  points  d'écart  maximum  Go  ou  Gi,  car  sin«  devient  alors 
le  plus  grand  possible,  pendant  qu'au  contraire  cos/  prend  sa 
plus  petite  valeur  et  que  v*'  s'annule.  Si  donc  on  nomme  U  le 
plus  grand  des  deux  angles  aigus  que  les  tangentes  en  Go 
01  Gj  font  avec  l'horizontale,  il  suffira  de  vérifier  qu'on  a 


/:*  tangf' 


Fig.  265. 


/> 


24.1 .  Mouvement  d'un  treuil  horizontal  soumis  à  deux 
poids,  en  tenant  compte  du  frottement  des  tourillons,  —  Nous 
supposons  que  le  treuil  soit  bien  centré, 
c'est-à-dire  que  son  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  Taxe  de  rotation  projeté  en  A 
{fig,  260);  nous  supposons  de  plus  que 
Taxe  A  soit  axe  principal  d'inertie  en  tous 
ses  points  (n°  220).  Dans  ces  conditions,  on 
sait  (n®»  223  et  224)  que  les  forces  d'inertie 
ont  une  résultante  de  translation  nulle  et 
des  sommes  de  moments  nulles  relative- 
ment à  deux  axes  rectangulaires  menés  par 
un  point  quelconque  de  l'axe  A;  elles  se 
réduisent  donc  à  un  couple  contenu  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  dernière  droite. 

Maintenant  désignons  par 

P  un  poids  moteur  agissant,  par  l'intermédiaire  d'un  cordon 
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parfaitement  flexible,  sur  une  poulie  ou  un  tambour  de 

rayon  Ali  =  r,   et  déterminant  le  mouvement  du  treuil 

dans  le  sens  de  son  action; 
P'  un  poids  résistant  qui  agit  de  même  sur  une  poulie  de 

rayon  r'; 
a  le  rayon  de  giration  du  treuil  relativement  à  l'axe  A; 
n  son  poids; 

p  le  rayon  des  deux  tourillons,  /  le  coefficient  de  leur  frotle- 

f 
ment  sur  les  coussinets,  A  =    ,  le  sinus  de  l'angle  de 

ce  frottement; 

T,  T'  les  tensions  des  cordons  BC,  B'C  aux  points  d'at- 
tache C,  C; 

o)  la  vitesse  angulaire  du  treuil. 

L'accélération  du  poids  P  sera  '*-j-»  d'où  résulte  l'équa- 
tion 

obtenue  par  la  considération  du  mouvement  que  prend  le 
centre  de  gravité  du  poids  P;  de  même  le  mouvement  ver- 
tical de  P'  conduit  à 

Remarquons  ensuite  que  la  tension  T  ne  varie  pas  dans 
toute  la  longueur  du  cordon  BC,  si  la  masse  est  supposée  né- 
gligeable; car  alors  on  peut  négliger  les  poids  et  les  forces 
d'inertie  des  parties  qui  le  composent,  de  manière  qu'une 
portion,  telle  que  DC,  doit  être  considérée  comme  en  équi- 
libre, conformément  au  principe  de  d'Alembert  (n<>  193), 
sous  la  seule  influence  des  tensions  en  ses  points  extrêmes. 
Donc  la  tension  T  en  C  est  aussi  la  tension  en  un  point  quel- 
conque D  et  notamment  au  point  B  où  le  cordon  se  détache 
de  sa  poulie.  Le  même  raisonnement  pouvant  se  répéter  pour 
le  cordon  B'C,  on  voit  que  le  treuil  est  soumis  en  B  et  B' 
aux  forces  T  et  T',  résultant  de  sa  liaison  avec  les  poids  P 
etP'. 
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D'après  le  principe  de  d'Alemberl,  le  treuil  est  en  équi- 
libre sous  l'action  de  ses  forces  d'inertie  et  des  forces  exté- 
rieures réelles,  qui  sont  :  i**  T  et  T',  2°  son  poids  n,  3°  les 
réactions  des  coussinets.  Comme  les  forces  d'inertie  ne 
donnent  lieu  qu'à  un  couple  situé  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe,  on  peut  transporter  ce  couple  dans  un  autre 
plan  parallèle  au  sien  et  passant  par  l'un  des  deux  appuis,  et 
la  théorie  du  treuil  donnée  dans  la  Statique  (n°*  179  et  180) 
montre  qu'il  n'a  aucune  influence  sur  les  réactions  de  ceux-ci. 
Les  forces  T,  T'  et  n  étant  verticales  et  descendantes,  les  réac- 
tions seront  aussi  verticales,  auront  une  somme  T-hT'-+-n 
et  produiront  des  frottements  dont  le  moment  total  par 
rapport  à  Taxe  A,  en  sens  contraire  du  mouvement,  sera 
/,p(T  -H  T'-i-  U).  Donc  on  aura,  par  application  du  théorème 
sur  l'accélération  angulaire  d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe 
(n«  222) 

(3)  îy-'^=T7--TV'-</,p(T  +  T'-+-n). 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  déterminent  -j-^  T  et  ï';  elles 

donnent  pour  ces  trois  inconnues  des  valeurs  indépendantes 
du  temps.  Ainsi  les  tensions  T,  ï'  ne  varient  pas  pendant  la 
durée  du  mouvement,  lequel  est  uniformément  varié,  aussi 
bien  pour  les  poids  P  et  P'  que  pour  le  treuil.  On  tire  d'a- 
bord des  équations  (i)  et  (2) 


•'=K-?^:)'  T'=p'(,H---si, 


valeurs  qui,  substituées  dans  l'équation  (3),  donnent 


g     dt 


/co       ^    /         r  do)\       n,   ,f         ^ 


-/.p(n 


g    dt 


et  par  suite 


-i[na»-+-P/«H-I>'/-"4-/,p(P'r'— Pr)]^ 
=  Pr—  PV— y,p(n  -t-  P  -t-  P'). 
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Connaissant  ainsi  -t-j  on  en  déduira  facîlemenl  les  len- 

dt 

sions  T,  T',  ainsi  que  les  accélérations  r-^-,  r'-r-  des  deux 

at         at 

poids  P,  P'. 

Exemple  particulier.  —  Supposons  d'abord  un  poids  P  en  C, 
et  de  l'autre  côté,  en  C,  mettons  un  poids  égal  augmenté  d'une 
surcharge/?;  soient,  de  plus, 

r'=ir^     a' =  0,8/**,    /ip=:o,oi/'. 

La  dernière  formule  donne  alors 

r  dui  ^  o, 99/?  —  o , o I ( n  -h  2 P ) 
g  dt  o,8U -i- 2P-h  o,99^ 

Si  l'on  fait  encore  n  =  P  —  4^,  il  vient 

r  ddû 


g  dt 


=10,07137. 


Avec  ces  données,  on  voit  que  l'accélération  r-r-  du  poids  P 

serait  réduite  à  0,07187^  ou  environ  -j  de  celle  que  prend 

un  corps  tombant  librement  suivant  une  verticale.  Le  raison- 
nement qu'on  donne  habituellement  dans  les  Traités  élémen- 
taires de  Physique,  au  sujet  de  la  machine  d'Atwood,  condui- 
rait à  poser 

r  diù  p  I 

-r  z=i  — =ri- =  -  1=0,  ri  1 1 1. 

g  dt        2P-f-/>       9 

Ce  raisonnement  consiste  à  dire  que  la  force  p,  capable  de 
donner  l'accélération  ^  à  la  masse  du  poids  /?,  doit  donner  le 
mouvement  à  la  masse  du  poids  total  2  P -+-/?,  et  que,  par 
conséquent,  l'accélération  se  trouvera  réduite  dans  le  rapport 
des  masses;  cela  est  inexact,  même  dans  l'hypothèse  d'un 
frottement  nul,  en  ce  qu'on  néglige  la  masse  du  treuil.  Quand 
on  fait /=o,  le  produit /ip  devient  nul,  au  lieu  de  prendre  la 
valeur  0,01  r  ci-dessus  admise;  on  trouve  alors 

r  dtù  p 


g  dt        2P4-/>-Ho, 8U 


V    \ 


APPLICATIONS  DE   LA    DYNAMIQUE   DES    SOLIDES.  l3y 

OU  bien,  avec  les  rapports  que  nous  avons  atlribués  à  n,  P  et/?, 

r  dtù  i  - 

g  de        12,2  ^^ 

242.  Pendule  balistique.  —  Le  pendule  balistique  est  un 
corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  horizontal  O 
(Jig.  266);  il  présente  une  cavité  dans  la- 
quelle se  trouve  du  sable  tassé,  maintenu 
par  une  feuille  de  plomb.  Le  pendule, 
d'abord  en  repos>  reçoit  le  choc  d'un  pro- 
jectile A  qui,  lancé  perpendiculairement 
au  plan  vertical  de  l'axe  0,  entre  dans  le        ^""^  "" 

sable  et  reste  uni  au  pendule  après  le 
choc.  L'observation  du  mouvement  pris 
par  les  deux  corps  réunis  à  la  suite  du 
choc  permet,  comme  on  va  le  voir,  de 
déterminer  la  vitesse  que  possédait  le  projectile  à  l'instant 
où  le  choc  a  commencé. 

Appliquons  d'abord  à  l'ensemble  des  deux  corps  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement  (n°  200)  pen- 
dant la  durée  du  choc,  en  prenant  l'axe  de  rotation  pour  axe 
des  moments.  A  l'instant  initial,  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  pendule  rencontrait  l'axe,  puisque  le 
pendule  était  en  équilibre;  il  en  était  à  peu  près  de  même 
pour  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  du  projectile, 
dont  le  poids  est  d'ailleurs  comparativement  petit;  en  outre, 
le  déplacement  des  deux  corps  est  pour  ainsi  dire  nul  pen- 
dant la  très  courte  durée  6  du  phénomène.  Donc  le  moment 
lolal  des  poids  est  très  petit,  et  l'on  peut  dire  a  fortiori  la 
même  chose  du  moment  de  leur  impulsion,  qui  contient  en 
outre  un  facteur  comparable  à  6.  On  peut  supposer  aussi 
qu'on  s'est  arrangé  pour  rendre  négligeables  les  frottements 
sur  l'axe.  Alors  le  moment  total  des  impulsions  est  sensible- 
ment nul,  et  le  théorème  cité  nous  montre  que  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  ne  varie  pas  pendant 
le  choc;  c'est  ce  qu'exprime  l'équation 

(l)  (I     -+-      {X6*)(0     =     (XC^y 
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dans  laquelle  on  désigne  par 

I  le  moment  d*inertie  du  pendule  seul,  relativement  h  son  axe 

de  rotation  0  ; 
[x  la  masse  du  projectile,  qu'on  assimile  à  un  simple  point,  son 

diamètre  étant  supposé  assez  petit; 
i>  sa  vitesse  ; 

b  la  distance  entre  la  ligne  parcourue  par  son  centre  cl  l'axe  0  ; 
o)  la  vitesse  angulaire  de  Tensemble  quand  le  choc  est  terminé 

et  que  les  deux  corps  ont  pris  un  mouvement  commun. 

L'équation  (i)  permet  de  calculer  (^  au  moyen  de  to.  Afin  de 
trouver  la  valeur  de  cette  inconnue  auxiliaire,  nous  applique- 
rons le  théorème  des  forces  vives  (n®205)  au  mouvement  qui 
suit  la  fin  du  choc.  Le  pendule  et  le  projectile  réunis  vont 
osciller  en  vertu  de  la  vitesse  initiale  «o;  le  centre  de  gravité  G 
du  pendule,  situé  d'abord  sur  une  verticale  passant  par  l'axe, 
s'en  écarte,  arrive  au  maximum  d'écart  en  G'  et  commence 
ensuite  à  revenir  en  arrière,  le  rayon  OG  =  a  du  cercle  par- 
couru par  lui  ayant  décrit  l'angle  GOG'  =  a.  La  vitesse  angu- 
laire est  nulle  pour  la  position  OG',  de  sorte  que  la  force  vive 
a  diminué,  depuis  la  Vin  du  choc,  de  a)'(I  -i-  1x6*);  cette  quan- 
tité doit  égaler  le  double  du  travail  de  la  pesanteur  changé  de 
signe,  ce  qui  donne,  en  nommant  M  la  masse  du  pendule  et 
remarquant  que  le  centre  du  projectile  décrit  simultanément 
un  arc  compris  entre  les  mômes  rayons  extrêmes  OG  et  OG', 

(2)  (D*(I  H-  {x6*)  ~2^(i  — COSa)(Ma  4-  \i.b). 

On  tire  des  équations  (i)  et  (2) 


O)  =1   =— 


•xr^                .     I         /^(Ma  -\-  \ib) 
=- 2-  =  2Sin-ai/  "^ .. > 


d'où  résulte 


I 
2  sm  -  a 

2 


(3)  v= — s/^-CMa+HLÔXl-htx*'). 

Toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  second  membre  de 
cette  formule  peuvent  s'obtenir  par  des  mesures  directes  ;  par 
conséquent,   on  a  le  moyen  de  calculer  la  vitesse  ^'.   Les 
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masses  jj.  et  M  se  mesurent  par  des  pesées  ;  I  et  a  se  déduisent 
de  Texpérience,  comme  on  Ta  dit  ailleurs  (n<»  228).  Pour  me- 
surer a,  le  pendule  est  muni  à  sa  partie  inférieure  d'une  pointe 
qui  trace  un  sillon  dans  une  couche  de  cire  molle,  ou  encore 
d'une  saillie  qui  chasse  devant  elle  un  curseur  léger,  mobile, 
à  frottement  doux  sur  un  arc  de  cercle  gradué,  et  qui  l'aban- 
donne en  arrivant  au  maximum  d'écart. 

L'appareil  de  suspension  du  pendule  consiste  en  un  couteau 
analogue  à  ceux  d'une  balance.  Pour  qu'il  ne  se  détériore 
pas  rapidement  par  l'usage  et  aussi  pour  que  les  forces  de 
percussion  ne  produisent  pas,  sur  les  appuis,  des  efforts  de 
môme  ordre  de  grandeur  que  ces  forces,  il  est  nécessaire  que 
le  projectile  suive  une  ligne  telle  que  le  choc  ne  se  fasse  pas 
sentir  sur  l'axe.  A  cet  effet,  on  doit  satisfaire  aux  conditions 
suivantes  (n*  227)  :  i®  l'axe  0  doit  être  axe  principal  d'inertie 
du  pendule  ;  2«  la  direction  de  la  vitesse  v  (qui  est  celle  du  choc) 
doit  être  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe  et  par  le 
centre  de  gravité  G;  S'*  la  ligne  suivie  par  le  centre  du  projec- 
tile doit  passer  par  le  centre  de  percussion  du  pendule.  D'après 
ce  que  nous  avons  dit  en  commençant  au  sujet  de  v,  la  se- 
conde condition  est  déjà  remplie.  On  remplit  la  première  et 
la  troisième  en  établissant  le  pendule  de  manière  qu'il  ait  un 
plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  l'axe  0,  renfermant  dans 
ce  plan  la  trajectoire  du  centre  du  projectile  et  prenant  enfîn 

la  distance  b  égale  à  t|— >  longueur  du  pendule  simple  syn- 
chrone du  pendule  balistique  (n'»228). 

Dans  le  cas  où,  comme  cela  est  désirable,  on  aurait  rempli 
ces  conditions  avec  assez  d'exactitude,  on  pourrait  remplacer  I 
par  Mab  dans  l'équation  (3),  qui  devient  alors 


(4)  '  i^  —  2S\n-7L{l-{-'—r-]jfjg. 


D'un  autre  côté,  la  longueur  b  pourrait  se  déduire  du  temps  T 
des  petites  oscillations  du  pendule,  car  on  aurait 


*      ^.„..     A-^T'. 


en  portant  cette  dernière  valeur  dans  l'équation  (4),  on  aurait 


L 
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finalement 

2      \    lî  |Jl1 

Il  est  à  remarquer  que  la  longueur  z-jr-  du  pendule  simple 
équivalent  ne  change  point  par  l'adjonction  de  la  masse  fx,  à  la 
distance  b  =  «|—  de  Taxe.  On  a,  en  effet,  pour  cette  longueur 
//,  après  la  réunion  des  deux  corps, 

^  =  \i — - — r  =  "iï -7-  —  ^• 

On  aura  donc  la  faculté  d'observer  le  temps  T  soit  avant,  soit 
après  la  réunion  du  projectile  au  pendule.  Si  l'on  en  faisait  la 
mesure  dans  les  deux  cas,  on  aurait,  dans  la  coïncidence  plus 
ou  moins  exacte  des  valeurs  obtenues,  le  moyen  de  vérifier  si 
l'on  a  bien  frappé  le  pendule  au  centre  de  percussion. 

24.3.  Gyroscope,  —  Cet  appareil  consiste  en  un  solide  de  ré- 
P,g^g„  volution  pesant   et  homogène,   qu'on 

assujettit  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe  0  pris  sur  son  axe  de  figure  05 
g  r^^^^  ^fi8'  267),  après  lui  avoir  imprimé  une 
rotation  très  rapide  p  autour  de  cet 
axe.  Les  rotations  ayant  le  sens  indi- 
qué dans  la  théorie  générale  (n«*  233  à 
j     /  235),  on  se  rappelle  qu'on  a  trouvé  une 

^  k  valeur  de  -r-  qui,  eu  égard  aux  condi- 

tions particulières, 

qo  =  o,     /"o^o, 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

Û^O  /cOsOq— C0S6r     r»o         •     «ft  A»     */  û  ûM 

Tt'^y       B^sin^e      [^BP^sin'6-AV^(cos9o-cose)]; 

on  en  tire  immédiatement 

BsinOdfO 


V 


> 


0 


dl  = 


v/(coseo— cosô)[2BPasin*Ô  — AV*(cosÔo— cos6)J 
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On  sait,  en  outre,  que  si  p  est  très  grand,  l'angle  6  varie  très 
peu  ;  on  pourra  donc  poser 

e  =  eo4-E, 

e  désignant  une  quantité  très  petite.  Par  suite,  si  Ton  néglige  ê- 
et  les  puissances  supérieures,  il  vient 

d^:=dzy     sine  =  sinOo-+-  £Cos6o,     cosôzr^cosO^—  esinOo 

et  aussi 
.  B(sin6rt-i-  e  cos6o)t/E 

v/e  sin6o[2BPa(sin*0y-h  2e  sin0ocos6o)  —  A'/?*e  sinOo] 

On  peut  encore  négliger,  au  numérateur  du  second  membre, 
scosOo  devant  sin6o;  dans  le  facteur  entre  crochets  au  déno- 
minateur, on  peut  aussi  négliger  4BPaesin6o  cos6o  devant 
A'/?^esin6o,  à  cause  de  la  grandeur  de  /?.  Il  vient  alors 


ou  bien,  en  posant  ei=: 


V'^e  (  2  BP  a  sin  ôo  —  A*/?* z) 
2BP«sinO, 


AV'        ' 


/  X  A/?  ,  dt 

(I)  -^dt^ 


B  v/^{e,-e) 

Afin  d'intégrer  le  second  membre,  on  l'écrit  sous  la  forme 

di    —  — 
dt  dt 


l'équation  (i)  s'intègre  alors  immédiatement,  et  Ton  a,  puisque 
p  est  invariable, 

/    X  A/?^  /         2e\ 

(2)  -^=arccos(^i--^j, 

sans  constante,  si  le  temps  est  compté  à  partir  de  l'époque  où 
l'on  avait  0  —  e©,  e  =  o,  et  si  l'on  convient  de  prendre  alors 
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arccosi  =  o.  De  Téqualion  (2)  on  tire 


(3)  e  =  ^(._ 


cos 


Apt\ 
-ïï-j' 


ce  qui  fait  connaître  e  et  6  =r  6o4-  s  en  fonction  du  temps.  On 
a  ensuite,  avec  le  même  ordre  d'approximation, 

^   '       '       dt       dt        "in  B  Ap  H 

_  A/p(cos6o— cos6)  _  A/7esinOo  _  A/?e 
^^^      ^ '^  Bsînê  -  "ËTsïïïF"  ~  ~ir 

Apet  /  Ao^\        PasinOo/  A/^^\ 

Il  est  facile  ensuite  d'avoir  les  deux  autres  angles  <p  et  «j^  qui, 
conjointement  avec  6,  déterminent  la  position  du  corps  (n"233); 
il  suffit  d'employer  les  équations 

df»       dit       ^  d'If   .    ^ 

On  déduit  de  là,  en  remplaçant  6  par  %  ■+-  e,  /•  par  sa  valeur  (5), 
et  continuant  à  ne  conserver  que  les  termes  les  plus  influents, 

d^         Apt         Va  (  Apt 

^    ^  dt       BsmOo       Ap\  B 

ûftp  _         A/7ECOsOo __P^cos6o 

^^^     'tt~^        BsinOo    ~"^^  A}^ 


560  /  Apt\ 

_^,_cos-^-j; 


puis  l'intégration  donne,  si  l'on  commence  à  compter  les 
angles  ^  et  cp  à  partir  de  la  position  initiale  du  corps,  répon- 
dant à  /^=o, 

/         PacosOo\         BPacosôo   .    Apt 
En  raison  de  la  grande  valeur  qu'on  attribue  à/?,  les  exprès- 
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sions  (8)  et  (9)  de  4^  et  <p  pourraient  se  réduire  simplement  ù 

(10)  ^  =  j^t,     .=(p-.—^--y, 

La  partie  négligée,  toujours  très  petite,  passerait  périodique- 
ment  du  positif  au  négatif,  par  suite  du  facteur  sin  -^  qu'elle 

contient;  la  durée  d'une  période  complète  serait  -j — >  temps 

Apt 
au  bout  duquel  l'angle  -^  aurait  augmenté  de  211  et  aurait 

repris  le  même  sinus.  L'angle  e  varie  aussi  périodiquement 
avec  le  temps  et  la  durée  de  sa  période  est  la  même.  Or  les 
écarts  négligés  dans  4^  et  <p  sont,  aussi  bien  que  e,  impercep- 
tibles pour  Tœil  d'un  observateur;  il  ne  saisit  qu'une  valeur 
constante  de  6,  et  des  valeurs  de  4^  et  <p  croissant  proportion- 

Pfl 

nellement  au  temps,   avec  des  vitesses  angulaires   j-  et 

p ?,  conformément  aux  équations  (10).  Le  mouve- 
ment lui  semble  donc  être  celui  qu'on  a  étudié  au  n*'  ^k, 
c'est-à-dire  un  mouvement  de  précession  uniforme,  sans  nu- 
tation,  avec  rotation  propre  également  uniforme.  Toutefois 
l'influence  des  termes  négligés  se  manifeste  encore  par  une 
espèce  de  trépidation  dans  l'appareil,  laquelle  sera  d'autant 
plus  sensible  que  p  sera  moins  considérable. 

Pa 

La  vitesse  moyenne  de  précession  j—  >  spontanément  réali- 
sée dans  le  gyroscope,  coïncide  très  approximativement  avec 
la  plus  petite  des  deux  vitesses  qu'on  a  trouvées  au  n*»  234 
comme  compatibles  avec  une  vitesse  propre  «o'  donnée;  on  a, 

en  effet,  ici  0)'=/? ?,  quantité  très  peu  diflérente 

ûep,  et,  par  suite,  j—  diffère  très  peu  de  -j—-,- 

L'appareil  nommé  balance  gyroscopique  se  compose  :  1°  d'un 
gyroscope  tournant  autour  de  05,  comme  celui  dont  on  vient 
de  s'occuper;  ql^  d'un  poids  P'  suspendu  par  un  crochet  en  un 
point  H  de  05,  à  la  distance  OH  =  a'  du  point  fixe  0.  Il  dif- 


exerce 
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fère  du  précédent  par  celte  circonstance  que  le  poids  P'  ne 
participe  pas  à  la  rotation  propre  du  gyroscope  autour  de  OÇ, 
et,  par  conséquent,  les  mêmes  calculs  ne  sont  plus  immédia- 
tement applicables. 

Sans  essayer  de  refaire  une  théorie  complète  pour  celte 
nouvelle  disposition,  nous  regarderons  comme  établi  par  Tex- 
périence  que  le  centre  de  gravité  du  poids  P'  décrit  la  même 
courbe  que  le  point  H,  et  que  cette  courbe  est  à  très  peu  près 
un  cercle  horizontal,  de  rayon  a'sinO,  uniformément  par- 
couru, comme  cela  aurait  lieu  dans  le  cas  du  gyroscope.  Il  ré- 
sulte de  là  que  l'action  exercée  en  H  sur  le  poids  P'  se  com- 
pose d'une  force   verticale    ascendante   P'  et  d'une   force 

P'  /'d^Y 

centripète  —  a'  sin  6  (  -^  j  •  Réciproquement,  le  poids  P' 

en  H,  sur  le  gyroscope  auquel  il  est  lié,  une  force  ayant  des 
composantes  égales  et  de  sens  contraires.  Cette  force  n'a  pas 
de  moment  relativement  aux  axes  0?  et  OC,  parce  qu'elle  est 
contenue  dans  leur  plan,  mais  elle  a,  relativement  à  Or,,  un 
moment  P'a'sinô,  en  sens  contraire  du  moment  Pasinô  pro- 
duit par  le  poids  P.  Dès  lors,  si  l'on  recommençait  les  calculs 
du  gyroscope  en  tenant  compte  de  ce  moment  PVsinO,  on 
se  trouverait  tout  simplement  conduit  à  remplacer  P  a  par 
Pa  —  V'a'  dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées;  notam- 

Pa 
ment  la  valeur  j-  de  la  vitesse  de  précession  deviendrait 

Pa  —  P'a'     ^  .  .    ,        A 

1 Cette  vitesse  conserverait  le  même  sens  avec  une 

valeur  moindre,  tant  que  le  point  H  serait  pris  à  l'opposé  du 

Pa 

centre  de  gravité  G,  mais  à  une  distance  a'  inférieure  à    ^• 

P 

Pa 

Pour  a'  =  -p7  la  vitesse  de  précession  s'annulerait,  puis  elle 

changerait  de  sens  quand  a'  dépasserait  cette  limite.  Dans  le 
cas  où  H  serait  placé  du  même  côté  que  G,  a'  devrait  être 
considéré  comme  négalif;  on  aurait  alors  une  vitesse  de  pré- 
cession dans  le  sens  primitif  et  avec  une  valeur  plus  grande. 
Afin  de  soumettre  à  l'expérience  ces  prévisions  théoriques, 
on  a  soin  de  rendre  le  point  d'attache  de  P'  mobile  le  lonjr 
de  l'axe,  dans  une  certaine  étendue. 
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Fig.  368 . 


244.  Force  à  exercer  sur  l'axe  d'un  gyroscope  pour  le  dé" 
placer,  —  Soil  donné  un  solide  de  révolution  pesant  et  homo- 
gène, fixé  par  un  point  0  de  son  axe  {fig.  268),  et  supposons 
qu'on  veuille  modifier  son  mouvement 
acquis,  au  moyen  d*une  force  appliquée 
en  C  sur  Taxe,  à  la  distance  OC  =  /  du 
point  0.  Conservons  les  notations  déjà 
employées  et  connues  (n**  233  à  235  et 
243);  nommons  en  outre  Y  et  Z  les  com- 
posantes de  la  force  parallèlement  à  Oi\ 
et  0^  (il  serait  inutile  de  mettre  une 
composante  suivant  0^,  car  elle  pas- 
serait par  0  et  ne  changerait  rien  au 
mouvement).  On  aura,  par  application  des  formules  (i5)  du 
n»233, 

A-TT    =0 


a       f^ 


dt 
dq 


OU    />:=^const., 


B^ -h  A/?/-— Br^cote  =rPasine— Z/, 

dr 
B^  -+-B^rcotO-~A/?7  =::¥/. 

La  première  équation  nous  apprend  que  p  reste  constant, 
après  comme  avant  Tapplication  d'une  nouvelle  force  au 
point  C.  Les  deux  autres  feront  connaître  les  composantes  Y, 

Z  nécessaires  pour  produire  des  accélérations  angulaires  -~> 

dr 

T-,  si  l'on  se  donne  l'angle  0  et  les  vitesses  antérieurement 

acquises/?,  </,  r;  on  en  lire 


X—ji-  kpq  4-  B^r  colO  4-  B  ^ y. 


^i(-A/>r 


Br'cotO  —  B 


dq 
'di 


asinO  j. 


Dans  les  expériences  sur  le  gyroscope,  on  donne  habi- 
tuellement àpune  grande  valeur,  d'où  résultent  au  contraire 
des  valeurs  très  petites  (n^  243)  pour  ^  et  r;  si  nous  admet- 
tons en  outre  une  valeur  modérée  pour  cotO,  ainsi  que  pour 

HiBUB.  —  Court  de  Mée.  II.  lo 
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les  accélérations  angulaires  à  produire,  les  parties  princi- 
pales de  Y  et  Z  seront ^  et j--  On  arrive  alors  à 

cette  conséquence  que  Teffort  à  exercer  dépend  bien  plus  du 
mouvement  acquis  que  du  changement  à  lui  faire  subir.  En 
outre,  la  direction  de  TefTort  est  parallèle  à  Taxe  de  la  rota- 

tion  résultante  de  g  et  de  r,  puisque  ^  =  i,  ou,  en  d'autres 

termes,  elle  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  actuelle  du 
point  C,  uniquement  due  à  cette  rotation  résultante.  Il 
faut  donc  agir  perpendiculairement  à  la  vitesse  acquise  du 
point  G,  et  non  pas  dans  le  sens  où  l'on  veut  l'entraîner,  ni 
dans  le  sens  contraire  à  son  déplacement  actuel;  cela  produit 
une  sensation  bizarre  sur  l'expérimentateur  qui  exerce  l'ef- 
fort avec  la  main. 

Exemple.  —  On  tient  l'axe  dans  la  main  en  C,  et  la  rotation/; 
existe  d'abord  seule.  L'effort  qu'on  exerce  alors  est  simple- 
ment égal  à  l'eifort  — -. —  qui  aurait  lieu  dans  l'état  d'équi- 
libre, car  on  a 

dr  dq 

d'où  l'on  déduit 

-^             „       PasinO 
Y  =  o,    Z=— ^ 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  faire  naître  une  pré- 

dit 
cession  ->->  en  conservant  ûr  =  o  et  ô  constant;  alors  r  n'est 
at 

d^ 
plus  nul,  mais  égal  à  sin6^  (n°  233),  et  l'on  a  rigoureuse- 
ment à  chaque  instant 

Y=  y  ^\     Z=:i(— Apr-f-Br'cot6-hPasin6). 

d^ 
Si  l'on  ne  cherche  pas  à  augmenter  rapidement  r  et  -r> 

dt 

A.  Dt* 

on  voit  que  la  partie  principale  de  la  force  sera —  ou 

f  ^^^^-^>  dès  que  le  mouvement  de  précession,  primi- 
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tivement  nul,  aura  pris  une  vitesse  appréciable.  Cette  partie 
principale  est  une  force  située  dans  le  plan  YOi  et  parallèle 
à  0^;  le  déplacement  imprimé  au  point  C  est  au  contraire 
horizontal  et  perpendiculaire  à  ce  même  plan.  La  réaction 
éprouvée  par  la  main,  force  égale  et  de  sens  contraire,  s'ex- 

prime  par  -y-  sin6  ^;  elle  est  dans  le  sens  OÇ  et  tend  à  sou- 
lever la  main,  si  les  rotations />  et-^y  se  produisent  dans  le 

sens  positif,  pour  des  observateurs  couchés  suivant  OS  ou  OV 
et  regardant  le  point  0;  d'ailleurs  elle  change  de  sens  avec 
chacune  de  ces  deux  rotations,  de  sorte  qu'elle  revient  à  son 
sens  primitif  lorsque  le  changement  de  sens  porte  sur  les 
deux  rotations  à  la  fois. 

245.  Mouvement  d'une  sphère  homogène  pesante  sur  un 
plan  horizontal,  eu  égard  au  frottement.  —  On  suppose  une 
sphère  pesante  placée  sur  un  plan  horizontal,  et  animée  d'un 
mouvement  initial  tel  que  son  point  de  contact  doive  glisser 
sur  le  plan  d'appui;  on  demande  de  déterminer  le  mouve- 
ment ultérieur  qui  va  se  produire,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment exercé  par  le  plan.  A  cet  effet,  prenons  trois  axes  rec- 
tangulaires fixes  0^,  0/,  0;;  ^fig'  269),  dont  le  dernier 
aura  une  direction  verticale  ascendante;  imaginons  en  outre 
par  le  centre  de  figure  et  de 
gravité  G  de  la  sphère  trois  axes  ^     *^  ^  ^' 

mobiles  Go-',  Gy,  G^'  parallèles 
aux  premiers.  Le  mouvement  de 
la  sphère  est  composé  du  mou- 
vement de  ces  axes  Ga?',  G/', 
(iz'  et  d'une  rotation  autour  de 
G;  ce  mouvement  s'effectue  sous 
l'influence  des  vitesses  initiales 
et  des  forces  extérieures  appli- 
quées à  la  sphère,  qui   sont  : 

i^  son  poids  M^,  2<>  la  réaction  du  plan  horizontal,  que  nous 
remplaçons  par  ses  composantes  X,  Y,  Z  parallèles  aux  axes 
Nommons  encore 

a,  b  les  composantes,  suivant  dx'  et  Gy,  de  la  vitesse  du 
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point  G  (la  composante  suivant  G^' n'existe  pas»  puisque  G 
se  trouve  à  une  hauteur  constante  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal d'appui  )  ; 

Pj  qy  r  les  composantes,  suivant  Ga;',  G7',  G-z',  de  la  vitesse 
angulaire  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation  passant 
en  G; 

p  le  rayon  de  la  sphère  ; 

k  son  rayon  de  giration  relativement  à  l'un  quelconque  de 
ses  diamètres  ; 

/le  coefficient  du  frottement  de  la  sphère  sur  le  plan. 

Le  théorème  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
(n<>  198)  donne  d'abord 

(3)  o=Z-M^; 

puis  on  a,  par  application  du  troisième  théorème  général  re- 
lativement aux  axes  mobiles  (n°  209), 

(4)  MA*^=Yp, 

(5)  MA:'g=-Xp, 

(6)  MA'^  =  o. 

En  effet,  pour  établir  l'équation  (4),  par  exemple,  on  re- 
marquera que  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement par  rapport  à  G^'  (ligne  qui  est  axe  principal  d'inertie 
en  tous  ses  points)  s'exprime,  à  un  instant  quelconque,  par 
TAk^p  (n®  229);  que  par  suite  son  accroissement  MA:*cÇp  doit 
être  égal  au  moment  Yp  dt  de  l'impulsion  élémentaire.  Les 
équations  (5)  et  (6)  se  démontreraient  de  la  même  manière. 

Les  six  équations  précédentes  renferment  huit  inconnues, 
savoir  :  a,  ^,/?,  q,  r,  X,  Y,  Z.  Pour  avoir  les  deux  équations 
qui  manquent,  il  faut  tenir  compte  des  lois  du  frottement 
(n®  167).  D'abord  le  rapport  entre  la  composante  tangentielle 
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v/X.*-+- Y*  de  la  réaction  du  plan  et  sa  composante  normale  Z 
est  égal  au  coefficient  de  frottement/;  donc 

(7)  V/XM^=/Z. 

Secondement  la  force  y/X*  -+-  Y*  est  directement  opposée  à 
la  vitesse  du  point  C  par  lequel  la  sphère  touche  le  plan;  cette 
vitesse  résulte  du  double  mouvement  ci-dessus  indiqué  et  a 
pour  composantes 

Suivant  Oœ a  —  qp^ 

Suivant  Oj t-^pp; 

on  a  donc 

(8)  X_  g~yp 

Y       b  -¥■  pp 

ce  qui  complète  le  nombre  d'équations  nécessaire. 

Divisons  maintenant  Tune  par  Tautre  les  équations  (i) 
et  (2)  d'une  part,  et  les  équations  (5)  et  (4)  d'autre  part.  On 
trouve  ainsi 

X da       X —  dq —  pdq 

\'~'db'     Y~"d^^~^d^' 

Par  suite  on  a  aussi 

X da  —  pdq d{a  —  qp) 

Y       db-\-pdp       d{b-\-pp) 

et,  en  vertu  de  (8), 

d(a  —  qp)  __  a  —  qp ^ 
d{b-hpp)  ""  b-k- pp' 

Cette  dernière  équation  peut  s'écrire 


d(a  —  qp)       d(b-hpp) 


OU,  en  intégrant^ 


j  a--  qp 

^  V  ,        =  const,  ; 


,  a  —  ap  X 

donc  le  rapport  j— ~-  est  constant  ainsi  que  son  égal  ^  ; 
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donc  le  frottement  total  y/X*-}-  Y'  est  constant  en  direction. 
D'un  autre  côté,  il  Test  aussi  en  grandeur,  car  les  équa- 
tions (3)  et  (7)  donnent,  par  Télimination  de  Z, 


Comme  les  forces  verticales  Z  et  M^  se  font  équilibre,  ce 
frottement  est  en  déflnilive  la  seule  force  extérieure  du  sys- 
tème; on  voit  par  conséquent  que  le  centre  de  gravité  G  doit 
décrire  une  parabole,  puisqu'il  se  meut  (n°  198)  comme  un 
point  matériel  isolé,  soumis  à  une  force  de  direction  et  d'in- 
tensité constantes.  La  parabole  peut  d'ailleurs  dégénérer  en 
ligne  droite,  quand  la  vitesse  initiale  a  la  direction  de  la 
force. 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  nous  admettrons  que  Taxe 
des  X  a  été  choisi  perpendiculaire  à  cette  direction  et  l'axe 
des  y  parallèle,  dans  le  sens  de  la  vitesse  de  glissement  ini- 
tiale, résultante  des  valeurs  initiales  de  «  —  ^p  et  de  6  -4- />p, 
lesquelles  sont  censées  données.  Si  l'on  conserve  pour  les 
coordonnées  et  composantes  relatives  à  ces  nouveaux  axes 
les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  il  faudra  faire 

X  =  0,      Y=:-/M^, 

et  les  équations  du  mouvement  deviendront 
/    V  da  dh  - 

D'après  ces  équations,  on  voit  d'abord  que  les  trois  vi- 
tesses a,  qy  r  conservent  des  valeurs  constantes.  Il  est  à  re- 
marquer que  deux  de  ces  constantes,  a  et  7,  ne  sont  pas 
indépendantes  l'une  de  l'autre;  l'axe  des  x  ayant  été  pris 
perpendiculaire  à  la  direction  de  la  vitesse  de  glissement, 
celle-ci  se  réduit  à  sa  composante  b-hpo,  et  l'on  a  néces- 
sairement a  —  qp=:o. 

Désignons  par  Xi,  y^  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
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vite  G  et  par  bo  la  valeur  initiale  de  b;  les  équations  (9) 
pourront  s'écrire 

et,  si  l'on  prend  pour  origine,  des  axes  coordonnés  la  position 
initiale  de  G  (ce  qui  revient  à  supposer  nulles  les  valeurs  ini- 
tiales de  Xx  et  yi  ),  on  aura,  par  deux  intégrations  succes- 
sives, 

(11)  x^—at,    yi^b^t^-fgt^. 

L'élimination  du  temps  entre  les  deux  dernières  équations 
conduirait  à  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  6  projetée 
en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy\  on  trouverait  ainsi 

^     '  -^  a  2  a- 

La  première  équation  (10)  donnerait  ensuite,  en  nom- 
mant /7o  la  valeur  initiale  de  /?, 

(.3)  P  =  P.--^^ 

ce  qui  achève  la  détermination  du  mouvement,  autant  du 
moins  qu'il  ne  changera  pas  de  nature  par  suite  de  la  sup- 
pression du  frottement  au  point  de  contact  C.  Examinons 
donc  maintenant  si  ce  dernier  fait  ne  pourrait  pas  se  pro- 
duire au  bout  d'un  certain  temps. 

On  a  déjà  vu  que  la  composante  a  —  ^p  de  la  vitesse  de 
glissement  est  toujours  nulle;  la  seconde  composante  6  +  />p 

ou  -^  -+-/>p  s'annulera  elle-même  après  un  temps  t^  qui  doit 

vérifier  l'équation 

d'où  résulte 
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A  celte  époque,  le  centre  de  gravité  serait  dans  la  position 
déflnie  par  les  coordonnées 

les  vitesses  a,  b,  p,  g,  r  auraient  également  des  valeurs  con- 
nues, et  leur  ensemble  donnerait  nécessairement  lieu  à  une 
rotation  autour  d*un  axe  horizontal  passant  par  la  position 
contemporaine  du  point  de  contact,  puisque  ce  point  est 
alors  sans  vitesse.  Dans  le  temps  qui  suit  Tépoque  t'y  Thy- 
pothèse  du  glissement  avec  la  résistance  constante  fMg 
deviendrait  inadmissible,  parce  que  la  vitesse  de  glisse- 
ment b-h  pp  changerait  de  signe  après  avoir  passé  par  zéro, 
et  deviendrait  ainsi  de  môme  sens  que  le  frottement,  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu.  Au  contraire,  l'hypothèse  du  roulement 
devient  possible,  car  le  mouvement  à  Tépoque  t'  est  une  ro- 
tation autour  d'un  axe  passant  par  le  point  de  contact,  dont 
la  vitesse  est  alors  nulle;  à  cet  instant  U  y  a  roulement,  et 
rien  ne  s'oppose  à  la  continuation  du  même  phénomène.  On 
pourrait,  il  est  vrai,  supposer  un  changement  de  sens  dans  le 
frottement;  mais  la  première  hypothèse  semble  plus  natu- 
relle, parce  qu'il  en  résulte  (comme  on  va  le  voir  bientôt)  un 
changement  moins  considérable  dans  la  réaction  du  plan, 
laquelle  sera  simplement  réduite  à  zéro,  au  lieu  de  changer 
brusquement  de  sens,  en  conservant  sa  grandeur;  d'ailleurs 
cette  hypothèse  est  plus  conforme  à  l'expérience. 

Supposons  donc  l'existence  du  roulement  à  partir  de  l'é- 
poque t'  et  déterminons-en  les  circonstances,  en  admettant, 
pour  plus  de  simplicité,  qu'on  puisse  négliger  la  résistance 
au  roulement  (n<*  169).  Lorsqu'une  sphère  pesante  et  homo- 
gène roule  sur  un  plan  horizontal,  il  n'y  a  aucune  force  exté- 
rieure à  la  fois  horizontale  et  perpendiculaire  à  la  vitesse  ac- 
tuelle du  centre  de  gravité  et  de  figure;  donc  ce  point  se 
meut  en  ligne  droite.  On  prouve  de  plus  qu'il  a  une  vitesse 
constante  et  que  la  réaction  du  plan  se  réduit  en  consé- 
quence à  la  composante  verticale  Z  =  M^.  En  effet,  les  équa- 
tions numérotées  de  (i)  à  (6)  subsistent  sans  modification 
dans  le  cas  actuel^  parce  qu'on  les  a  établies  sans  hypothèse 
particulière  sur  la  loi  de  la  réaction  exercée  en  C;  on  en  tire. 
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par  l'élimination  de  X  entre  (i)  et  (5)  et  par  celle  de  Y  entre 

(2)  et  (4), 

,   ,^  da       k^  dq  db       k^  dp 

(i4)  -i    H ,    —  o,      -7 -f-  z=:0. 

^  ^^  dt         ^   dt  '      dt        ^    dt 

Or,  s'il  y  a  roulement,  il  faut  exprimer  que  la  vitesse  du 
point  de  contact  C  est  nulle,  ce  qui  donne 

(i5)  a  —  ^p=zo,     ^-f-/?pr=o; 

les  valeurs  de  9  et  /?  tirées  de  ces  dernières  relations  étant 
transportées  dans  les  équations  (i4),  on  trouve,  après  sup- 

pression  du  facteur  i-t-  —  > 

da  db 

-=o,     ^=0, 

d'où  il  résulte,  en  vertu  de  (i)  et  (2), 

Les  composantes  a  et  6  sont  donc  bien  constantes,  et  la 
réaction  horizontale  du  plan  est  bien  nulle,  ce  qui  démontre 
le  théorème  énoncé. 

En  reprenant  les  axes  employés  pour  établir  les  équa- 
tions (9)  et  (10),  on  a  vu  qu'à  l'époque  t' la  vitesse  du  centre 
de  gravité  avait  pour  composantes 

a  et  b^—fgt' 
ou  encore 

et  îiî^pl^. 

La  résultante  de  ces  deux  vitesses,  qui  doit  demeurer 
constante  pendant  la  suite  du  temps,  peut,  suivant  les  gran- 
deurs et  les  signes  de  ^,  /^o  et  b^y  faire  un  angle  quelconque 
avec  la  vitesse  primitivement  donnée  au  centre  de  gravité, 
quand  le  glissement  a  commencé,  laquelle  a  pour  compo- 
santes qp  et  ^0-  Il  peut  donc  arriver  qu'après  l'époque  t' la 
sphère  continue  à  s'avancer  dans  le  sens  de  l'impulsion  pri- 
mitive, ou  qu'elle  rétrograde  en  sens  contraire,  ou  enfin 
qu'elle  prenne  une  direction  intermédiaire  quelconque. 

Si  l'on  considère,  sur  la  verticale  CG,  un  point  défini  par 
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la  coordonnée  z^zp-^h,   les    composantes  de  sa  vitesse 

seront 

a-\-qh  et  b  — ph\ 

dans  rhypothèse  du  roulement,  les  équations  (i5)  ayant  lieu» 
ces  expressions  se  transforment  en 


a\  I  -f- 


et,  comme  a  et  6  ne  varient  pas,  on  voit  que  la  vitesse  est 
également  constante  pour  tous  les  points  de  la  sphère  qui 
arrivent  successivement  sur  CG,  à  une  hauteur  déterminée 
au-dessus  de  C.  On  peut  prouver  qu*il  en  est  de  môme  dans 
le  cas  du  glissement,  mais  seulement  pour  un  point  parti- 
culier de  CG.  L'intégration  des  équations  (i4)  donne  en  effet 

a-\ a  =z  consl.,     b p  =  const., 

P  P 

et  ces  expressions  sont  justement  celles  des  vitesses  compo- 

santés  du  point  D  de  CG  défini  par  /i  =  —  ;  les  points  de  la 

sphère  qui  passeront  successivement  par  la  position  D  y  ar- 
riveront donc  avec  une  vitesse  constante.  On  remarquera  que 
le  point  D  est  le  centre  d'oscillation  (n*  228)  du  pendule  com- 
posé qu'on  obtiendrait  en  suspendant  la  sphère  à  Tune  quel- 
conque des  horizontales  passant  par  le  point  C. 


§  II.  —  Actions  mutnelles  des  corps  tournants,  dans 
le  mouvement  varié;  théorie  des  volants. 

2i6.  Observations  préliminaires.  —  On  rencontre  fréquem- 
ment, dans  les  ateliers  où  s'effectuent  des  opérations  méca- 
niques, une  série  de  corps  solides,  assimilables  à  des  treuils, 
qui  tournent  autour  d'axes  parallèles  et  sont  rendus  soli- 
daires par  des  engrenages  ou  des  courroies  sans  fin.  Un  de 
ces  treuils,  pris  isolément,  supporte  d'abord  une  force  motrice 
ou  résistante  directement  appliquée  et,  en  second  lieu,  une 
ou  plusieurs  forces  provenant  de  sa  liaison  avec  les  autres 
treuils;  ces  dernières  forces   sont,  comme  les  premières, 
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tantôt  motrices,  tantôt  résistantes.  Elles  ne  sont  point  con- 
nues a  priori,  et  leur  détermination  offre  une  certaine  utilité 
pratique.  Le  constructeur  doit  évidemment  les  prendre  en 
considération  quand  il  fixe  les  épaisseurs  à  donner  aux  dents 
d'engrenage  et  aux  courroies  pour  que  ces  organes  résistent 
convenablement  à  la  rupture;  de  plus,  quand  il  s'agit  de 
courroies,  il  faut  éviter  qu'elles  ne  glissent  sur  leurs  tam- 
bours ou  poulies  de  support,  et  l'étude  de  leurs  tensions  est 
utile  à  ce  point  de  vue. 

247.  Action  mutuelle  de  deux  treuils  isolés.  —  Supposons 
d'abord  le  cas  particulier  de  deux  treuils  seulement,  l'un  A 
soumis  à  une  force  motrice  P,  l'autre  B  soumis  à  une  force 
résistante  Q  (fig>  270).  Le  mouvement  se  transmet  de  A  à  B 

Fîg.  270. 


par  une  courroie  sans  fin,  dont  les  deux  moitiés  ont  des  ten- 
sions inégales  T'  et  T";  au  point  de  vue  du  mouvement  pro- 
duit, les  choses  se  passent  comme  si  la  différence  T==T'  — T' 
agissait  suivant  la  direction  de  la  partie  la  plus  tendue.  On 
pourrait  supposer  aussi  que  la  transmission  se  fait  par  roues 
d'engrenages;  T  représenterait  alors  la  composante  normale 
de  leur  action  réciproque.  Le  frottement  étant  censé  négli- 
geable, on  aurait  le  même  calcul  à  faire  dans  les  deux  cas 
pour  déterminer  T.  Voici  ce  calcul. 
Soient 

00  et  if  les  vitesses  angulaires  de  A  et  B; 
p^iq  les  bras  de  levier  des  forces  P  et  Q  ; 

a  et  6  les  rayons  des  poulies  sur  lesquelles  passe  la  courroie 
sans  fin  ou  les  bras  de  levier  de  T  dans  les  deux  systèmes; 

1  et  J  les  moments  d'inertie  des  deux  treuils  autour  de  leurs 

axes  respectifs. 
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Onaura  (n»222) 

en  vertu  de  la  manière  dont  se  fait  la  transmission  de  mouve- 
ment, on  a  aussi 

Télimination  de  o)  et  (^  entre  ces  trois  équations  donne  alors 

relation  d'où  Ton  pourrait  tirer  la  valeur  de  T.  Pour  en  sim- 
plifier Texpression  algébrique,  nous  poserons 

l  =  Ma\     J  — N^',     Pp-P,a,     Qq--Qib; 

M  et  N  désigneront  ainsi  des  masses  fictives  qui,  distribuées 
respectivement  sur  des  anneaux  de  rayons  a  et  ô,  auraient  des 
moments  d'inertie  égaux  à  ceux  des  deux  treuils;  de  même  Pi 
et  Qi  sont  des  forces  qui,  appliquées  sur  les  bras  de  levier  a 
et  bf  ont  des  moments  égaux  à  ceux  de  P  et  Q.  Il  vient  alors, 
par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téqualion  en  T, 

P^-TT—Q, 

-   M    ~~      N      ' 

d'où  résulte 

M0i4-NP, 


(0  T=:. 


M-f-N 


Dans  l'état  de  mouvement  uniforme,  les  accélérations  an- 
gulaires --J-9  -T-  sont  nulles  ;  par  suite, 

P/>  — Tar=o,     Tb—Qq=io 
ou  bien 

(2)  T  =  P,  =  Q,. 

Leà  deux  forces  Pi  et  d  sont  alors  égales  entre  elles  et  à  la 
force  T.  Lorsque,  à  défaut  de  l'uniformité,  il  existe  des  pé- 
riodes au  bout  desquelles  les  vitesses  redeviennent  les  mêmes, 
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la  valeur  moyenne  de  raccéléralion  angulaire  est  nulle  dans 
une  de  ces  périodes,  et,  par  suite,  on  peut  admettre  que  les 
relations  (2)  ont  encore  lieu  entre  les  valeurs  moyennes  de 
Pi,  Qi  et  T.  Mais,  dans  Tintervalle  d'une  période,  chacune  des 
trois  forces  peut  varier,  et,  comme  la  relation  (i)  reste  tou- 
jours satisfaite,  leurs  variations  simultanées  aP,,  aQj,  aT  doi- 
vent vérifier  l'équation 

MAQ,-t-NAP, 


aT  = 


M4-N 


Supposons,  par  exemple,  le  cas  particulier  où  la  force  Pi  se- 
rait constante,  pendant  que  Qi  passerait  par  des  états  de 
grandeur  variables,  en  subissant  des  écarts  aQ,  autour  de  sa 
valeur  moyenne  Q,  =  P,.  La  force  T  subirait  alors  des  écarts 
correspondants  AT  autour  de  sa  moyenne  T  =  Pi,  et  l'on  au- 
rait 

,0.  ,^_  MAQ,  AQ, 

On  voit  que  AT  sera  une  petite  fraction  de  aQ,  si  la  masse  N 
est  grande  relativement  à  M.  Dans  le  cas  où  P,  serait  la  force 
variable,  on  verrait  de  môme  que  AT  serait  petit  relativement 

à  aP|  si  Ton  a  donné  une  grande  valeur  au  rapport  jr;  en  gé- 
néral, on  peut  donc  dire  que,  si  une  seule  des  deux  forces  P, 
et  Qi  est  variable,  on  rend  la  force  T  sensiblement  constante, 
en  donnant  une  grande  masse  à  celui  des  deux  treuils  dont  la 
force  est  sujette  à  des  changements  d'intensité. 

Dans  la  pratique,  il  est  utile  que  les  variations  des  forces  Pi 
ou  Qi  ne  se  fassent  pas  beaucoup  sentir  dans  la  transmission 
de  mouvement  d'un  treuil  à  Tautre,  ou,  en  d'autres  termes, 
ne  produisent  dans  T  que  de  petites  variations  AT.  Les  épais- 
seurs des  dents  d'engrenages  ou  des  courroies  doivent,  en 
effet,  se  déterminer  d'après  le  maximum  et  non  d'après  la 
moyenne  des  efforts  à  supporter;  et,  d'un  autre  côté,  l'aug- 
mentation des  épaisseurs  entraîne  celle  des  pertes  de  travail 
par  le  frottement  des  dents  (en  raison  de  ce  que  le  pas  devient 
plus  grand)  ou  par  la  raideur  des  courroies.  D'ailleurs  un  choc 
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non  prévu  pourrait  causer  la  rupture  des  dents  d'un  engre- 
nage, s'il  avait  pour  conséquence  de  rendre  AT  trop  grand; 
dans  le  cas  des  courroies,  on  sait  aussi  (n«191)  qu'une  trop 
grande  différence  des  tensions  T'  et  T''  peut  amener  des  glis- 
sements de  la  courroie  sur  ses  poulies  de  support,  et  alors  la 
transmission  ne  fonctionne  plus  régulièrement.  Par  toutes  ces 
raisons,  on  voit  qu'il  est  bon  de  faire  en  sorte  que  T  varie 
peu;  le  treuil  soumis  à  la  force  variable  doit  donc  être  établi 
avec  une  grande  masse  en  comparaison  de  l'autre.  Si  la  masse 
qu'on  est  conduit  à  lui  donner,  d'après  les  convenances  de  la 
construction,  n'est  pas  par  elle-même  suffisante,  on  l'aug- 
mente au  moyen  d'un  anneau  métallique  circulaire,  dont  le 
plan  moyen  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est 
placé  sur  celui-ci;  c'est  ce  qu'on  nomme  un  volant. 

Le  changement  de  sens  de  l'action  mutuelle  aurait  aussi  des 
inconvénients  pour  les  engrenages.  Comme  les  dents  en  con- 
tact ne  peuvent  que  se  presser  mutuellement,  puisque  aucune 
adhérence  n'existe  entre  elles,  le  changement  dont  il  s'agit 
n'est  réalisable  que  si  le  contact  d'une  dent  actuellement  en 
prise  passe  d'une  face  à  la  face  opposée;  mais,  en  vertu  du 
jeu  qu'on  laisse  toujours  aux  dents  (n^W, /),  elles  ne  se  lou- 
chent plus  pendant  ce  passage,  et  un  choc  se  produit  à  l'in- 
stant où  le  contact  se  rétablit  de  nouveau,  ce  qui  aurait  des 
inconvénients,  tant  au  point  de  vue  des  pertes  de  travail 
(n^215)  qu'à  celui  delà  conservation  des  appareils.  Il  faut 
donc  s'arranger  pour  empêcher  ces  changements  de  sens. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  seulement  deux  treuils  soumis 
à  des  forces  P  et  Q  de  sens  invariable,  l'une  motrice,  l'autre 
résistante,  la  formule  (i)  donne  toujours  pour  T  une  valeur 
de  même  signe;  cette  force  est  toujours,  comme  on  l'a  sup- 
posé dans  le  calcul  précédent,  résistante  pour  le  treuil  soumis 
à  la  force  motrice,  et  motrice  pour  celui  qui  subit  la  résis- 
tance. Son  sens  reste  donc  toujours  le  même.  Mais  il  pourrait 
en  être  différemment  si  P  et  Q  étaient  des  forces  tantôt  mo- 
trices, tantôt  résistantes,  pasâant  du  positif  au  négatif,  ou  en- 
core s'il  y  avait  plus  de  deux  treuils  communiquant  entre  eux 
par  courroies  ou  engrenages.  Cette  dernière  partie  de  la  pro- 
position résulte  de  la  généralisation  qui  va  être  donnée  main- 
tenant à  la  formule  (i). 
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248.  Action  mutuelle  de  deux  treuils  dont  chacun  commu- 
nique avec  plusieurs  autres.  —  On  considère  encore  deux 
treuils  A  et  B  (Jig.  271)  qui  communiquent  entre  eux  par 
courroie  ou  par  engrenage ,  mais  qui  font  chacun  partie  d'un 
système  plus  étendu.  Le  treuil  A  est  précédé  d'une  série  de 
treuils  A',  A',  . . . ,  dont  chacun  communique  avec  lui  directe- 
ment ou  par  l'intermédiaire  des  autres  ;  la  vitesse  angulaire 

Fig.  271. 


î- 


de  A  étant  w,  celles  de  A',  A^,  . . .  sont  respectivement  /r'o), 
Ar'cD,  . . . ,  en  désignant  par  k\  k",  . . ,  des  rapports  déterminés 
et  connus  a  priori.  Nous  appelons  encore 

\     V     V  P    P'     P'^  n     n'     n' 

*>*>•■•>•••»   *j*    î*    »•••>  J^i  r  i  y  >  •  •  • 

!•  les  moments  d'inertie  de  ces  treuils  A,  A',  A',  . . .  par  rap- 
port à  leurs  axes  de  rotation  respectifs;  2*  les  forces  qui  leur 
sont  directement  appliquées,  auxquelles  on  aura  soin  de 
donner  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  qu'elles  seront  mo- 
trices ou  résistantes;  3° les  distances  dechacune  de  ces  forces 
à  l'axe  du  treuil  correspondant.  Supposons  pareillement  que 
le  treuil  B  communique  avec  une  série  d'autres  treuils  B', 
B',  .. .,  et  soient 

J,  J',  J%  . . . ,  Q,  Q',  Q%  . . . ,  q,  q'y  7%  . . . ,  tv,  l'w,  l'w, . . . 

!•  les  moments  d'inertie  des  treuils  B,  B',  B'', . . .  par  rapport 
à  leurs  axes  respectifs;  2<^  les  forces  directement  appliquées  à 
chacun  d'eux,  affectées  du  signe  -h  ou  du  signe  —,  selon 
qu'elles  seront  résistantes  ou  motrices;  Z^  leurs  distances  aux 
axes  de  leurs  treuils;  4**  les  vitesses  angulaires  de  ceux-ci,  vi- 
tesses donton  connaît  les  rapports  /',  /*,...  à  la  première. 
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Désignons  enfin  par  T  l'action  mutuelle  des  treuils  A  et  B,  dé- 
finie comme  au  n*>  247,  et  par  a  et  b  les  distances  de  celte 
action  aux  axes  A  et  B. 

La  force  vive  du  premier  système  A,  A',  A',  ...  a  pour  va- 
leur 

a)*(l4-A:'«r-^>t''*F  +  ...), 

et  on  peut  la  représenter  par  Ma't»*,  si  Ton  définit  la  masse  M 
par  l'équation 

(4)  Ma»  =  I  -f-  A:'îr4-  F*r-+- . . .  ; 

la  masse  fictive  M  serait  celle  d'un  anneau  circulaire  de  rayon  a, 
qui,  tournant  dans  son  plan  avec  la  vitesse  angulaire  to  autour 
de  son  centre,  aurait  une  force  vive  égale  à  celle  du  système 
A,  A',  A", De  même,  si  Ton  pose 

(5)  Ni»  =  J  -h  /'*J'+  r*J'^-f-. . ., 

la  force  vive  du  système  B,  B',  B",  . . .  s'exprimera  parNô'w», 
et  sera  la  même  que  si  un  anneau  circulaire  de  masse  N  et  de 
rayon  b  tournait  dans  son  plan,  autour  de  son  centre,  avec  la 
vitesse  angulaire  w.  Les  travaux  élémentaires  des  forces  di- 
rectement appliquées  aux  deux  systèmes  s'expriment  par 

u>dt{Pp-\-  Pyk'  -4-  P'y^''- h . . . ), 
—  wdt{Qq  -h  Q'g'l'  -1-  Qyr  -h . . .), 

ou  simplement  par  P^aïadt,  —Q^bwdt,  si  Ton  pose,  pour 
définir  Pi  et  Qi,  les  égalités 

(6)  Pi  a  =  P/?  -h  P'p'k'  -h  P  Vr  -f- . . . , 

(7)  Q,6  =  Q^-T-QV/'  +  QV^'-t-.-.; 

Pi  et  Qi  seront  alors  des  forces  fictives  qui,  appliquées  tan- 
gentieliement  à  des  poulies  de  rayon  a  et  b,  la  première  sur 
le  treuil  A,  la  seconde  sur  le  treuil  B,  feraient  des  travaux 
élémentaires  respectivement  égaux  à  ceux  des  deux  systèmes 
de  forces  P,  P',  P^  . . . ,  Q,  Q',  Q%  . . . . 

Cela  posé,  on  a,  par  l'application  du  théorème  des  forces 
vives  (n*»205)  successivement  aux  deux  systèmes  de  treuils, 
pour  un  déplacement  infiniment  petit, 

Ma*a)rf(D=:(P,-  T)atoûf^,     "S b* w dw  =: {T -^  Q^) bw di 


J 
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OU,  SOUS  une  autre  forme, 

e/co  _  P,  — T      ;,^*'_T— Qj 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  liaison  des  treufls  A  et  6, 

acu  =  bw,    d'où  résulte    a  -r-  =  6  -r-  ; 

dt  dt' 


donc  aussi 


M      "^      N      ' 


et  finalement 

Cette  formule  donnerait  la  formule  (i)  comme  cas  particu- 
lier; elle  la  reproduit  identiquement^  sauf  que  les  notations 
M,  N,  Pi,  Qi  ont  reçu  une  définition  plus  générale,  qui  permet 
d'appliquer  la  formule  quel  que  soit  le  nombre  des  treuils  en 
communication  les  uns  avec  les  autres. 

Si  le  groupe  P,  P',  P*^,  . . .  ne  contient  que  des  forces  mou- 
vantes et  si  toutes  les  forces  Q,  Q',  Q'',  ...  sont  des  résis- 
tances, Pt  et  Qi  auront  nécessairement  le  signe  -+-,  et  la  for- 
mule (8)  ne  pourra  que  donner  T  positif;  la  force  T  aura  donc 
le  sens  qu'on  lui  a  supposé  dans  le  calcul  précédent,  c'est- 
à-dire  qu'elle  sera  motrice  pour  6  et  résistante  pour  A.  Mais 
si,  au  contraire,  l'un  au  moins  des  deux  groupes  comprend  à 
la  fois  des  forces  motrices  et  des  résistances,  et  que  ces  forces 
aient  des  intensités  variables,  il  pourra  se  faire,  à  certains 
instants,  que  Pi  ou  Qi  devienne  négatif  et  que  le  même  chan- 
gement ait  lieu  pour  T.  L'action  mutuelle  changerait  alors  de 
sens,  ce  qui  entraînerait  les  inconvénients  déjà  signalés  plus 
haut  (n*  2fc7).  On  pourrait  d'ailleurs  les  éviter  en  prenant  M 
suffisamment  grand  lorsque  Pi  seul  varie  beaucoup,  ou  en 
augmentant  N  si  les  variations  notables  afTectent  seulement  la 
valeur  de  Qi- 

2i9.  Emploi  des  volants  pour  régulariser  la  vitesse  des  corps 
tournants,  —  On  a  vu  (n«*  2W  et  2W)  qu'un  volant  convena- 
blement placé  a  pour  effet  de  régulariser  l'action  mutuelle  de 

HtBssc.  —  Cours  d0  Mée,  II.  1 1 
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deux  corps  tournants,  quand  Tun  d'eux  est  soumis  à  une  force 
variable.  Les  volants  peuvent  encore  produire  un  effet  d'un 
autre  genre,  pour  lequel  ils  sont  fréquemment  employés;  ils 
fournissent  un  moyen  de  resserrer  les  limites  entre  lesquelles 
varie  la  vitesse  d'un  corps  tournant,  isolé  ou  faisant  partie 
d'un  système  de  treuils  liés  entre  eux  par  courroies  ou  par 
engrenages.  Considérons,  en  effet,  un  système  de  treuils  com- 
posé d'un  treuil  principal  0,  communiquant  avec  d'autres 
treuils  0',  0", ...;  les  vitesses  angulaires  sont  o)  pour  le  treuil  0, 
Ar'o),  Ar'^o),  . . .  pour  les  autres;  les  moments  d'inertie  corres- 
pondants, pris  pour  chaque  treuil  relativement  à  son  axe, 
sont  I,  l'y  F, Si  la  vitesse  w  avait  pour  valeur  wq  à  l'in- 
stant initial  et  si  6  représente  la  somme  des  travaux  de  toutes 
les  forces  du  système  pendant  que  la  vitesse  angulaire  a  passé 
de  wo  à  0),  l'équation  des  forces  vives  sera 

-MR»((o«— a);)  =  C, 

en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

On  voit  par  là  que,  pour  des  valeurs  déterminées  du  travail 6, 
les  différences  w'  -;-  wj  deviendront  aussi  petites  qu'on  le 
voudra,  en  prenant  MR'  suffisamment  grand,  et  par  consé- 
quent il  en  sera  de  même  pour  les  variations  de  vitesse  angu- 
laire w  —  wq.  Dans  le  cas  où  le  moment  d'inertie  réduit  MR' 
n'est  pas  assez  grand  par  lui-même,  en  raison  des  dimensions 
qu'exige  la  construction  des  treuils,  on  l'augmente  au  moyen 
d'un  volant  en  forme  d'anneau  solide,  placé  perpendiculai- 
rement à  l'un  des  axes  concentriques  avec  lui. 

Comme  ce  volant  ne  produit  de  l'effet,  au  point  de  vue  qui 
nous  occupe  actuellement,  que  par  un  terme  de  la  forme  k\\x 
introduit  dans  l'expression  de  MR%  on  voit  qu'on  a  intérêt, 
pour  diminuer  sa  masse  autant  que  possible  :  i<^  à  lui  donner 
un  grand  rayon,  ce  qui  tend  à  augmenter  I,  à  égalité  de  masse  ; 
2"  à  le  placer  sur  celui  des  treuils  îjui  tourne  le  plus  vite,  ce 
qui  accroîtrait  Xti.  A  ce  double  point  de  vue,  il  y  a  des  limites 
imposées  par  les  difficultés  de  construction  et  les  considéra- 
tions relatives  à  la  solidité  du  volant.  D'un  autre  côté,  il  ne 


V   - 
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faut  pas  oublier  que  le  volant  doit  fonctionner  aussi  comme 
régulateur  des  actions  mutuelles;  pour  ce  motif,  on  le  place 
assez  ordinairement  sur  le  treuil  qui  reçoit  les  forces  les  plus 
variables  (n^»  247  et  2iW),  sauf  à  lui  donner,  s'il  le  faut,  une 
masse  plus  considérable,  afin  de  compenser  la  diminution  de 
sa  vitesse. 

250.  Exemples  particuliers  concernant  les  volants  employés 
comme  régulateurs  de  vitesse,  —  Après  ces  indications  géné- 
rales et  sommaires,  nous  allons  étudier  et  discuter  en  détail 
un  certain  nombre  de  cas  particuliers  qu'on  rencontre  fré- 
quemment dans  la  pratique,  lesquels  feront  comprendre,  par 
analogie,  ce  qu'on  aurait  à  faire  dans  d'autres  circonstances. 

Premier  exemple  :  Manivelle  simple,  à  simple  effet.  —  Un 
treuil  tournant  autour  de  l'axe  0  {Jig.  272)  est  mis  en  mou- 
vement par  une  force  P  de  direction  et 
d'intensité  constantes,  appliquée  en  B 
à  l'extrémité  de  la  manivelle  OB;  mais 
cette  force  n'agit  que  pendant  le  pas- 
sage du  point  mort  Bq  au  point  mort  Bi , 
et  cesse  d'agir  pendant  que  le  bouton  B 
parcourt  la  demi-circonférence  BiMBq. 
Le  treuil  0  est  en  communication  avec 
d'autres  treuils  0',  0",  . . . ,  et  l'on  pose, 
comme  ci-dessus  (n®  249), 

pour  déOnir  le  moment  d'inertie  réduit  MR*.  On  suppose  que 
tous  ces  treuils  supportent  des  résistances  constantes,  dont  le 
travail  total  est  à  chaque  instant  égal  à  celui  d'une  force  con- 
stante Q  agissant  sur  le  treuil  principal  0,  à  la  distance 
constante  a  de  l'axe  de  rotation.  Cette  force  Q  est  censée 
comprendre  toutes  les  résistances  quelles  qu'elles  soient, 
même  celles  qui  proviendraient  du  frottement  ou  autres 
causes  quelconques.  Cela  posé,  on  demande  : 

I®  La  condition  pour  que  le  mouvement  du  treuil  0  rede- 
vienne périodiquement  le  même  à  chaque  tour; 

Q*"  Cette  condition  étant  remplie,  quelles  sont  les  positions 


l64  QUATRIÈME  PARTIE.  —    CHAPITRE   TROISIÈME. 

de  06  auxquelles  répondent  les  vitesses  angulaires  maximum 
et  minimum  ; 
3^  La  condition  pour  que  la  différence  entre  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  vitesse  angulaire  soit  une  fraction  donnée  - 

de  leur  moyenne  arithmétique. 

Pendant  un  tour  complet  du  treuil  0,  les  travaux  moteur 
et  résistant  sont  respectivement  2P6et2irQa;si  Ton  pose 

('^  Pô  -T.' 

la  somme  algébrique  2P6  —  airQa  s'annulera,  de  sorte  que 
la  force  vive  totale  du  système  et,  par  suite,  la  vitesse  angu- 
laire 0)  du  treuil, redeviendront,  à  la  fin  du  tour,  les  mômes 
qu'au  commencement.  Dans  les  tours  suivants,  les  mômes 
quantités  de  travail  moteur  ou  résistant  se  reproduiront,  en 
passant  par  les  mêmes  grandeurs  successives;  donc  la  force 
vive  et  la  vitesse  angulaire  reprendront  la  même  série  de  va- 
leurs que  dans  le  premier  tour;  donc,  enfin,  l'équation  (i) 
suffît  pour  assurer  la  périodicité  du  mouvement.  D'ailleurs 
elle  est  nécessaire;  car,  si  la  somme  algébrique  2P6  —  axQrt 
avait  une  valeur  différente  de  zéro,  la  force  vive  varierait  d'une 
quantité  constante  à  chaque  tour  du  treuil  principal. 

Afin  d'avoir  les  positions  pour  lesquelles  il  se  produit  un 
maximum  ou  un  minimum  de  la  vitesse  angulaire  ai,  on  re- 
marquera que,  dans  ces  positions,  dw  s'annule;  que,  par  suite, 
la  différentielle  MR*ioû?(o  de  la  demi-force  vive  s'annule  aussi 
et  qu'il  en  est  de  môme  du  travail  élémentaire 

(Pôsino:  —  Qa)dx, 
On  posera  donc 

(2)  Pbsinx  —  Qa—o    ou     s\na:=z  ^-~-  —  -- 

On  tire  de  cette  équation  deux  valeurs  de  l'angle  a?  inférieures 
à  la  demi-circonférence,  savoir  : 

a:' =r  0,103111    répondant  à  i8»33',6, 

et  le  supplément 

x'  =  i:  —  x  répondant  à  161^26',  4. 
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Soient  B'  el  B'ies  deux  positions  du  bouton  B  de  la  manivelle 
(jui  sont  définies  par  ces  deux  valeurs.  La  première  donne  le 
minimum,  car,  dans  le  parcours  BqB',  le  travail  élémentaire 
(P^sino:  —  Qa)dx  est  resté  constamment  négatif  et  la  force 
vive  a  dû  toujours  diminuer,  tandis  que,  après  le  passage  de  B' 
et  jusqu'à  B'',  le  facteur  P  bsinx  —  Qa  ayant  changé  de  signe, 
la  force  vive  a  toujours  augmenté;  donc  la  vitesse  diminue 
jusqu'à  B'  pour  croître  au  delà,  ce  qui  montre  bien  qu'elle 
passe  par  un  minimum  en  B'.  Elle  augmente  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  voir,  jusqu'à  B%  puis  elle  diminue,  parce  que 
P^sin  J7  redevient  inférieur  à  Qa;  donc  le  maximum  se  pro- 
duit en  B*^  pour  x  =z  a;'\  U  n'y  a  d'ailleurs  ni  maximum,  ni  mi- 
nimum dans  la  seconde  moitié  du  tour;  car,  la  force  motrice 
étant  supprimée,  la  vitesse  décroît  constamment  dans  le  par- 
cours B,MBo. 

Reste  la  troisième  partie  de  la  question.  Nous  la  résoudrons 
en  appliquant  d'abord  le  théorème  des  forces  vives  pendant  le 
parcours  de  l'angle  x"  —  x',  ce  qui  donne,  en  désignant  par  u)' 
et  tù'  les  vitesses  angulaires  répondant  à  x"  et  x'^ 

-MR''(o^''^  —  u>'*)  =  2?  b  cosx'  —  Qa(T.  —  2x') 

==:  2Pb(cOSx' — — j  =0,5521  X  2  PÔ. 

Or  on  a  identiquement 


I 

2 


si  Ton  nomme  w  la  moyenne  arithmétique  -(w'^-hw'),  lacon- 
dition  relative  à  la  différence  des  vitesses  angulaires  maximum 
et  minimum  s'exprime  par  l'égalité  w'^  —  œ'  =  - ,  d'où  résulte 

1  w^ 

2  ^  ^       n 

et  aussi 

(2)  MR'  — =  0,5521  X2P6. 

n 

L'équation  (2)  détermine  le  moment  d'inertie  réduit  MR*, 
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quand  on  donne  la  vitesse  moyenne  %  la  fraction  -  »   dite 

coefficient  de  régularisation,  et  le  travail  2P6  fourni  par  le 
moteur,  dans  chaque  tour  du  treuil  principal;  la  même  équa- 
tion ferait  connaître  -  >  si  l'on  donnait  MR*,  w  et  2P6. 

n 

Si  le  moment  d'inertie  réduit  MR^  dépassait  déjà,  en  vertu 
de  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  bonne  construction  des  treuils, 
la  valeur  déduite  de  l'équation  (2),  on  obtiendrait,  sans  l'em- 
ploi d'aucun  volant,  une  régularisation  supérieure  à  celle  que 

représente  le  coefficient  donné  -»  car  -  est  en  raison  inverse 
^  un 

de  MR',  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Dans  le  cas  contraire, 
on  compléterait  MR-  par  l'adjonction  d'un  volant.  On  place- 
rait ce  volant  sur  le  treuil  0,  le  seul  qui  soit  soumis  à  une 
force  variable.  La  puissance  P  n'agit,  en  effet,  que  pendant 
la  moitié  de  chaque  tour,  et  même,  pendant  cette  moitié,  si 
on  la  transformait  en  une  force  Pj  appliquée  sur  un  bras  de 
levier  constant,  comme  on  l'a  fait  dans  les  calculs  sur  les  ac- 
tions mutuelles  des  corps  tournants,  Pi  varierait  proportion- 
nellement à  sinor. 

La  détermination  ci-dessus  donnée  du  volant  suppose  con- 
nue la  vitesse  angulaire  moyenne  w=:  -  (to"-hto').  Dans  la 

pratique,  on  préfère  se  donner  une  quantité  plus  facile  à  ob- 
server, qui  est  le  nombre  N  de  tours  du  treuil  0  par  minute. 

Le  temps  d'un  tour  étant  -^  secondes,  on  a 


f      Cl)  û?^; 


d'où  Ton  tire,  puisque  w  est  toujours  compris  entre  les  li- 
mites t»'  et  w% 

60    ,  Go    , 

211  >>  -^rr  tO  ,     211  •<   r^  W 


N      '        ^  N 


Or  les  équations  de  définition 


1  KV 

/       /*     I           /  \  f                t 

\%>  •=!   —  {  (O     +   OJ    ),         0»     OJ    Z=l   — 

2  // 
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donnent 


(O 


\         2nJ  \         2n/' 


on  en  conclut  bien  facilement 


"•> 


TcN        I  -reN 

5     <»'< 


3o  I 

2n 


3o  I 

2/1 


Comme  ces  deux  limites  de  ^v  ont  un  rapport  très  rapproché 
de  Tunité  lorsque  n  est  un  peu  grand,  on  peut  adopter,  sans 
avoir  à  craindre  une  erreur  relative  notable,  la  valeur  inter- 
médiaire 

W  rz: • 

3o 

Le  nombre  n  est  fixé  d'après  Texpérience  acquise  des  con- 
structeurs, suivant  la  destination  des  machines  mues  par  le 
treuil  principal.  Dans  les  filatures  on  prend  communément  n 
de  35  à  4o,  et  de  5o  à  60  s'il  s'agit  de  fabriquer  des  fils  très 
fins;  c'est  là  qu'il  faut  la  plus  grande  régularité.  Dans  les 
autres  cas  on  pourra  prendre  n  plus  petit,  de  20  à  25  par 
exemple. 

Les  détails  que  nous  avons  donnés  sur  ce  premier  cas  par- 
ticulier restent  en  grande  partie  applicables  dans  les  exemples 
suivants.  Nous  pourrons  donc  traiter  ceux-ci  plus  brièvement 
et  nous  borner  à  signaler  ce  qui  les  distingue  du  précédent. 

Deuxième  exemple  :  Manivelle  simple  à  double  effet.  —  La 
force  P,  après  avoir  accompagné  son  point  d'application  B 
(fig,  278)  de  Bo  à  Bi,  en  conservant 
toujours  même  grandeur,  même  di- 
rection et  même  sens,  l'accompagne 
encore  dans  la  demi-circonférence 
BjB'Bo  qtii  complète  le  tour,  en 
conservant  sa  direction  et  sa  gran- 
deur, mais  changeant  brusquement 
de  sens  à  partir  de  Bi,  de  manière  à 
rester  toujours  force  mouvante.  Rien 

n'est  d'ailleurs  changé  aux  données  du  premier  exemple,  et 
l'on  demande  de  résoudre  les  mêmes  questions. 
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Le  travail  moteur  se  trouvant  doublé  à  chaque  tour,  la  con- 
dition de  périodicité  devient  ^Pb=^2TzQa,  soit 

Qa       2 


(3) 


Pb  ~"7t 


En  vertu  de  cette  dernière  équation,  le  travail  total 
2P6  — irQa  accompli  pendant  le  demi-tour  B06B1  est  nul, 
de  sorte  que  la  vites$e  est  la  même  en  Bi  qu'en  Bq.  Plus 
généralement  on  peut  dire  qu'elle  est  la  même  pour  deux 
positions  quelconques  B  et  B'  diamétralement  opposées.  En 
effet,  le  travail  moteur  pendant  le  demi-tour  BBiB'  a  pour 

valeur  

P(CB, -f- BTC)  =  P(CB^ -h  B^C)  =  2?^ 

et  le  travail  résistant  est  toujours  izQa  pour  un  demi-tour 
quelconque;  la  somme  algébrique  2 Pè  —  irQ a  de  ces  deux 
travaux  est  donc  nulle,  ce  qui  démontre  la  proposition  énon- 
cée. Ainsi  donc,  par  cela  même  que  le  mouvement  est  pério- 
dique par  tour  entier,  il  l'est  aussi  par  demi-tour,  et  il  suffit 
de  considérer  ce  qui  se  passe  dans  le  parcours  de  l'arc  BoBB,. 
Les  positions  auxquelles  répondent  les  vitesses  maximum 
et  minimum  sont  encore  données  par  l'équation 

Pbsïnx  —  Qa=:o; 

d'où  résulte,  eu  égard  à  (3), 

2 
sina:=i  -. 

Cette  dernière  équation  fournit  deux  valeurs  supplémen- 
taires 

jr'zno, 221671     répondant  à    89052', 4, 

x''z=nz  —  a?'       répondant  à  i4o°  7^,6, 

et  l'on  prouveraiit  par  le  même  raisonnement  que  le  minimum 
a  lieu  pour  la  première,  le  maximum  pour  la  seconde. 

Enfin  l'application  du  théorème  des  forces  vives  entre  les 
positions  définies  par  a?'  et  ûh'^  conduirait  à  l'équation 

tjn2 

MR-—  =2P^icos^.-'— Qa(7r  — 2x') 


n 


=z^Pb{  -  cosj;' H  —  )  =0,1002  X  4P^. 

*   2  2  7C  / 


I 
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On  voit  que,  à  égalité  de  travail  moteur  dans  chaque  tour, 

de  vitesse  moyenne  et  de  coefficient  ->  le  moment  d'inertie 

MR*  est  diminué  dans  le  rapport  de  o,552i  à  o,io52  (ou  en- 
viron de  5,25  à  i),  quand  on  remplace  la  manivelle  à  simple 
effet  par  la  manivelle  à  double  effet. 

Troisième  exemple  :  Manivelle  à  simple  ejfety  avec  contre- 
poids, —  La  force  motrice  P  sera  supposée  n'agir  que  pen- 
dant le  parcours  du  demi-cercle  BoBBi  [fig.  274);  mais  à 
rinstant  où  son  point  d'applica- 
tion B  passe  au  point  mort  Bq,  un 
contrepoids  C,  invariablement  lié 
au  treuil  0,  se  trouve  en  Co,  au 
point  le  plus  bas  du  cercle  qu'il 
décrit;  de  plus  on  choisit  le  poids 
C  et  son  bras  de  levier  r,  de  ma- 


nière qu'on  ait  C  r  =  -  P  /?.  Après       q 


r 


le  parcours  d'un  angle  x  inférieur 
à  la  demi-circonférence,  à  partir 
des  positions  Bo  et  Q,  le  travail  des  deux  forces  Q  et  C  sera 


P6(i  —  cosj?)  —  Cr(i  — cosa?)  oubien  -P^(i— -  cosar); 

lorsque  x  atteindra  la  valeur  ir,  la  puissance  P  cessera  d'agir, 
mais  le  contrepoids  C  sera  dans  la  position  Ci,  diamétrale- 
ment opposée  à  Co,  et  si  le  système  tourne,  à  partir  de  là, 
d'un  angle  x  variable  entre  zéro  et  u,  le  travail  fourni  par  le 
contrepoids  deviendra  moteur  et  sa  valeur  sera 


Cr(i  — cosj?)  oubien  --P^(i  —  cos^). 

» 
Les  choses  se  passeront  donc,   pendant  chaque  tour  du 

treuil,  comme  si  le  système  de  la  force  P  et  du  contrepoids 

était  remplacé  par  une  force  -  P  agissant  au  point  6  pendant 

la  totalité  du  tour,  et  changeant  de  sens  au  passage  de  chaque 
point  mort,  de  manière  à  rester  toujours  motrice.  On  rentre 
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donc  ainsi  dans  le  cas  de  la  manivelle  à  double  e£fet.  La  con- 
dition de  périodicité  serait 

4x-P^~27:Qa     ou      -j;     =  ^; 

les  positions  pour  lesquelles  la  vitesse  angulaire  passerait  par 
un  maximum  ou  un  minimum  seraient  définies,  pour  le  pre- 
mier demi-tour,  par  les  mêmes  angles  a:"  et  x'  que  dans 
l'exemple  précédent,  ces  angles  étant  comptés  à  partir 
de  OBo;  enfin  le  moment  d'inertie  MR'  se  calculerait  par  Té- 
quation 

(r'  P  b 

MU* —  =:0,I052  X  4 =0,J052  X  2P^. 

n  2 

Le  contrepoids  aurait  donc  pour  effet  de  réduire  à  0,1062 

le  coefficient  o,552i  applicable  dans  le  cas  de  la  manivelle  à 

simple  effet;  de  plus  il  compterait  dans  le  moment  d'inertie 

G  /•*      P  br 
MR'  pour  une  valeur  égale  à  —  = 

Si  Ton  continuait  à  désigner  par  MR*  le  moment  d'inertie 
réduit  des  treuils,  sans  y  comprendre  ce  nouveau  terme,  la 
dernière  équation  devrait  s'écrire 

MR2-h  — "^  —  =  o,io52  X  2P^ 


2^'  /  n 


et  Ton  en  tirerait 


w^ 


MR*—  i=:fo,lo52—   ^^2P^I. 

Quatrième  exemple  :  Deux  manivelles  rectangulaires  à 
double  effet,  —  Le  treuil  0  {fig*  276)  est  mis  en  mouvement 
par  deux  manivelles  à  angle  droit  OB,  OB'  sollicitées  cha- 
cune par  une  force  P  constante  en  intensité  et  en  direction, 
mais  changeant  brusquement  de  sens  quand  son  point  d'ap- 
plication B  ou  B'  vient  passer  par  l'un  des  points  morts  B©, 
B].  Rien  n'est  d'ailleurs  changé  aux  données  ni  aux  ques- 
tions à  résoudre  indiquées  dans  le  premier  exemple. 

Pendant  un  tour  entier  le  travail  moteur  est  4P^  pour 


j 
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chacune  des  deux  manivelles,  soit  en  tout  8P^;  le  travail  ré- 
sistant dans  le  même  intervalle  a  pour  valeur  2  7cQa.  Il  faut 
donc,  pour  que  la  vitesse  redevienne  la  même  après  Taccom- 
plissement  d'un  tour,  qu'on  ait 

Pô 


(4) 


SPbz=L'iTzQa     ou 


7: 


Fig.  275. 


Qy 


Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  facilement  recon- 
naître que  le  travail  moteur 
sera  égal  au  travail  résistant, 
pour  un  quart  de  tour  compté 
à  partir  d'une  origine  quel- 
conque, et  que,  par  conséquent, 
le  mouvement  est  périodique 
par  quart  de  tour.  En  effet  sup- 
posons que  la  première  mani- 
velle passe  de  la  position  OB 
à  la  position  perpendiculaire 
OB',  et  que  simultanément  la 
seconde  manivelle  passe  de  OB' 
à  OB',  sur  le  prolongement  de  , 
OB;  le  travail  moteur  pendant  ce  quart  de  tour  sera 

P(CC-f-Cng;-4-B7C')  ou  P(CC'-+-C^-f-B;G)  ou  enfin  2?^ 

et  le  travail  résistant  aura  une  valeur  -irQa,  égale  à  2P6 

d'après  l'équation  (4).  Ainsi  la  somme  algébrique  des  tra- 
vaux des  forces  est  nulle  pendant  que  le  treuil  0  décrit  un 
angle  droit  à  partir  d'une  position  quelconque,  et  par  consé- 
quent la  vitesse  angulaire  se  retrouve  la  même  à  la  fin  de  ce 
parcours  qu'à  son  commencement. 

Le  mouvement  étant  périodique  par  quart  de  tour,  il  suffit 
de  considérer  ce  qui  se  passe  pendant  que  l'angle  ^,  décrit 
par  OB  à  partir  de  OBo,  varie  de  zéro  à  un  quadrant.  Lors- 
qu'on aura 

[Pô(sinA-i-  cos^)  —  Q«]é/:r  =  0, 

le  travail  élémentaire  s'annulera  et  par  conséquent  la  vitesse 
anerulaire  passera  par  un  maximum  ou  un  minimum.  Celte 
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équation  peut  s'écrire,  eu  égard  à  (4), 

(5)  sinoî-i- cos^r= -• 

pour  en  avoir  simplement  les  racines,  on  posera 


«k 


^  =  ^4-7. 
sina?t=:  _y/2(cos/-f-  sin/),     cosj:=     v^(cos/  —  sinv). 


valeurs  qui,  portées  dans  l'équation  (5),  donneront 

r  4  2v/â 

\/2C0S/z=:  ou       COS/= 

On  satisfait  à  cette  dernière  équation  en  prenant 

j=:di  0,14337:, 

ce  qui  conduit  à  deux  valeurs  correspondantes  de  x,  savoir  : 
:r'=:  0,106711    répondante  i9°i2',o. 


ik 


x''^: x'      répondant  h  70«48',o, 

les  seules  admissibles  entre  zéro  et  -  •  Si  l'on  forme  ensuite 

2 

la  dérivée 


d^V 


4 

,    .  sinj? -h  cosa? ]=icosx  —  smj7, 


on  constate  qu'elle  est  positive  pour  x  =  a;'  et  négative 
pour  x^=x^']  donc  le  travail  élémentaire  s'annule  pour  ces 
deux  valeurs,  en  passant  du  négatif  au  positif  aux  environs 
de  x^=x\  et  du  positif  au  négatif  aux  environs  de  x  :=x^, 
puisqu'il  est  croissant  dans  le  premier  cas  et  décroissant  dans 
le  second.  Donc  la  vitesse  angulaire,  d'abord  décroissante 
avant  x^=ix\  commence  à  croître  après;  donc  x'  répond  à 
un  minimum.  Et  de  même  la  vitesse  angulaire,  qui  croissait 
avant  07  =  j;',  devient  décroissante  après;  donc  x"  répond  à 
un  maximum. 
On  déterminera  enfin  le  moment  d'inertie  MR*  nécessaire 


j 
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pour  obtenir  une  régularisation  donnée,  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  dans  te  passage  du  système  de  la 
position  définie  par  x^=x'  à  la  position  définie  par  x  =  j:', 
ce  qui  donne 


w^ 


MR'-  -  i=:P6(cosj:'  — cos^^-t-sinj::^— sina:')  — Qa(a:''  — x'), 


TC 


ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (4)  et  de  la  relation  x'  = a?'. 


MR'~  =iVb{Q,o%x'^^mx') 
n 


iPb/iz 


TT 


'■) 


QDI./COSJ?'— sinx'       I       x'\ 
=z8Pbi -^ j  -i j  =0,0106  X  SPb. 

A  égalité  de  vitesse  moyenne  w,  de  coefficient  n  et  de 
travail  moteur  développé  dans  chaque  tour  du  treuil  0,  le 
moment  d'inertie  MK*  devient  environ  62  fois  moindre  que 
dans  le  premier  exemple,  car  il  est  réduit  dans  le  rapport  des 
coefficients  numériques  o,552i  et  0,0106. 

251.  Généralisation  des  exemples  précédents,  —  On  suppose 
toujours,  comme  aux  n^*  2^9  et  250,  un  système  composé 
d'un  treuil  principal  0  (/ig*  ^76),  en  communication  directe 


Fig.  276. 


^Q 


-Jh 


'E 
jLSL 


^^ 

I 
I 

I 
I 

_11L 


2ir 


011  indirecte,  par  courroies  ou  en  engrenages,  avec  divers 
autres  treuils;  une  puissance  P  agit  sur  le  treuil  0,  et  des 
résistances  sans  cesse  équivalentes,  quant  au  travail  total 
produit,  à  une  force  Q  agissant  sur  le  treuil  principal,  se 
trouvent  distribuées  d'une  manière  quelconque  sur  l'en- 
semble des  corps  tournants.  Les  angles  x  décrits  par  le  treuil 
principal  O  étant  pris  pour  abscisses,  on  construit  deux 
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courbes  ayant  pour  ordonnées  les  moments  de  la  puissance  P 
et  de  la  résistance  Q  relativement  à  Taxe  de  ce  treuil  ;  ces  mo- 
ments pourront  varier  suivant  une  loi  quelconque,  mais 
toutefois  en  repassant  périodiquement  par  les  mêmes  valeurs 
après  chaque  révolution  autour  de  0.  Si  PABPj  et  QABQ, 
sont  ces  deux  courbes  entre  j?=:o  et  xz=z2t.,  on  aura  donc 
d'abord  CP  =  FP^,  CQ  =  FQ^,  et  il  sera  inutile  de  les  conti- 
nuer plus  loin,  puisqu'elles  se  reproduiraient  toujours  les 
mêmes.  Cela  posé,  voici  comment  on  peut  résoudre  les  trois 
questions  que  nous  avons  abordées  dans  les  exemples  du 
n«250. 

Pour  que  le  mouvement  soit  périodique,  il  faut  et  il  suffit 
que  dans  chaque  tour  le  travail  moteur  soit  égal  au  travail 
résistant.  Or,  si  l'on  mène  deux  ordonnées  infmiment  voi- 
sines egk, /fil,  on  voit  qu'on  a,  aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près, 

aire  e/kl  ■.==  e/.ek  — -  djcOïL(yP, 
aire  e/gh  -.=.  ef.  eg  =  dxtPSLQ  Q  ; 

ces  aires  représentent  donc  respectivement  les  travaux  élé- 
mentaires de  la  puissance  P  et  de  la  résistance  Q  (n«  l(fâ), 
d'où  il  suit  que  les  travaux  finis  des  mêmes  forces  pendant 
un  tour  sont  représentés  par  les  aires  totales  PABP,FC 
et  QABQiFG.  La  condition  de  périodicité  se  traduit  donc  par 
celle  de  l'équivalence  entre  ces  deux  aires.  En  se  rappelant 
qu'il  y  a  égalité  entre  les  ordonnées  finales  FP,,  FQ,  et  les 
ordonnées  initiales  CP,  CQ,  on  en  conclut  que  les  deux 
courbes  doivent  se  couper  un  nombre  pair  de  fois  dans  Tin- 
tervalle  CF,  sauf  le  cas  exceptionnel  d'une  coïncidence  exacte 
dans  toute  leur  étendue. 

Aux  points  d'intersection  des  deux  courbes,  tels  que  A  et  B, 
les  travaux  élémentaires  moteur  et  résistant  sont  égaux  en 
valeur  absolue  et  leur  somme  algébrique  devient  nulle.  Il  en 
est  de  même  pour  la  différentielle  de  la  demi-force  vive;  donc 
celle-ci  et  par  suite  la  vitesse  angulaire  passent  par  un 
maximum  ou  un  minimum,  pour  la  position  du  treuil  que  dé- 
finit toute  abscisse,  telle  que  CD  ou  CE,  d'un  point  d'inter- 
section. On  distingue  facilement  les  maxima  des  minima  par 
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la  situation  des  courbes  dans  le  voisinage  de  ces  points. 
Ainsi  l'intersection  A  répond  à  un  minimum,  parce  que,  avant 
ce  point,  le  travail  élémentaire  de  la  résistance  est  prédomi- 
nant, tandis  que,  après,  c'est  le  travail  moteur  élémentaire 
qui  remporte,  de  sorte  que,  dans  la  position  définie  par  l'ab- 
scisse CD,  la  force  vive  et  la  vitesse  angulaire  cessent  de  dé- 
croître pour  commencer  à  croître.  De  même  un  maximum 
répond  au  point  B,  parce  qu'en  ce  point  le  travail  élémen- 
taire passe  du  positif  au  négatif. 

Si  les  courbes  se  coupaient  un  plus  grand  nombre  de  fois, 
le  même  moyen  ferait  toujours  reconnaître  les  maxima  et  les 
minima;  seulement  on  serait  obligé,  pour  être  en  mesure  de 
déterminer  le  volant,  de  chercher  à  quelles  positions  ré- 
pondent le  plus  grand  des  maxima  et  le  plus  petit  des  mi- 
nima. Pour  y  arriver,  nous  appliquerons  le  théorème  des 
forces  vives  entre  la  position  initiale  répondant  à  l'origine  C 
et  une  position  quelconque  répondant  à  l'abscisse  Ce.  En  ap- 
pelant co  la  vitesse  angulaire  du  treuil  0,  MR*  son  moment 
d'inertie  réduit  (n<»249),  (Uq  la  valeur  initiale  de  o)  pour  a?  =  o, 
nous  aurons 


-MR2co«=  iMU*a)j4-  airePAA-eC  —  aireQAé'^C, 


d'où  il  suit  que  la  plus  grande  valeur  de  o)*  (et  partant  de  co) 
répond  à  celle  de  la  différence  PAArcC  — QA^eC;  il  suffira 
donc  de  calculer  cette  différence  pour  les  diverses  abscisses, 
telles  que  CE,  qui  donnent  des  maxima,  et  la  plus  grande 
des  différences  ainsi  trouvées  fera  connaître  la  position  du 
plus  grand  maximum  de  vitesse.  Un  moyen  tout  semblable 
fera  trouver  celle  du  minimum  qui  est  algébriquement  le  plus 
petit. 
Maintenant,  pour  déterminer  le  moment  d'inertie  MR*, 

répondant  à  un  coefficient  de  régularisation  donnée  -  >  on 

appliquera  le  théorème  des  forces  vives  dans  l'intervalle,  dé- 
sormais connu,  entre  le  plus  grand  maximum  et  le  plus  petit 
minimum  de  vitesse,  ou  inversement.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  y  ait  seulement  deux  intersections  A  et  B. 
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Dans  ce  cas  on  trouvera,  comme  au  n^  250, 

MR'^'  =:aireAA-B^A; 

mais,  afin  de  ne  pas  avoir  à  tenir  compte,  dans  un  calcul  nu- 
mérique, des  échelles  adoptées  pour  les  abscisses  x  et  les 

ordonnées  eg  ou  ek,  il  est  mieux  d'exprimer  autrement  le 
second  membre  de  Téquation,  c'est-à-dire  la  somme  algé- 
brique des  travaux  des  forces  dans  Tintervalle  DE.  Quelles 
que  soient  les  échelles,  il  existe  toujours  un  rapport  inva- 
riable entre  les  travaux  représentés  et  leurs  aires  représenta- 
tives; donc,  en  désignant  par  5  le  travail  de  P  pour  un  tour 
entier,  par  t  le  travail  qui  figure  dans  la  dernière  équation, 
par  A  et  a  les  aires  correspondantes  PABPiFC,  AA:B^A, 
mesurées  sur  le  dessin  avec  telle  unité  de  surface  qu'on 
voudra,  on  peut  poser  la  proportion 

-    =  ,  d  ou         Z=.    -r-ir. 

a       k  A 


et  par  suite 


«v*        a 


n        A 


Cette  dernière  équation  détermine  MR'  quand  les  autres 
quantités  sont  données. 

Dans  le  cas  de  maxima  et  minima  multiples,  l'aire  a  pour- 
rait se  composer  de  plusieurs  segments  analogues  à  A  A*B^A. 
Il  est  bien  évident  qu'on  devrait  les  compter  avec  un  signe 
ou  avec  le  signe  contraire,  suivant  que  la  courbe  PP,  serait 
au-dessus  ou  au-dessous  de  la  courbe  QQi,  car  on  a  toujours 
besoin  d'avoir  la  différence  entre  le  travail  moteur  et  le  tra- 
vail résistant  dans  l'intervalle  considéré.  Cette  différence 
serait  positive  si  Ton  était  passé  d'un  minimum  à  un  maximum, 
négative  dans  le  cas  contraire;  mais  ce  serait  toujours  sa  va- 

leur  absolue  qu'il  faudrait  égaler  à  MR*  — • 

252.  Observations  sur  V influence  de  Vobliquité  des  bielles, 
—  Dans  les  divers  problèmes  traités  au  n°  250,  nous  avons 


J 


Fig.  377. 
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toujours  calculé  le  travail  de  la  force  P  comme  si  elle  avait 
une  gi'andeur  et  une  direction  constantes. 
Pratiquement  cela  n'est  pas  tout  à  fait 
exact.  Soient  OB  (y?^.  377)  la  manivelle  et 
0  son  centre;  une  bielle  BC,  de  longueur 
m.OB  ou  mb,  s'articule  en  B  avec  OB  et 
en  C  avec  une  tige  guidée,  dont  Taxe  de 
figure  passe  par  le  centre  0.  C'est  suivant 
cet  axe  de  figure  qu'agit  la  force  con- 
stante P.  Lorsqu'on  suppose  le  rapport  m 
infini,  les  déplacements  de  C  sont  iden- 
tiques à  ceux  de  la  projection  D  du  point 
B,  et  le  travail  de  P  est  le  même  que  si 
cette  force  agissait  en  B.  Mais  cela  n'est 
plus  vrai  qu'approximativement  quand  on 
prend,  suivant  l'usage,  m  =  5  ou  6;  voici 
alors  comment  on  pourrait  avoir  la  valeur 
exacte  du  travail  de  P. 
Le  triangle  BOC  donne,  quel  que  soit  l'angle  BOBo=  ^, 

m*b^=Oc\  b^-+-  2ÏÏC. 6 cosa?, 
équation  d'où  Ton  tire 


OC  rzz —  ^coSvF  -4-  bsjm^ —  sin*a7. 

Si  Co  et  C2  sont  les  positions  extrêmes  du  point  C,  répon- 
dant aux  positions  OBq  et  OBt  de  la  manivelle,  on  a 


OCo=(m  — 1)6,     OC,=:(/7H-i)6 
et  par  suite 

CCo~  ÔC  —  OCo=  ^(1  — cosa?  — mn- v/m*—  sin*^:), 
CCj—  OCj— OC  —^(n--  cosar-f-  m  — v^m*— sin*j:). 

Ces  formules  permettent  de  calculer  le  travail  de  P,  depuis 
;r  =  o  jusqu'à  une  valeur  quelconque  de  cet  angle.  On  trouve, 
dans  le  cas  d'une  manivelle  à  double  effet, 


Da  z :^o  à  X 

De  jr  =  7T  à  r 
Rrrssb. 


^^^  TT  <  •  •  • 


PxCCo 

277...        P(2^»-HCCi) 

Cours  de  Méc,  II. 


Pô(i  — cosj: 
P^(3-i-cosj: 


m 


^m^ —  s  in'./), 
////^  —  sin'.r). 


ja 
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La  première  expression  subsisterait  dans  le  cas  d'une  noia- 
nivelle  à  simple  effet;  la  seconde  devrait  se  remplacer  par  la 
constante  2P6. 

Dans  le  cas  où  il  y  aurait  une  seconde  manivelle  à  double 
effet,  placée  à  90»  en  avant  de  la  première,  sa  longueur  OE 
et  celle  de  sa  bielle  £G  étant  encore  b  et  mb,  on  aurait 

0G  =  — 6  cos(a?H-  -  )  -+-  b  i/  m*  —  sïn^  Le  -h  -  ) 
=  6sina7-|-6v//n* —  cos*a: 

et,  si  Cl  est  la  position  de  C  pour  x  =z  -  ou  celle  de  G 
pour  or  =  o. 


OCi  ^  b  \Jni^  —  I . 

Par  suite,  le  travail  de  la  seconde  force  P,  appliquée  en  G, 
s'exprimerait  ainsi  : 

06^=0    àx=----«     P  X  CfG  =  P/->(sinj:-+- //"' — cos'jc— v//w*  — ij, 

TT    ,         37r         iP(C^H-CîG)==P(ÔCÏ~(JC;H-Ôc;--Ôâ) 

^  '^'  \      =  Vbyi.in -4-  2  —  //yi'  —  I  —  sin.r  —  ^nt^    ~  cos* j:), 

Dej:  =  — àj:  =  27r....  <      =  P  (ÔCl  —  ÔC^^  H- 2  ^H- ÔG  —  ÔC^  ) 


2 


=  P/>»(4  —  //'i*  —  I  -H  sinx  -+-  \////*—  cos^j*). 


Avec  ces  diverses  expressions  on  pourrait  former  celles  du 
travail  moteur  total,  produit  de  ^  =  o  jusqu'à  une  valeur 
quelconque  de  cet  angle;  le  travail  dû  à  une  résistance  con- 
stante Q,  agissant  à  la  distance  a  de  Taxe  0,  serait  toujours 
—  Qax  entre  les  mêmes  limites. 

Cela  posé,  il  n'est  pas  difficile  de  résoudre  numérique- 
ment, pour  chaque  valeur  de  m,  par  exemple  pour  mz=5, 
les  trois  questions  abordées  dans  les  exemples  du  n^  2S0, 
concernant  les  manivelles  à  simple  ou  à  double  effet.  Voici 
à  quels  résultats  on  arrive  finalement  : 

i^  La  condition  de  périodicité  après  chaque  tour  complet 
reste  la  même  que  dans  le  cas  d'une  bielle  infinie,  mais  la 
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subdivision  de  la  période  en  demi-tours  ou  quarts  de  tour 
n'est  pas  conservée  ; 

2®  Les  coefflcients  numériques  o,o52i  et  0,1  o52  relatifs 
aux  cas  d'une  manivelle  unique  à  simple  ou  à  double  effet  ne 
subissent  qu'une  assez  petite  altération,  car  ils  sont  rem- 
placés par  les  nombres  o,553i  et  o,  1289;  mais  il  n'en  est  pas 
de  même  dans  le  cas  des  deux  manivelles  rectangulaires  à 
double  effet,  carie  coefficient  0,0106  doit  être  remplacé  par 
0,03575,  nombre  8,87  fois  plus  grand. 

Nous  complétons  ces  renseignements  en  indiquant  les 
angles  auxquels  répondent  les  plus  grands  maxima  et  les 
plus  petits  minima  de  vitesse  angulaire. 

Manivelle  simple  à  simple  effet. 

Minimum  pour  x  =  0,1 276 tt,     soit      22*67  ,9, 
Maximum  pour  ^  -^  0,9140'r:,     soit     164* 3 1',  3. 

Manivelle  simple  à  double  effet. 

Minimum  pour  x  =  0,2634 t^",     soit      47*24',  8, 
Maximum  pour  x  ~  1 ,78667:.    soit    312" 55',  2. 

Deux  manivelles  rectangulaires  à  double  effet. 

Minimum  pour  x  -  o,  1067  r,     soit      19°  1 2',  o, 
Maximum  pour 07=^  1 ,3933-,    soit    250*48',  o. 

Ces  angles  ne  sont  pas  déterminés  avec  une  exactitude 
rigoureuse,  parce  qu'on  a  employé  dans  leur  recherche  une 
expression  simplifiée  du  travail  des  forces  P,  en  remplaçant 

les  radicaux  v^m^ — sin*a7,  y/m* —  cos*a?,  \/m^ — i  par  les  va- 

gîjiï  oj  COS^iS?  I 

leurs  approximatives  m .  m y  m Il  en 

est  résulté  sur  les  angles  dont  il  s'agit  des  erreurs  pouvant 
s'élever  à  quelques  minutes;  mais  cela  n'a  pas  d'importance 
pour  le  calcul  du  travail  des  forces  dans  l'intervalle  du  mi- 
nimum au  maximum,  lequel  sert  de  base  à  la  détermination 
du  volant.  Le  travail  compté  à  partir  de  a?  =  o  ne  diffère  en 
effet  de  la  demi-force  vive  que  par  une  constante  égale  à  la 
demi-force  vive  initiale,  en  sorte  qu'il  devient  maximum  ou 
minimum  en  même  temps  que  la  vitesse  angulaire;  et  l'on 


1 
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sait  d'autre  part  qu'une  fonction  varie  très  peu  aux  environs 
de  ses  maxima  et  minima. 


§  III.  —  Des  régulateurs,  freins  et  modérateurs. 

253.  Observations  générales  sur  les  régulateurs.  —  Par 
l'emploi  des  volants  on  s'est  proposé,  au  §  II  ci-avant,  de 
rendre  peu  sensibles  les  variations  de  vitesse  angulaire  d'un 
arbre  tournant  soumis  à  des  forces  dont  le  travail  était  déter- 
miné et  connu,  toujours  avec  cette  condition  que  dans  chaque 
tour  le  travail  moteur  total  était  égal  au  travail  résistant  total 
et  que  les  travaux  élémentaires  repassaient  périodiquement 
par  les  mêmes  valeurs.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  résis- 
tances sont  variables,  parce  que  dans  une  usine  on  n'a  pas 
toujours  à  faire  exactement  les  mêmes  opérations;   d'un 
autre  côté,  le  travail  moteur  peut  éprouver  aussi  des  varia- 
tions accidentelles.  Il  est  bon  alors  d'avoir  à  sa  disposition  un 
appareil  qui  puisse  agir  sur  la  source  même  du  travail  moteur 
et  permette  d'en  dépenser  juste  la  quantité  nécessaire  pour 
contrebalancer,  à  chaque  tour  de  l'arbre  principal,  le  tra- 
vail des  résistances;   car  autrement  la  vitesse  finirait  par 
s'anéantir,  ou  bien  au  contraire  irait  toujours  en  augmen- 
tant, suivant  qu'il  y  aurait  défaut  ou  excès  de  travail  moteur. 
L'appareil  dont  il  s'agit,  et  dont  le  rôle  est  bien  différent, 
comme  on  voit,  de  celui  d'un  volant,  se  nomme  un  régula- 
teur; tantôt  il  est  à  la  disposition  du  conducteur  ou  sur- 
veillant de  la  machine,  tantôt  il  est  automatique,  c'est-à-dire 
mis  en  mouvement  par  la  machiné  même. 

Il  n'entre  pas  dans  le  programme  de  notre  Cours  de  décrire 
tous  les  appareils  de  ce  genre  et  d'indiquer  les  circonstances 
où  l'on  pourrait  en  faire  usage;  nous  devons  nous  borner  à 
quelques  exemples. 

254.  Régulateur  de  Watt.  —  Le  régulateur  de  Watt, 
nommé  aussi  régulateur  à  force  centrifuge  ou  régulateur  à 
boules,  consiste  essentiellement  :  i^  en  deux  tiges  OB,  OB 
{fig.  278),  articulées  en  0  sur  un  arbre  vertical  OC;  2«»  en 
deux  tiges  AC,  AC  articulées  en  C  sur  un  manchon  mobile  le 
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^< 


P+P 


long  de  l'arbre,  et  en  A  avec  les  liges  OB;  S®  en  deux  boules 
pesantes  B,  B  placées  à  Textrémité  inférieure  des  tiges  OB. 
La  figure  du  système  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  ver- 
tical OC.  Supposons  maintenant  que  l'arbre  OC  reçoive  son 
mouvement  au  moyen  d'une 
courroie  sans  fin  ou  d'un  en- 
grenage qui  le  met  en  commu- 
nication avec  l'arbre  principal 
d'une  machine  à  vapeur  ou 
avec  l'arbre  d'une  roue  hydrau- 
lique, par  exemple.  Pour  une 
certaine  vitesse  angulaire  de 
cet  arbre,  à  laquelle  corres- 
pond une  vitesse  angulaire  iv 
autour  de  OC,  on  observe  que 
les  boules  restent  en  équilibre 
relatif,  la  figure  AOAC  tournant  autour  de  OC  sans  se  dé- 
former, et  les  boules  conservant  toujours  le  même  angle 
d'écart  a;  en  outre,  le'manchon  n'a  aucune  tendance  à  monter 
ni  à  descendre  et  n'exerce  pas  de  pression  sur  une  four- 
chette EDG  qui  l'embrasse  et  qui  est  mobile  autour  d'un 
axe  D,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Si  la  vitesse  augmente, 
les  boules  tendent  à  s'écarter  de  la  verticale;  mais,  comme  la 
fourchette  oppose  une  certaine  résistance  à  ce  mouvement, 
il  ne  se  produit  qu'à  Tinstant  où  l'augmentation  de  vitesse 
devient  suffisante  pour  vaincre  cette  résistance.  Alors  les 
boules  font  tourner  le  levier  DE  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Dans  le  cas  d'une  diminution  suffisante  de  la  vitesse,  les 
boules  se  rapprochent  au  contraire  de  OC  et  font  tourner  DE 
en  sens  inverse.  On  profite  de  ces  mouvements  imprimés 
à  DE  pour  diminuer  le  travail  moteur  dans  le  premier  cas  et 
pour  l'augmenter  dans  le  second.  Par  exemple,  s'il  s'agit  d'une 
machine  à  vapeur,  l'abaissement  de  E  diminuera  la  quantité 
de  vapeur  admise  dans  le  cylindre,  ou,  s'il  s'agit  d'une  roue 
hydraulique,  il  diminuera  l'ouverture  par  laquelle  l'eau  arrive 
sur  la  roue;  l'effet  contraire  résulterait  du  relèvement  du 
point  E.  On  voit,  par  conséquent,  que  la  vitesse  angulaire  au- 
tour de  OC  ne  peut  pas  s'écarter  au  delà  de  certaines  limites, 
de  la  valeur  w  qui  correspond  au  régime  normal  de  la  ma- 
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chine,  sans  faire  naître  une  cause  qui  agit  en  sens  contraire 
de  ces  écarts  et  tend  à  les  annuler. 

Après  ces  indications  sommaires,  faisons  une  théorie  un  peu 
plus  détaillée,  et  cherchons  notamment  entre  quelles  limites 
peut  varier  la  vitesse  autour  de  OC  sans  que  Tangle  a  éprouve 
aucun  changement,  c'est-à-dire  sans  troubler  l'équilibre  rela- 
tif de  la  figure  AOAC  par  rapport  à  Tarbre  OC.  Nommons 

w  la  vitesse  angulaire  de  cet  arbre,  qu'on  suppose  constante 

à  l'instant  considéré; 
P  le  poids  d'une  boule; 
p  celui  du  manchon  ; 
F  la  pression  descendante  que  la  fourchette  du  levier  ËDG 

exerce  sur  le  manchon  ; 
a,  by  c,  les  longueurs  OA,  OB,  ÀC. 

Suivant  le  principe  de  d'Alembert  (n^l93)  ou  suivant  la 
théorie  de  l'équilibre  relatif  (n<»  209),  l'équilibre  doit  exister 
entre  les  poids  des  diverses  parties  du  système  OABCBAO, 
la  force  F  et  les  forces  d'inertie  centrifuges  répondant  à  la 
rotation  uniforme  w,  eu  égard  aux  liaisons  entre  des  parties 
de  ce  système  entre  elles  et  avec  l'arbre  OC  qui  supporte  le 
tout.  Si  l'on  suppose  négligeables  les  masses  des  tiges,  les 
poids  se  réduisent  à  ceux  des  boules  et  du  manchon,  et  les 

forces  centrifuges  à  deux  forces  horizontales  Q  passant  par  les 

p 

points  B  et  ayant  pour  intensité  -w'ôsina  (n"  223  et  226). 

Les  forces  centrifuges  de  chaque  boule  ont  en  effet  une  ré- 
sultante unique,  parce  que  l'axe  de  rotation  est  axe  principal 
d'inertie  d'une  boule,  pour  le  point  où  il  perce  le  plan  hori- 
zontal de  symétrie  mené  par  les  centres  B;  d'autre  part,  la 
résultante  se  trouve  dans  ce  plan  et  doit  être  parallèle  à  HB; 
enfin  son  point  d'application  (le  centre  de  percussion)  est 
sur  cette  ligne;  donc  la  résultante  agit  bien  suivant  HB. 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  un  mouvement  virtuel  compa- 
tible avec  les  liaisons,  le  théorème  du  travail  virtuel  (n«  131) 
fournit,  dans  l'hypothèse  de  frottements  négligeables,  la  con- 
dition d'équilibre 

9.V 


2P8OH-+-  — coV^sinaôBH  -4-(F-+-/03OC=:  o. 


g 
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La  figure  donne  en  outre  les  relations 


OH^=^cosa,     BH=:6sina,     OC  =  acosa-t-y/c*  —  a'sin*a; 
d'où  l'on  déduit 


8()H=:-^^sinaSa, 
8BH=:      ôcosaSa, 

yrCr!               .       ^         a*sinacosa8a 
ôUt.= — asinaoa « 

V^c*  —  a*  sin*  a 

En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  d'équilibre,  celle-ci 
devient,  après  suppression  du  facteur  sinaSa, 

2P 

—  2Pb  -\ (o'ô'cosa 

(I)  /  V 

iT?  \f  aCOSa         \ 

\        yc*— a*sin*a/ 

c'est  la  condition  d'équilibre  sous  forme  finie,  en  laissant  de 
côté  la  solution  évidemment  irréalisable  qui  répondrait  à 
2  =  0. 

Si,  dans  l'équation  (i),  on  fait  F=:o,  on  obtiendra  la  rela- 
tion entre  la  vitesse  de  régime  co  =:  w  et  l'angle  a  correspon- 
dant, puisque,  avec  cette  vitesse,  il  ne  doit  se  produire  aucune 
pression  réciproque  entre  le  mancbon  et  la  fourchette  ;  cette 
relation  résolue  par  rapport  à  «r*  sera 

.  V  .         ^      r         P^   f  acosa       \1 

6cosa[        2P^\^        V^c«-a«sin*a/J 

On  peut  tirer  de  là  tv  quand  on  se  donne  a,  et  réciproquement. 
Pour  avoir  la  plus  grande  valeur  de  w  compatible  avec  l'équi- 
libre relatif  et  une  valeur  donnée  de  a,  on  devra  faire  F  égal  à 
sa  valeur  limite  Fj,  au  delà  de  laquelle  le  manchon  commen- 
cerait à  monter  malgré  la  résistance  opposée  par  le  levier. 
Nommant  u>i  cette  limite  de  co,  on  aura 

(3)  u.'=-^— r,^^(^+P'V.^    "'^<>^'   w. 

bcosal  2P6       \^        v^c'— a'sin'a/J 
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Si  Ton  voulait  trouver,  au  contraire,  la  plus  petite  valeur  w, 
de  «0,  en  dessous  de  laquelle  il  y  aurait  nécessairement  des- 
cente du  manchon,  dans  Thypothèse  où  la  même  force  Fi  de- 
vrait être  employée  pour  déplacer  le  levier  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  il  suffirait  de  remplacer  Fj  par  -—  Fi  dans  le  se- 
cond membre  de  Téquation  (3),  ce  qui  donnerait 

Il  est  bon  que  w,  ne  soit  pas  très  inférieur  à  wi,  car  l'appa- 
reil serait  peu  sensible  et  remplirait  mal  son  but  s'il  permet- 
tait une  grande  variation  de  vitesse  sans  sortir  de  l'équilibre 
relatif,  et,  par  conséquent,  sans  déplacer  le  levier  EDG.  On 
s'imposera  donc  la  condition 

iX' 

(5)  w,  —  a>2  =  — > 

n 

n  désignant  un  nombre  suffisamment  grand,  mais  cependant 
inférieur  à  celui  qui  a  servi  de  base  au  calcul  du  volant 
(n®»  250  et  251),  afin  que  les  boules  ne  se  dérangent  pas  pen- 
dant la  marche  régulière  de  la  machine.  L'élimination  de  cdi, 
Cl),  et  w  entre  les  quatre  dernières  équations  fera  ressortir  une 
condition  à  remplir  dans  l'établissement  du  régulateur.  Afin 
de  la  faire  simplement,  nous  remarquerons  que  les  vitesses 
limites  wj  et  œ,  sont  peu  différentes  en  vertu  de  la  condi- 
tion (5),  et  qu'elles  comprennent  w  dans  leur  intervalle,  car 
les  équations  (2),  (3),  (4)  donnent 

on  peut  donc  poser  sans  grande  erreur 

relation  qui,  multipliée  membre  à  membre  par  (5),  conduit  à 


U)?  —  (o;r=  

n 


Substituons,  dans  cette  dernière  équation,  les  valeurs  (2), 
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(3)  et  (4)  de  tv",  wj  et  wj;  on  trouvera 
Fia  /  ffco<'x 


=  -  I 


ou  bien,  sous  une  autre  forme, 


a(nl\  —  p)  f  acosa  . 


V^c*  —  ar  sin*a 


Dans  le  régulateur  à  force  centrifuge  tel  que  Watt  l'avait 
conçu,  le  poids/?  avait  peu  d'importance.  En  le  supposant  né- 
gligeable, la  condition  (6)  deviendrait 

Y ^a   /  a  cosa        \  _    i 

2Pô\^'"^^c*  — a*sin»a/  "  /^' 

et  Ton  pourrait  y  satisfaire  en  disposant  convenablement  du 
poids  P  des  boules.  Aujourd'hui,  les  constructeurs  donnent 
souvent,  au  contraire,  une  grande  valeur  au  poids  />,  sans  ce- 
pendant dépasser  aiF,  ;  de  plus,  on  fait  c  =  a.  La  condition  (6) 
devient  alors 

on  y  satisfait  par  un  choix  convenable  des  poids  P  et  p.  On 
voit  que  le  premier  pourra  être  petit  si  p  se  rapproche  de  nF,. 
Faisons  observer  que,  si  w  prend  une  valeur  supérieure  à 
ta),  ou  inférieure  à  co,,  l'équilibre  relatif  est  rompu,  mais  qu'il 
tend  à  se  rétablir  avec  une  valeur  différente  de  a.  Cette  valeur 
se  calculerait  au  moyen  de  l'équation  (3)  dans  le  premier  cas, 
et  de  l'équation  (4)  dans  le  second,  en  y  mettant,  au  lieu  des 
limites  t»i  ou  (»„  la  valeur  qu'on  attribuerait  à  la  vitesse  angu- 
laire. 

255.  Régulateur  parabolique;  régulateur  à  tiges  croisées 
de  Farcot.  —  On  a  fait  au  régulateur  de  Watt  un  reproche 
que  voici.  Supposons  qu'il  y  ait,  pendant  un  certain  temps, 
inégalité  entre  les  travaux  moteur  et  résistant,  et  que  la  pré- 
dominance appartienne  au  premier,  par  exemple.  Alors  la  vi- 
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tesse  de  rotation  w  augmentera  de  plus  en  plus  et  dépassera 
o),  ;  les  boules  s'écarteront,  feront  baisser  l'extrémité  E  du 
levier  EDG  (y?^.  278)  et  diminueront  la  quantité  de  travail 
moteur  arrivant  à  la  machine;  par  suite,  la  vitesse  tu  dimi- 
nuera aussi,  les  boules  ne  pourront 
*^'  ^^^'  pas  se  maintenir  dans  leur  nouvelle 

*!  position,  redescendront  vers  leur 

*i^  point   de    départ   et   déferont    ce 

I  \  qu'elles  avaient  fait  en  montant. 

\  '         Le  travail  moteur  deviendra  donc 

^-v—r^^^  ?î?       de  nouveau   prédominant,  et  les 
"01  >      1  mêmes    choses    recommenceront 

'    ^      ,  comme  la  première  fois,  de  sorte 

**^    "  \       que  l'appareil  serait  dans  un  état 
perpétuel  d'oscillation  et  d'instabi- 
lité. On  serait  arrivé  à  la  même  conclusion  en  supposant  au 
début  un  excès  de  travail  résistant. 

Avant  d'indiquer  comment  on  a  essayé  de  corriger  ce  défaut, 
nous  résoudrons  deux  questions  préliminaires  :  1°  Supposons 
une  courbe  plane  OM  (y?^.  279)  de  forme  invariable,  tournant 
uniformément  avec  une  vitesse  angulaire  w  autour  de  la  ver- 
ticale Oz  contenue  dans  son  plan.  Quelle  doit  être  la  figure 
de  OM,  pour  qu'une  boule  pesante  B,  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  assujetti  à  décrire  cette  courbe,  reste  en  équilibre  re- 
latif, quelque  position  qu'on  lui  ait  primitivement  donnée, 
sans  vitesse  relative  initiale? 

L'équilibre  doit  exister  entre  le  poids  P  de  la  boule,  la  réac- 
tion N  de  la  courbe  (dirigée  normalement,  dans  l'hypothèse 

p 

d'un  frottement  négligeable)  et  la  force  centrifuge  Q=z  ^w*r, 

force  fictive  à  prendre  en  compte,  parce  qu'il  ne  s'agit  ici  que 
d'un  équilibre  relatif  (n»  209).  Donc  les  forces  P  et  Q  donne- 
ront une  résultante  R  égale  et  contraire  à  N,  et,  de  plus,  celte 
dernière  force  sera,  comme  P  et  Q,  contenue  dans  le  plan  de 
la  courbe.  Les  triangles  semblables  ACB,  BPR  donnent  ensuite 
la  proportion 

ÏC        BP  />  P 

—  ou     -  = 


BG        PU  ^        P 


—  cv*  r 


S 
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d'où  résulte 

(T 

Donc  la  sous-normale  de  la  courbe  est  constante;  donc  celle 

courbe  est  une  parabole  ayant  un  paramètre  égal  à  ^  et  son 

sommet  situé  sur  Taxe  de  rotation. 

Qo  Si  Ton  donne  à  la  courbe  OM  une  vitesse  angulaire  to 
difiFérente  de  w,  quelle  force  S  faudra-l-il  appliquer  au  cenlre 
de  gravité  de  la  boule,  suivanl  la  tangente  BS,  afin  de  main- 
tenir réquilibre  relatif?  Cette  force  doit  avoir  la  grandeur  né- 

p 

cessaire  pour  que  la  résultante  de  S,  P  el  -  to^r  soit  encore 

normale  à  la  courbe;  donc  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions de  ces  forces  sur  la  tangente  est  nulle,  et  Ton  a,  en  nom- 
manl  a  l'angle  SBC, 


8=1 


—  tu'  /•  COS  a  —  P  sm  a  =  P  SI  n  a 

A'  V^tanga 


^ 


OU  bien,  attendu  que  /•  =  p  langa  ™  —  tanga. 


Psina(  -^  —  I  1. 


On  voit  que  S  s'annule  pour  w  =i  w,  et  que  celte  force  a  un 
sens  conforme  ou  opposé  à  celui  qu'indique  la  figure,  suivanl 
quew  esl  supérieur  ou  inférieur  à  t»';  on  voit  en  outre  que 
cette  force  esl  proportionnelle  à  P,  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs, de  sorte  qu'on  peul  lui  faire  prendre  lelle  valeur  qu'on 
voudra,  en  disposant  convenablement  du  poids  de  la  boule. 

Ces  préliminaires  étanl  établis,  supposons  que  la  courbe  OB 
reçoive  son  mouvement  de  rotation  par  sa  liaison,  au  moyen 
de  courroies  sans  fin  ou  d'engrenages,  avec  l'arbre  principal 
d'une  machine.  On  conçoit  que  la  boule  soit  capable,  quand 
la  vitesse  angulaire  atteindra  une  valeur  trop  supérieure  à  w, 
de  vaincre  la  résistance  opposée  à  son  ascension  le  long  de 
OM  par  un  certain  mécanisme,  qui  remplacerait  le  levier  EDG 
du  régulateur  de  Wall  (^^.278),  et  qu'alors  ce  mécanisme 


" 
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agisse  pour  diminuer  le  travail  moteur  fourni  à  la  machine. 
De  même,  si  la  vitesse  angulaire  descendait  trop  au-dessous 
de  Wf  la  boule  descendrait  malgré  la  résistance  opposée  par  le 
même  mécanisme,  qui  agirait  alors  en  sens  contraire  et  ferait 
arriver  à  la  machine  une  plus  grande  quantité  de  travail  mo- 
teur. Les  choses  se  passeraient  donc,  sous  ce  rapport,  comme 
dans  le  régulateur  de  Watt.  Mais  il  y  aurait,  du  moins  à  ce  qu'il 
semble  au  premier  abord,  une  différence  importante  :  la  boule, 
après  avoir  augmenté  ou  diminué  le  travail  moteur  et  ramené 
en  conséquence  la  vitesse  angulaire  de  la  courbe  à  sa  valeur 
normale  w,  n'aurait  plus  de  tendance  à  se  déplacer  le  long  de 
la  courbe  et  pourrait  demeurer  en  équilibre  relatif  dans  la 
nouvelle  position  qu'elle  aurait  prise,  puisque  toutes  les  posi- 
tions sont  pour  elle  des  positions  d'équilibre  dès  que  la  vi- 
tesse angulaire  prend  la  valeur  sv.  On  a  cru  avoir  ainsi  trouvé 
un  moyen  de  corriger  le  défaut  signalé  tout  à  l'heure  dans  le 
régulateur  de  Watt;  mais  c'était  une  erreur  que  la  pratique 
n'a  pas  tardé  à  faire  reconnaître.  Pour  que  la  boule  pût  rester 
en  repos  relatif  dans  une  nouvelle  position  prise  par  elle,  à 
l'instant  où  la  vitesse  angulaire  repasse  par  la  valeur  w  après 
s'en  être  écartée,  il  faudrait  que  la  vitesse  relative  de  la  boule 
fût  nulle  au  même  instant;  or  cette  coïncidence  ne  se  pro- 
duira pas  en  général,  la  boule  continuera  de  se  déplacer,  quoi- 
que la  vitesse  angulaire  soit  égale  à  wp',  et  l'on  aura  des  oscil- 
lations comme  dans  le  premier  cas.  Il  semble  même  résulter 

de  l'expérience  que  les  régulateurs 
paraboliques  auraient  le  désavan- 
tage sous  ce  rapport. 

11  est  difficile  d'établir  une  boule 
pesante  dont  le  centre  de  gravité 
glisse  le  long  d'une  parabole  sans 
frottement  appréciable.  Voici  com- 
ment M.  Farcot  a  résolu  approxi- 
mativement le  problème.  Soit  OA 
{/ig.  280)  la  position  utile  de  la 
parabole,  d'un  côté  de  l'axe  Os; 
on  lui  substitue  le  cercle  oscula- 
teur  en  son  milieu  B,  et  l'on  assujettit  la  boule  à  décrire  ce 
cercle  en  la  liant  à  une  tige  BC,  qui  s'articule  avec  l'arbre 
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tournant  0^  au  point  C,  centre  de  courbure  de  la  parabole 
pour  le  point  B.  On  fait  la  même  chose  pour  la  moitié  symé- 
trique de  la  parabole,  et  on  lie  la  boule  B'  à  la  tige  B'C,  qui 
s'articule  au  point  C  symétrique  de  C.  Puis  on  relie  les  tiges 
BC,  B'C  avec  le  manchon  D  par  deux  tiges  symétriques  DE, 
DE',  articulées  à  leurs  deux  extrémités.  Le  manchon  glisse  le 
long  de  Taxe  et  agit,  comme  dans  le  régulateur  de  Watt,  sur 
la  fourchette  d'un  levier  dont  l'autre  extrémité  communique 
avec  les  appareils  qui  augmentent  ou  diminuent  l'arrivée  du 
travail  moteur  à  la  machine. 

On  a  ainsi  le  régulateur  à  tiges  croisées  ou  régulateur 
Farcot. 

256.  Des  freins  et  modérateurs.  —  Lorsque  l'économie  du 
travail  moteur  n'est  pas  à  prendre  en  considération  et  que  ce 
travail  est  en  excès  à  un  instant  donné,  il  arrive  fréquemment 
qu'on  s'arrange  pour  anéantir  purement  et  simplement  la 
partie  surabondante,  sans  se  préoccuper  de  l'emmagasiner  et 
de  la  mettre  en  réserve  pour  un  usage  ultérieur.  Pour  cela,  on 
crée  une  résistance  accessoire,  dont  l'effet  vient  en  aide  à  celui 
de  la  résistance  principale,  c'est-à-dire  de  la  résistance  en  vue 
de  laquelle  la  machine  a  été  construite. 

Le  frein  à  lame  flexible  (n<»  186)  fournit  un  premier  exemple 
d'un  appareil  de  ce  genre.  11  permet  de  modérer  et,  au  besoin, 
d'annuler  la  vitesse  d'un  treuil  tournant,  en  faisant  naître,  sur 
une  poulie  concentrique  à  son  axe,  un  frottement  dont  on 
peut  augmenter  l'intensité  jusqu'à  une  certaine  limite.  Afin 
de  montrer,  dans  un  cas  particulier  simple,  comment  on  pour- 
rail  calculer  les  effets  de  ce  frein,  supposons  le  treuil  sans  { 
communication  avec  d'autres  treuils  et  soumis  à  deux  mo-                           ( 
ments  constants,  l'un  Vp  moteur  et  l'autre  Q^  résistant,  le                           I 
second  moindre  que  le  premier.  Quand  on  fait  intervenir  le 
frein,  on  produit  un  moment  résistant  Rr,  également  supposé 
invariable,  dont  on  sait  calculer  l'intensité  (n*  186);  ce  mo- 
ment ajouté  à  Q^  rendra  les  résistances  prédominantes,  et  le                           ! 
mouvement  se  ralentira.  Dans  cette  hypothèse,  on  demande 
le  temps  T  nécessaire  pour  anéantir  la  vitesse  angulaire  wq  du 
treuil,  acquise  antérieurement  à  l'époque  où  le  frein  com- 
mence son  action. 


igO  QUATRIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE   TROISIÈME. 

Nommons  w  la  vitesse  angulairje,  pour  une  époque  t  quel- 
conque pendant  Faction  du  frein,  et  I  le  moment  d'inertie  du 
treuil  relativement  à  son  axe;  on  aura  (n<>  222) 

ou,  en  désignant  par  —  a  le  quotient  constant   et  négatif 
Vp  —  Qq  —  Kr 
î ' 

dt 

De  là  résulte  par  l'intégration,  quand  on  commence  à  compter 
le  temps  depuis  l'instant  où  co  était  égal  à  coq, 

(»)  i=r  (Oq  —  at'y 

donc  la  vitesse  deviendra  nulle  au  bout  du  temps  T  donné  par 
l'équation 

0)0— aT^o,     d'où    T— -^ 

a 

Lorsque  la  vitesse  est  anéantie,  le  glissement  n'existe  plus;  il 
n'est  pas  non  plus  sur  le  point  de  naître,  parce  que  la  diffé- 
rence P/>  —  Q^  qui  tend  maintenant  à  entraîner  le  treuil  est 
inférieure  au  moment  l\r  que  donneraient  les  forces  de  frotte- 
ment, si  le  glissement  était  produit  ou  sur  le  point  de  com- 
mencer. Donc  il  y  aura  équilibre  stable,  et  le  moment  résis- 
tant dû  au  contact  de  la  poulie  avec  la  lame  du  frein  sera 
réduit  à  P/?  —  Qg'. 

On  peut  encore  se  demander  quel  a  été  l'angle  ©  décrit  par 
le  treuil  autour  de  son  axe  pendant  le  temps  T.  Si  l'on  nomme 
6  celui  qui  répond  au  temps  quelconque  i  <  T,  on  aura 

—  _-to  --(Do— a/; 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant  depuis  t  -  o,  0  -_-  o, 

2 
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(On 


Faisant  enfin  ^ r=  T  —  ~>  on  trouve 

a 


Fig.  281. 


Au  lieu  de  laisser  agir  le  moment  Rr  des  forces  de  frotte- 
ment jusqu'à  Tanéantissement  de  la  vitesse,  on  pourrait  aussi 
desserrer  le  frein  dès  que  le  treuil  est  suffisamment  ralenti, 
et  ne  lui  faire  produire  qu'un  moment  égal  et  contraire  à 
P/? —  Q^,  ce  qui  rendrait  alors  le  mouvement  uniforme. 

Comme  second  exemple  d'appareils  du  même  genre,  nous 
citerons  le  modérateur  à  ailettes.  Nous  considérons  encore, 
pour  plus  de  simplicité,  un  treuil  0  {fig.  281)  soumis  à  deux 
moments  constants  P/?,  Qç,  le  premier  moteur  et  de  grandeur 
supérieure  au  second,  qui  agit  comme 
résistance.  Dans  ces  conditions,  la  vi- 
tesse angulaire  tendrait  à  croître  indé- 
finiment. Afin  d'empêcher  cette  accé- 
lération indéfinie,  on  munit  le  treuil 
d'ailettes  planes  S,  contenues  dans  des 
plans  passant  par  Taxe  et  deux  à  deux 
diamétralement  opposées;  en  général, 
il  y  en  a  deux  ou  quatre.  Ces  ailettes 
éprouvent  une  résistance  à  leur  mouvement  dans  Tair,  et  l'on 
peut  admettre,  d'après  l'expérience,  que  leur  ensemble  donne 
naissance  à  un  couple  résistant  proportionnel  au  carré  de  la 
vitesse  angulaire.  Si  donc  on  conserve  le  sens  des  notations  I 
et  ti)  de  l'exemple  précédent  et  qu'on  nomme,  de  plus,  b  une 
quantité  constante  pour  le  système  donné  d'un  treuil  avec  ses 
ailettes,  on  aura  (n<^  222) 


l$  =  P/>-Q7 -«>«•- 


ou  bien,  en  posant  encore  P/>  -—  Q<7  =1  al  et  è 


a\ 


dtù 
di 


D'après  cette  équation,  il  est  clair  que  a  représente  l'accélé- 
ration angulaire  du  treuil  marchant  dans  le  vide,  et  c  la  vitesse 
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angulaire  pour  laquelle  le  moment  ôw'  produit  par  la  résis- 
tance de  Tair  deviendrait  égal  kPp  —  Qg. 

On  tire  de  là 

Hm  a  dt 


c^  —  co*         c* 


.^  Â.  ^— :. 


ce  qui  peut  s  écrire 

diii  d(.o  ladt 


C  -h  w         C  —  03  c       ' 

l'intégration  est  alors  immédiatement  possible,  et  elle  donne 

^  c  -\-  to       'lat 

L =1 h  const. 

c  —  (0  c 

La  constante  sera  nulle,  si  l'on  suppose  qu'à  l'époque  où 
l'on  commence  à  compter  le  temps,  le  treuil  vient  d'être  aban- 
donné, sans  vitesse  initiale,  à  l'action  des  forces  P  et  Q,  car 
on  doit  avoir  simultanément  w  z=  o  et  ^  =  o.  La  dernière 
équation  se  met  alors  sous  la  forme 

C  -h  w  -- 

—e', 

c  —  to 


et  Ton  en  déduit 


to  =:  C 


6'  *■  -i-  I 


expression  toujours  croissante,  mais  inférieure  à  la  valeur  c, 
dont  elle  se  rapproche  indéfiniment.  La  vitesse  angulaire  ne 


V/?'   •!"'• 


peut  donc  dépasser  une  certaine   limite  ^  =  \/  "T"  '   Q"'^" 

peut,  du  reste,  abaisser  autant  qu'on  veut  en  multipliant  les 
ailettes,  les  éloignaift  de  Taxe  et  augmentant  leur  surface, 
toutes  choses  qui  ont  pour  effet  d'augmenter  le  coefficient  b. 


CINQUIÈME  PARTIE. 


MÉCANIQUE  SPÉCIALE  DES   FLUIDES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FIYDROSTATIQUE. 


§  I.  —  Conditions  d'équilibre  des  fluides. 

257,  Définition  et  caractères  essentiels  de  la  fluidité.  —  On 
nomme  fluides  une  certaine  classe  de  corps  dont  les  molé- 
cules jouissent  d'une  très  grande  mobilité  les  unes  par  rap- 
port aux  autres,  de  sorte  qu'ils  manquent  à  peu  près  complè- 
tement de  cette  qualité  appartenant  aux  corps  solides,  qu'on 
désigne  par  le  nom  de  cohésion.  En  supposant  la  fluidité 
parfaite  (ou  l'absence  de  cohésion  poussée  à  l'extrême  limite), 
nous  la  déflnirons  par  les  faits  suivants  :  i^  Si  deux  parties 
d'un  fluide  se  touchent  suivant  une  surface  plane  P  d'étendue 
quelconque,  les  forces  qui  tendraient  à  les  disjoindre,  en 
imprimant  à  Tune  d'elles,  relativement  à  l'autre,  un  mouve- 
ment suivant  la  normale  à  P,  seront  toujours  suivies  de  leur 
effet,  quelque  petite  que  soit  leur  intensité;  il  en  serait  de 
même  si  Tune  des  deux  parties  était  remplacée  par  un  corps 
solide.  2«  Il  en  est  encore  de  même  quand  il  s'agit  de  faire  glis- 
ser, suivant  le  plan  P,  les  deux  parties  l'une  sur  l'autre,  ou 
l'une  des  deux  parties  sur  un  solide  qui  aurait  remplacé 
l'autre;  la  résistance  au  glissement  est  nulle.  3°  EnOn,  tout 
changement  dans  la  Ogure  d'un  fluide,  non  accompagné  d'une 
variation  de  son  volume,  s'effectue  sans  qu*il  y  ait  aucun  tra- 
vail produit  par  les  actions  mutuelles  des  molécules. 

Bresse.  —  Court  de  Mie.  \\.  i3 
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Les  fluides  se  divisent  en  deux  genres  :  les  liquides  el  les 
gaz.  Les  premiers  sont  caractérisés  par  une  compressibilité 
très  petite,  que  nous  regarderons  théoriquement  comme 
nulle.  Les  seconds  sont,  au  contraire,  éminemment  compres- 
sibles; ils  reprennent  leur  volume  initial  quand  la  pression 
cesse  d'agir,  pourvu  cependant  que  la  température  n'ait  pas 
varié;  pour  cette  raison,  ils  sont  aussi  nommés  fluides  élas- 
tiques. 

Il  n'existe  pas  de  fluides  parfaits,  dans  toute  la  rigueur  du 
mot.  Tous  les  gaz  et  la  plupart  des  liquides  usuels,  comme 
l'eau,  l'alcool,  etc.,  s'approchent  sans  doute  beaucoup  de  la 
fluidité  parfaite;  cependant,  ils  sont  encore  doués  d'une  cer- 
taine viscosité  (*),  facile  à  mettre  en  évidence  par  les  expé- 
riences les  plus  sirpples,  qui  s'oppose  dans  une  certaine  me- 
sure aux  disjonctions  et  déformations  dont  nous  parlions  tout 
à  l'heure,  et  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte  dans 
l'étude  de  certaines  questions  particulières,  comme  on  le 
verra  plus  tard.  Mais  cette  nécessité  n'existe  pas  quand  on  ne 
considère  que  des  fluides  en  repos  absolu  ou  relatif  dans  des 
vases  dont  aucune  dimension  n'est  très  petite;  toutes  les  ex- 
périences tendent  à  démontrer  que  les  effets  de  la  viscosité 
deviennent  sensiblement  nuls  dans  ce  cas. 

Les  deux  Parties  de  la  Mécanique  rationnelle  spécialement 
consacrées  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  fluides  ont 
pris  respectivement  les  noms  à' Hydrostatique  et  & Hydrody- 
namique.  La  première  forme  une  doctrine  assez  complète, 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde.  Aujourd'hui  en- 
core, par  suite  de  difficultés  d'anal)^se  que  les  géomètres  n'ont 
pas  réussi  à  surmonter,  elle  se  borne  à  des  généralités  plus 
ou  moins  vagues  et  reste  une  science  presque  purement  spé- 
culative. La  Mécanique  des  fluides  prend  aussi  le  nom  d'^Tv- 
draulique,  lorsqu'elle  est  traitée  spécialement  en  vue  de  ses 
applications  usuelles,  et  que,  sans  cesser  de  se  rattacher  le 
plus  étroitement  possible  aux  doctrines  de  la  science  rigou- 
reuse, elle  fait  concourir  dans  une  large  mesure  les  données 
expérimentales  à  la  solution  des  problèmes  qu'elle  doit  aborder. 


(  '  )  Nous  entendons  uniquement  par  ce  mot  l'imperfection  de  la  fluidité 
ou,  si  l'on  veut,  un  reste  de  cohésion. 
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258.  Pression  dans  un  fluide  en  repos;  égalité  de  la  pression 
en  tous  sens.  —  Lorsqu'un  fluide  est  en  repos  absolu  ou  rela- 
tif dans  un  vase,  il  est  facile  de  constater  par  une  expérience 
directe  qu'il  supporte  une  action  répulsive  de  la  part  de 
chaque  élément  superficiel  de  la  paroi.  Cette  force  provient  en 
réalité  des  répulsions  mutuelles  entre  les  molécules  fluides 
et  celles  du  vase,  dans  le  voisinage  de  la  surface  de  contact; 
dire  qu'elle  est  exercée  par  cette  surface  est  une  Action  qui 
ne  présente  aucun  inconvénient  et  qui  a  l'avantage  de  rendre 
le  langage  plus  simple.  Cette  force,  divisée  par  l'élément  de 
sa  surface  sur  lequel  elle  s'exerce,  est  ce  qu'on  nomme /?re5- 
sion  par  unité  de  surface  sur  l'élément  en  question  ;  si  le 
fluide  est  parfait,  elle  ne  peut  qu'être  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  l'élément  de  surface,  puisque  cet  élément  ne  donne 
jamais  lieu  à  une  réaction  tang^tielle  (n<»  257). 

Considérons  maintenant  un  point  quelconque  M  dans  l'in- 
térieur de  la  masse  fluide,  et  autour  de  ce  point  une  surface 
fermée  quelconque  ayant  ses  dimensions  infiniment  petites. 
Le  fluide  contenu  dans  cette  surface  étant  en  équilibre  dans 
un  vase  idéal  formé  par  le  fluide  extérieur  solidifié,  chaque 
élément  superficiel  de  son  contour  supporte,  comme  on  vient 
de  le  dire,  une  certaine  pression  par  unité  de  surface,  qu'on 
nomme  pression  du  fluide  au  point  M.  Mais,  pour  que  cette 
définition  offre  un  sens  précis,  il  est  nécessaire  de  montrer 
que  la  pression  en  M  ne  dépend  ni  de  l'élément  qu'on  prend 
sur  la  surface  fermée  infiniment  petite,  ni  de  la  forme  indé- 
terminée de  cette  surface. 

A  cet  effet,  soit  d'abord  donnée  une  masse  fluide  homo- 
gène, dont  chaque  point  supporte  une  force  directement  ap- 
pliquée proportionnelle  à  sa  masse  et 
de  direction  constante,  comme  l'action 
de  la  pesanteur,  par  exemple.  Cherchons 
une  relation  entre  les  pressions  par 
unité  de  surface  en  deux  points  A  et  C 
de  l'enveloppe  {fig,  282).  Traçons  un 
canal  très  délié  ABCD,  dont  les  deux 
sections  normales  A6,  CD  seraient  des 
éléments  égaux  découpés  en  A  et  C  sur  la  surface  exté- 
rieure. Le  fluide  contenu  dans  ce  canal  étant  en  équilibre,  il 
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doit  satisfaire  à  la  condition  générale  fournie  par  le  théorème 
du  travail  virtuel  (n®  127).  Or  nous  supposerons  un  déplace- 
ment virtuel  dans  lequel  le  fluide  ABCD,  sans  changer  de 
volume,  prendrait  la  position  abcdy  en  avançant  infiniment 
peu  dans  le  canal.  Soient 

(0  les  aires  AB,  CD  ;       

Is  les  longueurs  Aa,  Ce,  qui  doivent  être  égales,  attendu 

que  l'égalité  des  volumes  ABCD,  abcd  entraîne  celle  des 

tranches  ABa6,  CDccf,  assimilables  à  des  cylindres  de  même 

base; 
/?,  />'  les  pressions  par  unité  de  surface  en  A  et  C; 
p  la  densité  du  fluide  ou  sa  masse  par  unité  de  volume; 
j  la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse,  qui  sollicite  chaque 

point; 
h  la  projection  de  AC  sur  la  direction  dey. 

Pendant  le  déplacement  virtuel  supposé,  les  travaux  des 
pressions  />to,  /?'a),  agissant  en  AB  et  CD,  seront  pta^Sj 
—  p'ta^;  les  travaux  des  pressions  latérales  sur  le  contour 
du  canal  seront  nuls,  puisque,  d'après  l'hypothèse  de  la  flui- 
dité parfaite  (n°  257),  le  fluide  intérieur  glissera  sans  résis- 
tance sur  celui  qui  Tenvironne;  le  travail  des  forces  inté- 
rieures sera  nul  aussi,  d'après  la  môme  hypothèse,  parce  que 
Je  volume  total  ne  change  pas.  Quant  au  travail  des  forces 
proportionnelles  à  y,  pour  l'évaluer,  il  faudrait,  comme  dans 
le  cas  de  la  pesanteur  (  n*"  153),  multiplier  la  force  totale  agis- 
sant sur  la  masse  fluide  ABCD  par  le  déplacement  du  centre 
de  gravité  de  cette  masse,  en  projection  sur  y;  ou  plus  sim- 
plement, comme  les  deux  positions  ABCD,  abcd  ont  une  par- 
tie commune  a^CD,  on  sait  qu'on  peut  en  faire  abstraction 
et  calculer  le  travail  répondant  au  passage  fictif  de  la  partie 
AB ab  à  la  position  CD cd.  Ce  dernier  travail  est  exprimé  par 
pya)85./i,  de  sorte  qu'on  a,  pour  exprimer  la  nullité  de  Ten- 
semble  des  travaux  virtuels, 

po}os  —  p'fs)ùs-\-  pj'h 0) 85  =  o, 
soit,  en  supprimant  Je  facteur  ta  os  et  résolvant  par  rapport 

(i)  P'='P-\-pj^i' 
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Ce  lemme  établi,  revenons  à  la  partie  de  fluide  que  nous 
avions  isolée  tout  à  l'heure  dans  une  surface  fermée  infini- 
ment petite,  tracée  autour  du  point  M.  Les  forces  qui  agis- 
sent sur  cette  portion  étant  supposées  varier  d'une  manière 
continue,  tant  sous  le  rapport  de  la  direction  que  sous  celui 
de  l'intensité  par  unité  de  masse,  on  peut  toujours  les  regar- 
der comme  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  dans 
rétendue  infiniment  petite  du  volume  intérieur  à  la  surface. 
Dès  lors  l'équation  (i)  devient  applicable,  et,  attendu  que  h 
est  infiniment  petit,  nous  pouvons  en  conclure  que  les  pres- 
sions par  unité  de  surface  aux  divers  points  de  l'enveloppe 
diffèrent  infiniment  peu,  et  qu'elles  tendent  vers  une  seule  et 
même  limite,  quand  les  dimensions  de  l'enveloppe  tendent 
vers  zéro.  De  plus,  cette  limite  ne  peut  qu'être  la  même  pour 
deux  surfaces  de  forme  différente  tracées  autour  de  M,  parce 
que  l'équation  (i)  pourrait  se  démontrer,  par  la  répétition 
exacte  des  mêmes  raisonnements,  pour  le  fluide  compris 
entre  ces  deux  surfaces.  La  pression  en  un  point  d'un  fluide 
immobile  est  donc  une  quantité  bien  déterminée. 

Si  l'on  prend  deux  éléments  superficiels  infiniment  petits, 
contenant  tous  les  deux  le  point  M,  on  pourra  les  regarder 
comme  appartenant  à  deux  surfaces  fermées  tracées  autour 
de  ce  point.  Faisant  ensuite  décroître  indéfiniment  les  dimen- 
sions de  ces  surfaces,  on  pourra  dire,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède, que  les  deux  éléments  supportent  la  même  pression 
par  unité  de  surface.  La  pression  par  unité  de  surface  surtout 
élément  superficiel  passant  en  un  point  d'un  fluide  est  donc 
indépendante  de  l'orientation  de  cet  élément.  Cette  propriété 
importante  constitue  ce  qu'on  appelle  Y  égalité  de  la  pression 
en  tous  sens  autour  d'un  point  du  fluide.  Il  est  bien  essentiel 
de  remarquer  que  les  raisonnements  faits  pour  y  arriver  ne 
subsisteraient  plus  sans  l'hypothèse  de  la  fluidité  parfaite,  à 
laquelle  nous  avons  dû  recourir  dans  la  démonstration  de 
l'équation  (i). 

259.  Equations  générales  de  V équilibre  des  fluides.  —  Après 
avoir  pris  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  Oj:,  0/,  0^ 
{fig»  a83),  isolons  par  la  pensée,  dans  la  masse  totale,  un 
élément  de  volume  ABCDEFGH  en  forme  de  parallélépipède 


igS 
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rectangle,  dont  les  arêtes»  parallèles  aux  axes»  auront  pour 
longueurs  dxy  dy,  dz.  Nommons 

œ^  y  y  z  les  coordonnées  du  sommet  A  de  ce  parallélépipède; 

p  la  pression  du  fluide  en  A; 

Xc?/n,  Yrf/n,  Zdm  les  composantes»  parallèles  aux  axes,  de 
la  force  directement  appliquée»  qui  agit  sur  chaque  masse 
élémentaire  dm  prise  dans  les  environs  de  A; 

p  la  densité  en  A,  c'est-à-dire  le  rapport  entre  la  masse  con- 
tenue dans  un  volume  infiniment  petit»  autour  de  A»  et  ce 
volume  lui-même. 


Fig.  283. 
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Nous  supposons  que  X,  Y»  Z  varient  d'une  manière  continue 

en  passant  d'un  point  à  l'autre»  de 
sorte  que  toutes  les  masses  com- 
prises dans  le  volume  AB...H  re- 
çoivent l'action  de  forces  parallèles 
et  proportionnelles  aux  masses  à 
des  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur;  de  même,  la  densité  ne 
varie  qu'infiniment  peu  dans  ce  vo- 
lume, et  nous  pouvons  considérer  le 
fluide  intérieur  comme  homogène. 
Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 
toutes  les  forces  agissant  sur  le  parallélépipède  sont  réduc- 
tibles à  des  forces  passant  par  son  centre  de  gravité;  car, 
d'une  part,  les  pressions  qu'il  supporte  à  l'extérieur  peuvent 
être  regardées  comme  uniformément  réparties  sur  ses  faces 
et  se  réduisent,  pour  chaque  face,  à  une  force  normale  appli- 
quée au  centre  de  figure;  d'autre  part,  la  force  directement 
appliquée 


^dxdydz\Jy^^-,'\^^'L^ 

résulte  d'actions  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses. 
Les  six  conditions  générales  de  l'équilibre  (n*  129)  se  ré- 
duiront donc  à  trois  pour  le  parallélépipède  élémentaire 
dxdydzx  il  suffira  que  la  somme  des  projections  des  forces 
sur  les  trois  axes  coordonnés  soit  nulle  (n'*  133,  i*»).  Or,  la 
pression  totale  sur  la  face  ADEII  étant  exprimée  par  pdydzy 
la  face  opposée  BCFG  supporte  en  sens  contraire  la  même 
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force  augmentée  de  sa  différenlieile  partielle  relativement  à 
Xy  soit  (  /?  -h  -j-dx\dy  dz,  de  sorte  que  ces  pressions  ont  une 

somme  algébrique  —  -^  dx  dy  dzy  parallèle  à  Oj?.  Les  pres- 
sions sur  les  quatre  autres  faces  ont  des  directions  perpendi- 
culaires à  cet  axe;  les  forces  directement  appliquées  donnent 
une  somme  de  projections  sur  Ox,  égale  à  pXdxdydz,  On 
aura  donc 

—  -y-  dx  dy  dz  -\-  p\  dx  dydz  ■=z  o. 

£n  raisonnant  de  même  pour  les  deux  autres  axes  et  suppri- 
mant le  facteur  dxdydz,  on  obtient  le  système  d'équations 
d'équilibre 

'")         1='".  |=f^.  '£='■'■ 

La  pression  p  ne  pouvant  être,  dans  un  fluide  en  équilibre^ 
qu'une  fonction  des  seules  variables  x,  y,  z  qui  définissent  la 
position  d'un  point,  sa  différentielle  complète  dp  a  pour  valeur 

-^  dx  -\-  -j-  dy  -\-  -j^dzy  soit,  d'après  les  équations  (2)  ci-des- 
sus, 
(3)  dp  -  p{Xdx  -hYdy  -^Zdz), 

relation  unique,  équivalente  aux  trois  équations  dont  nous 
l'avons  déduite,  puisque  x,  /,  z  sont  des  variables  indépen- 
dantes. 

On  voit  donc  que  les  conditions  d'équilibre  de  toute  masse 
élémentaire  comprise  dans  le  fluide  entraînent  comme  consé- 
quence que  le  trinôme  p{Xdx  -{-Y  dy-^-Zdz)  soit  la  différen- 
tielle exacte  d'une  fonction  p  de  trois  variables  indépendantes 
X,  y,  z.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

.         d,p\ d.pY       d.pY d,p7j       d,pZ d.p\^ 


^    y 


dy  dx  dz  dy  dx  dz 

ce  sont  les  conditions  d'équilibre  (2)  débarrassées  de  l'in- 
connue auxiliaire  p.  Elles  sont  faciles  à  vérifier  lorsque  p,  X, 


200  CINQUIÈME   PARTIE.    —    CHAPITRE   PREMIER. 

Y,  Z  sont  donnés  en  fonction  de  Xy  y^  -s,  c'est-à-dire  quand  on 
définit  a  priori,  pour  chaque  point,  la  densité  en  ce  point  et 
les  forces  directement  appliquées;  dans  ce  cas,  si  la  vérifica- 
tion réussit,  réquation  (3)  pourra  s'intégrer  et  fera  connaître 
la  pression  en  tout  point  du  fluide,  pourvu  toutefois  que  les 
conditions  particulières  de  la  question  permettent  de  déter- 
miner la  constante  introduite  par  Tintégration.  Ici  se  mani- 
feste la  nécessité  d'une  nouvelle  condition  d'équilibre,  dans 
le  cas  d'un  fluide  gazeux;  on  voit,  en  effet,  que  la  pression  p 
et  la  densité  p  sont  maintenant  connues  en  tout  point  du  gaz, 
et  elles  doivent  vérifier  la  relation  fournie  par  les  lois  de  Ma- 
riotte  et  de  Gay-Lussac 

^   '  '^      I  -h  «e 

où  k  désigne  une  constante  spécifique  du  gaz  considéré,  ^  la 
température  et  a  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  égal  à 

0,00366  ou  — t;' 

275 
Dans  les  questions  relatives  à  l'équilibre  des  gaz,  on  sup- 
pose assez  ordinairement  que  0  a  une  valeur  constante  et 
donnée,  mais  que  p  est  une  inconnue  auxiliaire  à  déterminer 
en  même  temps  que  p.  Il  existe  alors,  conformémentà  l'équa- 

k 
tion  (5),  un  rapport  constant =  K  entre  la  densité  et  la 

pression,  et  Téquation  (3)  peut  s'écrire  en  conséquence 
(6)  ^^^dx-^-Ydy-^Zdz. 

Comme  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  est  la  différen- 
tielle de  |T  Ly?,  on  voit  que  l'équilibre  d'un  gaz  à  température 

constante  est  impossible  si  le  trinôme  ^dx -\-Y dy -\-Zdz 
n'est  pas  une  différentielle  exacte.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie, l'intégration  de  l'équation  (6)  donnera  p  et,  par  suite,  la 
densité  p  égale  à  K/?. 

Indépendamment  des  conditions  dont  on  a  parlé  jusqu'à 
présent  et  qui  se  rapportent  aux  points  pris  dans  l'intérieur 
du  fluide,  il  y  aura  généralement  d'autres  conditions  relatives 
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à  la  surface  extérieure.  La  pression  est  maintenant  connue  en 
chaque  point  de  cette  surface,  puisque  nous  avons  pu  déter- 
miner p  en  fonction  de  ^,  /,  <c;  pour  l'équilibre,  il  faut  que 
celte  pression  soit  effectivement  exercée  par  les  corps  en  con- 
tact avec  le  fluide. 

260.  Surfaces  de  niveau.  —  Dans  un  fluide  en  équilibre,  la 
pression  p  est  une  fonction  déterminée  des  coordonnées  œ^ 
y  y  z  du  point  correspondant;  en  égalant  cette  fonction  à  une 
constante  arbitraire  P,  à  laquelle  on  attribuera  une  série  de 
valeurs,  on  aura,  pour  chaque  valeur  particulière,  l'équation 
d'une  surface  en  tous  les  points  de  laquelle  la  pression  aura 
une  valeur  constante  égale  à  P.  Toutes  les  surfaces  ainsi  ob- 
tenues se  nomment  surfaces  de  niveau. 

Les  surfaces  de  niveau  jouissent  de  diverses  propriétés  in- 
téressantes. En  voici  une  d'abord  qui  résulte  uniquement  de 
leur  définition  et  qui  est  vraie  dans  tous  les  cas  :  elle  consiste 
en  ce  que  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z  pour  un  point  quel- 
conque M  du  fluide  est  normale  à  la  surface  de  niveau  qui 
passe  par  ce  point.  Prenons,  en  effet,  un  point  M'  inflniment 
voisin  de  M  sur  la  même  surface  de  niveau;  soient 


ds  la  longueur  MM'; 

dxy  df,  dz  ses  projections  sur  les  axes  coordonnés; 

R  z=  ^X*  -h  Y»-+-Z*  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z. 

La  différentielle  dp  étant  nulle  quand  on  passe  de  M  à  M', 
on  a,  d'après  l'équation  (3), 

y^dx  -\-X dy  -^-Idz^ri^o. 

Or  le  trinôme  du  premier  membre  de  cette  équation  exprime 
(n®  102,  c)  le  travail  que  ferait  la  force  R  dans  le  déplacement 
t&  de  son  point  d'application,  c'est-à-dire  Rcfecos(R,  dlç);  la 
nullité  de  ce  travail  prouve  celle  du  facteur  cos(R,  ds).  Donc 
R  est  perpendiculaire  à  MM',  et,  comme  cet  élément  a  une 
direction  indéterminée  à  partir  de  M  sur  la  surface  de  niveau, 
il  en  résulte  que  R  est  normale  à  cette  surface  en  M. 

Si  l'on  suppose  que  l'élément  MM'=:<is  ne  soit  plus  tracé 
sur  une  surface  de  niveau,  mais  entre  deux  surfaces  de  ni- 
veau menées  par  deux  points  inflniment  voisins  M  et  M',  le 
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trinôme  Tidx  ->r\  dy  -^Zdz  n'en  reste  pas  moins  égal  à 
R^/!scos(R,  <i5),  de  sorte  qu'on  a 

dp  =  pReZscos(R,cfe)  zupRû^// 

en  représentant  par  dn  la  projection  de  ds  sur  R,  ou  encore 

la  position  de  la  normale  menée  par  M  et  comprise  entre  les 

deux  surfaces.  Si  la  force  R  ne  devient  jamais  nulle  ou  infinie, 

dn  sera  comparable  à  la  différence  constante  dp  dans  toute 

rétendue  d'une  môme  surface  de  niveau,  en  sorte  que  cette 

surface  ne  pourra  jamais  couper  la  surface  de  niveau  voisine, 

ni  s'en  éloigner  indéfiniment.  ' 

Considérons  maintenant  d'une  manière  spéciale  le  cas  où 

l'on  aurait 

\.dx-^\dY  -\-Zdz:=izd^{x,  r,  ^), 

la  fonction  <p  étant  d'ailleurs  quelconque.  L'équation  (3) 
prend  alors  la  forme 

dp  =  ^d^{Xyy,z), 

qui  fait  reconnaître  immédiatement  que/?  et  «p  sont  constantes 
en  même  temps.  Donc  p  est  une  fonction  de  <p,  et  cette  fonc- 
tion a  p  pour  sa  dérivée  -^>  qui  est  aussi  une  fonction  de  «p; 

donc,  sur  une  même  surface  de  niveau,  f  et  p  sont  des  quan- 
tités constantes  aussi  bien  que  p.  Ainsi,  dans  le  cas  particulier 
où  ^dx -\-Ydy -\-Zdz  est  une  différentielle  exacte,  nous 
pouvons  ajouter  aux  propriétés  des  surfaces  de  niveau  déjà 
démontrées  en  général  :  i*  que  leur  équation  s'obtient  immé- 
diatement en  posant 

(7 )  I  (Xdx  -h  Y dy  -hZdz)  ^  const.; 

2'»  que  la  densité  reste  invariable  sur  une  surface  de  niveau. 

On  peut  donner  une  forme  moins  abstraite  à  la  démonstra- 
tion de  cette  dernière  propriété.  Soient  deux  surfaces  de  ni- 
veau infiniment  voisines  S,  S'  (/ig.  284),  représentées  parles 

équations 

o{x,y,z)  =zC,     o(Xyy,z)=C^dC. 

Si  nous  allons  du  point  M  de  la  première  surface  au  point  M' 
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de  la  seconde,  l'accroissement  dp  de  la  pression  sera  exprimé 
par  p  (fcp  ou  par  p  e/C,  et  la  densité  p  dans  le  voisinage  de  M  aura 

pour  valeur  ^-  Lorsque  le  passage  se  fait  ailleurs,  de  m  en 

m',  la  densité  en  m  est  encore  égale  au  quotient  de  Taccrois- 
sèment  de/?  par  celui  de  <p,  pour  le  pj    ^g^ 

déplacement  mm!  \  or  ces  accrois- 
sements sont  les  mêmes  que  pour 
MM',  puisque,  sur  chaque  surface, 
il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  pour 
la  pression  et  pour  la  fonction  <p;  donc  les  densités  en  M  et  m 
sont  égales. 

Quand  il  s'agit  d'un  gaz  et  que  sa  température  0  varie  d'un 
point  à  un  autre,  la  relation  (5)  montre  que  la  pression  et  la 
densité  ne  peuvent  pas  être  constantes  sans  que  0  le  soit  aussi. 
La  température  est  donc  constante  sur  chaque  surface  de  ni- 
veau représentée  par  l'équation  générale  (7). 

On  a  cité,  à  l'occasion  du  théorème  des  forces  vives  (n»109), 
dans  la  dynamique  du  point  matériel,  divers  cas  particuliers 
dans  lesquels  existe  une  fonction  <p(^,7,  ^)  ayant  pour  diffé- 
rentielle l^dx  -^\  dy  -\-"Ldz.  On  pourrait  citer  les  mêmes  cas 
à  l'occasion  de  l'équilibre  des  fluides,  car  les  deux  trinômes 
ont  la  même  expression  analytique,  sauf  un  facteur  constant, 
égal  à  la  masse  du  point  matériel  considéré  au  n^  109. 

261.  Équilibre  des  fluides  pesants.  —  Considérons  un  fluide 
pesant;  si  on  le  rapporte  à  un  système  d'axes  rectangulaires, 
parmi  lesquels  l'axe  des  z  serait  vertical  et  descendant,  on 
aura 

X  —  O,       Y  =:::  O,      Z--  g. 

L'équation  (3)  devient  en  conséquence 

ou,  en  appelant  ïl  le  poids  ^g  de  l'unité  du  volume, 
(8)  dp^ndz. 

La  quantité  \dœ  +  Y dy -{-Zdz  se  réduit  ici  k  gdz;  les 
surfaces  de  niveau  ont  pour  équation  différentielle  dz  =:oy 
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d*où  Ton  tire  z  ■=  const.  Ce  sont  donc  des  plans  horizontaux. 
La  pression  et  la  densité  (et  aussi  la  température,  s*il  s'agit 
d'un  gaz)  ne  varient  pas  dans  une  même  section  horizontale 
du  fluide  (n"260). 

On  peut  démontrer  aussi  que  la  surface  de  séparation  com- 
mune à  deux  fluides  pesants  en  équilibre  est  nécessairement 
un  plan  horizontal,  si  leurs  densités  sont  différentes.  Soient 
en  effet  M  et  M'  {Jig.  285)  deux  points  infiniment  voisins  de 
cette  surface,  ayant  dz  pour  différence  de  niveau;  soient  n 
p..^    g.  et  n'  les  poids  des  deux  fluides  par  unité  de 

volume,  aux  environs  de  l'élément  MM'.  La 
/  pression  /?  en  M  est  la  môme  pour  les  deux 
^ fluides,  car  autrement  leurs  actions  mu- 
tuelles suivant  un  élément  superficiel  dw, 
tracé  autour  de  M  sur  leur  surface  de  con- 
tact, ne  pourraient  pas  être  égales,  comme  il  faut  qu'elles  le 
soient  (n®  95);  par  la  même  raison  il  y  a  en  M'  une  valeur 
unique/)  +  dp  pour  les  deux  fluides.  Si  donc  nous  appliquons 
l'équation  (8)  successivement  aux  deux  fluides,  en  passant 
de  M  à  M',  nous  aurons 

dp  =zUdz~  W  dz, 

égalité  impossible  lorsque  n  diffère  de  n',  à  moins  de  sup- 
poser dz  :=  o.  Ainsi  deux  points  consécutifs  quelconques  de 
la  surface  de  séparation  sont  au  même  niveau,  et  par  consé- 
quent celle  surface  est  horizontale. 

La  surface  libre  d'un  liquide  pesant  est  nécessairement  un 
plan  horizontal,  si  l'on  y  suppose  une  pression  constante  ;  on 
voit  par  ce  qui  précède  qu'il  en  est  encore  de  même  quand 
le  liquide  est  surmonté  d'un  gaz  de  densité  différente,  sans 
qu'il  y  ait  à  faire  d'avance  l'hypothèse  d'une  pression  con- 
stante en  tous  les  points  de  l'atmosphère  gazeuse. 

Des  liquides  différents  et  inégalement  denses  étant  super- 
posés l'un  à  l'autre,  l'équilibre  peut  exister  quand  les  sur- 
faces de  séparation  sont  des  plans  horizontaux  ;  mais,  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  stable,  il  faut  en  outre  qu'ils  soient  su- 
perposés dans  l'ordre  décroissant  des  densités.  En  effet,  s'il 
en  est  ainsi,  le  principe  d'Archimède  (établi  en  Physique,  et 
que  nous  démontrerons  bientôt)  permet  de  reconnaître  facile- 
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ment  qu'une  molécule  fluide  prise  dans  le  voisinage  d'un 
plan  de  séparation  tend  à  revenir  à  sa  position  d'équilibre, 
lorsqu'elle  en  est  dérangée  de  manière  à  pénétrer  dans  le 
fluide  différent;  au  contraire,  elle  s'en  écarterait  de  plus  en 
plus,  si  le  fluide  le  plus  dense  était  au-dessus  de  l'autre. 

Dans  le  cas  d'un  liquide  incompressible  il  peut  y  avoir 
homogénéité  de  la  masse  totale;  alors  n  est  constant  et  l'on 
obtient,  par  l'intégration  de  l'équation  (8),  en  nommant  ^o  la 
pression  dans  le  plan  horizontal  situé  à  la  hauteur  Zq  en 
dessous  de  l'origine  des  coordonnées, 

(9)  /?=A-^-^(-  — -o). 

Il  est  bien  entendu  que,  pour  être  en  droit  de  calculer, 
comme  nous  venons  de  le  faire,  la  difl^érence  de  pression 
entre  deux  points  répondant  aux  ordonnées  s  et  -a©,  il  faut 
qu'on  puisse  aller  de  l'un  à  l'autre  sans  sortir  du  liquide;  car 
l'équation  (8)  ne  donne  la  différence  dp  qu'entre  deux  points 
pris  à  son  intérieur,  et  l'intégration  (qui  revient  toujours  à 
faire  la  somme  d'équations  semblables,  pour  tous  les  élé- 
ments d'un  chemin  fîni)  ne  peut  donner  que  la  différence  de 
pression  entre  deux  points  de  la  môme  masse  liquide. 

Si  l'on  prenait  dans  le  fluide  un  prisme  droit  ayant  une 
hauteur  h  et  une  base  égale  à  l'unité  de  surface,  et  si,  après 
l'avoir  solidiflé,  on  le  posait  sur  un  plan  horizontal,  il  exerce- 
rait sur  ce  plan  une  pression  égale  à  son  poids,  c'est-à-dire 
h  Hh.  Une  pression//  étant  donnée  en  un  point  du  fluide,  on 

peut  choisir  h  de  manière  qu'on  ait  pz^Uh  ou  ^  =  ^-  La 

hauteur  ainsi  calculée  se  nomme  hauteur  représentative  de 
la  pression.  L'équation  (9),  mise  sous  la  forme 

n  -  ir  "^  ^     .0, 

montre  alors  que  l'accroissement  de  la  hauteur  représenta- 
tive de  la  pression  dans  un  fluide  pesant  et  homogène  en 
équilibre  est  égal  à  celui  de  l'ordonnée  z. 

En  Physique  on  désigne  souvent  les  pressions  par  les  hau- 
teurs représentatives  correspondantes;  ainsi  l'on  dit  :  la  pres- 
sion de  760"™  de  mercure,  la  pression  de   io",333  d'eau. 
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Dans  l'application  des  formules  de  la  Mécanique,  il  ne  faut 
pas  oublier  qu'il  y  a  simplement  proportionnalité  entre  les 
pressions  et  leurs  hauteurs  représentatives  en  un  liquide  de 
nature  donnée;  le  rapport  constant  entre  les  deux  choses  est 
le  poids  n  de  ce  liquide  par  unité  de  volume.  Pour  nous,  la 
pression  est  un  certain  nombre  de  kilogrammes  par  mètre 
carré,  auquel  on  ne  peut  substituer  un  certain  nombre  de 
mètres,  à  moins  quMl  ne  s'agisse  d'évaluer  seulement  le  rap- 
port de  deux  pressions.  Mais,  s'il  s'agit  de  calculer  numé* 
riquement  la  pression  de  760^"  de  mercure,  nous  nous  rap- 
pellerons que  le  mètre  cube  de  ce  liquide  à  o<»  pèse  iSSgô''*; 
la  pression  en  question  sera  donc  iSSgô  x  0,76,  soit  10 333^ 
par  mètre  carré.  C'est  le  nombre  qui,  dans  les  formules  de 
Mécanique,  exprime  la  pression  atmosphérique  moyenne. 
Le  résultat  serait  le  même  pour  la  pression  de  10",  333  d'eau, 
le  poids  du  mètre  cube  étant,  dans  ce  cas,  de  1000*^6. 

Étudions  enfîn  le  cas  d'un  gaz  pesant  à  température  con- 
stante. On  sait  que  le  poids  du  mètre  cube  d'air  à  o®,  sous 
la  pression  atmosphérique  moyenne,  est  i ''8,293;  sous  la 
pression  />  et  à  la  température  6,  il  sera  donc,  en  posant 

a  zz:  o ,  Oo366, 

'»2937-Vôô— — â  ou 


io333   I  -h  a8  7991    I  -t-  aô 

Pour  un  gaz  quelconque  le  poids  n  du  mètre  cube,  sous  la 
même  pression  />  et  à  la  même  température  6,  s'obtient  en 
multipliant  ce  résultat  par  une  constante  spécifique  l  appar- 
tenant au  gaz  considéré,  et  qui  est  sa  densité  relativement  à 
l'air;  par  conséquent  on  a 


7991  (I -4- aO) 

Alors  l'équation  (8)  donne 

dp 0 

■7  "~  7991(1 -h  «0) 


dZy 


ou,  en  intégrant  entre  deux  points  où  les  pressions  seraient  p 
eipo  et  qui  auraient  une  différence  de  niveau  z, 

P  0 


L^  = 


Po      799»  ('  +  «8) 
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OU  encore,  si  Ton  emploie  les  logarilhmes  vulgaires  au  lieu 
des  logarithmes  népériens, 

(10)  lOg^r^ 


Pq  '     i84oi(i-h  aO) 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  distances  z  (exprimées  en 
mètres)  se  comptent  en  descendant,  et  que/?  eipo  désignent 
respectivement  les  pressions  au  point  inférieur  et  au  point 
supérieur. 

262.  Mesures  des  hauteurs  par  le  baromètre.  —  La  for- 
mule (10)  qu'on  vient  d'établir  peut  servir  à  faire  connaître 
la  différence  d'altitude  de  deux  localités,  à  l'aide  d'observa- 
tions barométriques  et  thermométriques,  moyennant  toute- 
fois quelques  simplifications  approximatives.  D'abord  la  tem- 
pérature de  l'air  varie  avec  l'altitude;  mais,  comme  on  ne 
connaît  pas  la  loi  de  sa  variation,  on  suppose  qu'il  y  a  partout 

une  température  -(6  h-Ôq)  égale  à  la  moyenne  arithmétique 

entre  les  températures  0  et  6©  observées  aux  deux  stations 
extrêmes.  Ensuite  on  fait  a  ==  o,oo4,  valeur  un  peu  trop  grande  ; 
de  cette  manière  on  tient  compte  (dans  une  mesure  d'ailleurs 
difficile  à  apprécier)  de  cette  circonstance  que  la  proportion 
de  vapeur  d'eau  dans  l'air  croît  avec  la  température,  ce  qui 
fait  diminuer  la  densité  dans  une  proportion  un  peu  plus  ra- 
pide que  ne  l'indique  le  facteur ^^^  •  Enfin,  puisqu'il 

s'agit  de  l'air,  on  doit  faire  8  =  i.  La  formule  (lo),  résolue  par 
rapport  à  s,  donne  alors  pour  cette  hauteur 

5r=  l84oi[l  H-  0,002(0  -h  6o)]  log  — • 

Les  pressions  p  et  /^o  (ou  plutôt  leur  rapport)  se  déduisent 
des  hauteurs  lues  sur  le  baromètre,  en  ayant  égard  :  i<>  à  la 
dilatation  cubique  du  mercure,  qui  fait  varier  avec  la  tempé- 
rature le  poids  par  mètre  cube  de  ce  liquide;  i^  à  la  dilatation 
linéaire  de  la  règle  graduée  sur  laquelle  se  lisent  les  hau- 
teurs. Nous  croyons  inutile  d'entrer  dans  le  détail  des  correc- 
tions à  faire  subir  aux  résultats  immédiats  des  observations. 
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Le  coefficient  i84oi  ci-dessus  calculé  concorde  bien  avec 
celui  que  Ramond  avait  déduit  de  diverses  observations  faites 
dans  les  Pyrénées  vers  1790,  et  qui  était  égal  à  iSSgS.  Ce 
nombre  avait  été  choisi  de  manière  à  faire  retrouver  le  plus 
exactement  possible,  par  le  calcul  à  Taide  de  la  formule,  une 
hauteur  mesurée  directement.  Il  serait  nécessaire  de  la  mo- 
difier légèrement  si  Ton  opérait  à  des  latitudes  très  diffé- 
rentes des  nôtres;  car  le  poids  d'un  mètre  cube  d'air,  à  une 
température  et  sous  une  pression  données,  varie  un  peu  avec 
la  latitude;  il  diminue  quand  on  se  rapproche  de  Téquateur, 
où  la  diminution  atteint  2,65  par  1000.  Pour  être  entière- 
ment rigoureux,  il  aurait  fallu  tenir  compte  aussi  des  varia- 
tions du  poids  en  fonction  de  l'altitude.  Nous  n^entrerons  pas 
non  plus  dans  le*  détail  de  ces  deux  dernières  corrections. 

263.  Équilibre  relatif  d'un  fluide.  —  Quand  un  système 
matériel  quelconque  est  en  repos  relativement  à  un  système 
d'axes  mobiles,  on  peut  (n<»  209)  le  considérer  comme  en 
repos  absolu  sous  l'action  :  i®  des  forces  réelles  agissant  sur 
chaque  point;  a**  des  forces  apparentes,  lesquelles  se  ré- 
duisent pour  chaque  point  à  sa  force  d'inertie  d'entraîne- 
ment. Le  principe  de  d\\lemberl  (n*»193)  conduirait  d'ail- 
leurs au  même  résultat,  parce  que,  dans  le  cas  du  repos 
relatif,  le  mouvement  d'entraînement  et  le  mouvement  ab- 
solu sont  identiques.  Maintenant,  si  le  système  matériel  con- 
sidéré est  un  fluide,  les  forces  apparentes  devront  être, 
comme  les  autres,  rapportées  à  l'unité  de  masse;  on  joindra 

donc  aux  composantes  X,  Y,  Z,  qui 

Fi"   2of) 

**  figurent  dans  les  équations  d'équilibre 

des  fluides  (n®  259),  celles  de  Taccé- 
.  lération  d'entraînement  prises  en  sens 

^^M«r      contraire. 

j  Prenons  pour  premier  exemple  ce- 

i    /^~^      lui  d'un  liquide  pesant  et  homogène, 

^z. >_J.^  en  repos  relatif  dans   un   vase  qui 

^  tourne    uniformément    autour    d'un 

axe  vertical  Oz  {flg.  286),  avec  une 
vitesse  angulaire  cd.  Les  forces  réelles  directement  appliquées 
se  réduisant  aux  actions  de  la  pesanteur,  on  doit,  si  l'on 
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prend  pour  axes  coordonnés  0^  et  deux  lignes  horizontales 
rectangulaires  Ox,  Oj,  faire  d*abord 

X  —  o,    Y  ==:  o,     Z  —  —  g. 

Ensuite  la  force  d'inertie  d'entraînement  rapportée  à  Tunité 
(le  masse,  pour  un  point  M  décrivant  un  cercle  de  rayon 
MP  -^  r  autour  de  0^,  sera  w'r  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment de  PM;  elle  aura  pour  composantes 

Donc  l'équation  (3)  du  n«259,  appliquée  en  tenant  compte 
des  forces  apparentes,  donnera,  dans  le  cas  présent, 

dpz=:p{(jù*x  dx  -h  w* j' dy  —  g  dz ). 

On  voit  que  l'équilibre  est  possible,  car  le  second  membre 

est  la  différentielle  exacte  de  -  p[w'(j7'-h  j*)  —  2^5];  s'il  se 

réalise  effectivement,  les  surfaces  de  niveau  ou  d'égale  pres- 
sion (n*  260)  seront  représentées  par  Téquation  générale 

(11)  a)*(a?'  +  7')  —  2^iî=:C0nSt. 

Ce  sont  des  paraboloïdes  de  révolution  engendrés  par  une 

parabole  de  paramètre  —,  tournant  autour  de  0-s;  toutes  les 

surfaces  s'obtiendraient  au  moyen  de  la  même  parabole,  dont 
le  sommet  se  déplacerait  le  long  de  Oz.  Si  la  surface  libre  est 
en  contact  avec  une  atmosphère  gazeuse  à  pression  con- 
stante, elle  sera  nécessairement  l'un  de  ces  paraboloïdes; 
mais  on  ne  peut  fixer  sa  position  sans  tenir  compte  de  quelque 
autre  donnée  particulière  du  problème.  On  peut,  par  exemple, 
donner  le  volume  total  du  liquide  primitivement  introduit 
dans  le  vase;  la  surface  libre  se  détermine  alors  de  manière 
que  ce  volume  soit  égal  à  celui  qui  se  trouve  compris  entre 
elle  et  les  parois  du  vase. 

Afin  de  pousser  la  solution  jusqu'au  bout,  supposons  le  cas 
particulier  d'un  vase  en  forme  de  cylindre  circulaire  de 
rayon  R,  dont  l'axe  de  figure  coïncide  avec  l'axe  de  rotation 
0^;  le  liquide  s'élèverait  à  la  hauteur  h  si  le  vase  restait  im- 

bRBSSB.  —  Cours  de  Méc»  II.  i4 
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mobile,  et  son  volume  est,  par  conséquent,  xR*/i.  Prenons 
pour  plan  des  xy  le  fond  du  vase  el  concevons  encore  un  sys- 
tème de  coordonnées  polaires  dans  ce  plan,  la  position  d'un 
point  M'  du  plan  étant  définie  par  son  rayon  vecteur  OM'=i  r 
et  l'angle  polaire  M' 0^7  —  a.  Le  volume  du  liquide  en  équi- 
libre relatif,  quand  les  axes  tourneront,  s'exprimera  par  l'in- 

tégi'ale  double  /   \zrd%dry   dans  laquelle  on  devra  mettre 

pour  z  l'ordonnée  de  la  surface  libre,  soit 

1g  ^  1g 

en  nommant  2  jC  la  valeur  particulière  que  prend  la  constante 
de  l'équation  (f  i),  quand  il  s'agit  de  la  surface  libre.  On  aura 
donc 

Les  limites  de  l'intégration  sont  de  o  à  2ir  pour  a  et  de  o  à  R 
pour  r;  on  l'effectue  sans  difficulté,  et  l'on  trouve,  après  sup- 
pression du  facteur  irR*, 

d'où  résulte  l'équation  de  la  surface  libre 


ig\  ^        1      ) 


L'intersection  de  ce  paraboloïde  avec  le  plan  du  niveau  pri- 

mitif  ^  =  h  serait  un  cercle  de  rayon  Ri /-;  sa  cote  sur  l'axe 

w*R-  (D«Rî 

serait  h -, —  et  sur  les  bords  h  h — -, — ■• 

^g  (\g 

Comme  second  exemple  d'équilibre  relatif,  supposons  le  cas 

d'un  liquide  homogène  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  0-  et  dont  tous  les  points  seraient 
attirés  par  un  centre  ?i\^  0  situé  sur  l'axe,  proportionnelle- 
ment à  leur  masse  et  à  la  distance  r  =  OM  entre  chaque 
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point  M  et  le  centre  d'attraction.  Si  Ton  nomme  g  l'attraction 

par  unité  de  masse  quand  la  distance  est  R,  elle  sera  ^  pour 

le  point  M  et  aura  pour  composantes  Fig.  ^87. 

suivant  trois  axes  rectangulaires  Oa?,  z 

Or,  0^(y?^.  287), 


^-■"TT'    ^-~R'    ^-^IT' 


>" 


0 


d'ailleurs,   en   nommant  encore  c»  la 

vitesse  angulaire   autour   de  Os,   les         '^ 

composantes  de  Taccélération  d'entraî- 

nement  changée  de  sens  seront,  comme  dans  le  premier 

exemple, 

(D*J7,  cd'j',  o. 

Donc  l'équation  (3)  du  n<'259  donne  ici,  quand  on  suppose 
Texistence  de  l'équilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés, 

ce  qui  montre  la  possibilité  de  cet  équilibre,  puisque,  p  étant 
constant  par  hypothèse,  le  second  membre  de  l'équation  pré- 
cédente est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x^  y,  z. 
Les  surfaces  de  niveau  ont  pour  équation  générale 

L'-gW=-^v»)-|5«i^--const. 

ou,  sous  une  autre  forme, 

ci)«R 

A  désignant  une  constante  arbitraire.  On  voit  que  ces  surfaces 
seraient  des  sphères  concentriques,  si  w^'annulait;  si  u>  varie 

eiitre  o  et  i /?v>  on  obtiendra  des  ellipsoïdes  de  révolution  au- 
tour de  Oz;  au  delà  de  celte  limite  de  cd,  les  ellipsoïdes  se 
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changeront  en  hyperboloïdes.  En  restant  dans  Thypothèse  do 
w  <  i /^  )  les  demi-axes  de  Tellipsoïde  seraient  : 


Dans  le  plan  de  Téquateur.     a  -  -  b 


V- 


(oMi 


î  î 


Suivant  Oz c  ~  ^  A. 

Les  ellipsoïdes  sont  donc  aplatis;  tous  ont  un  même  aplatis- 
sement proportionnel,  égal  à z=:i— t /i—  - — ,  ce  qui, 

dans  rhypothèse  d'une  petite  valeur  de ?  diffère  peu  de 

On  peut  essayer  d'appliquer  ce  calcul  à  la  Terre,  en  la  con- 
sidérant à  l'époque  où  elle  était  encore  fluide.  Avant  sa  soli- 
dification, elle  a  dû  prendre  la  figure  d'équilibre  relatif  corres- 
pondant à  son  mouvement,  que  nous  connaissons,  et  aux  forces 
réelles  directement  appliquées  à  tous  ses  points.  Quand  on 
veut  déterminer  cette  figure,  il  faut  avoir  égard  pour  chaque 
point  M  de  la  Terre  :  i°  à  sa  force  d'inertie  dans  le  mouvement 
de  notre  planète;  2°  aux  attractions  qu'il  éprouve  de  la  part 
de  tous  les  corps  célestes;  3<»  à  l'attraction  qu'il  reçoit  de  l'en- 
semble des  autres  points  de  la  Terre.  Mais  nous  avons  vu,  dans 
le  cours  de  première  année  (n*»  114),  quand  il  s'est  agi  de  dé- 
finir le  poids  d'un  corps,  que  les  deux  premiers  groupes  don- 
nent une  résultante  très  approximativement  égale  à  la  force 
centrifuge  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  la  ligne  des  pôles;  il  est  vrai  que  nous  avions  plus  particu- 
lièrement en  vue  les  points  pris  à  la  surface  de  la  Terre,  mais 
les  mêmes  explications  conviendraient  aussi  bien  aux  points 
intérieurs.  A  cette  force  centrifuge  on  doit  seulement  joindre, 
à  titre  de  force  réelle  directement  appliquée,  l'attraction 
exercée  par  la  Terre  sur  le  point  considéré.  Si,  pour  se  rendre 
compte  de  cette  attraction,  on  suppose  la  Terre  sensiblement 
sphérique  et  de  plus  homogène,  on  reconnaît  que  l'attraction 
varie  d'un  point  à  l'autre  proportionnellement  à  la  masse  et  à 
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la  distance  au  centre  de  la  Terre  (*).  Moyennant  les  hypo- 
thèses simpliPicatives  de  la  sphéricité  et  de  Thonnogénéité  de 
la  Terre,  nous  rencontrons  donc  ici  des  conditions  conformes 
à  celles  de  la  question  précédente;  cela  permet  de  contrôler 
Texactilude  de  ces  hypothèses,  en  comparant  Taplatissement 

calculé avec  l'aplalissement  véritable. 

La  vitesse  angulaire  de  la  Terre  est  eu  —  ^^—^,  ;  la  force  d*at- 

0D104 

traction  est  environ  9,82  par  unité  de  masse,  pour  les  points 
de  la  surface,  à  une  distance  du  centre  égale  au  rayon  ter- 
restre R  — 6371000".  En  calculant,  d'après  ces  nombres,  la 

valeur  de >  on  trouve  0,001725,  soit  environ  ^tt-  comme 

2  g  '  58o 

valeur  de  Taplatissement  relatif.  Le  nombre  véritable  diffère 

peu  de  5 —  La  vérification  que  nous  avons  tentée  ne  réussit 

donc  pas,  ce  qui  n'a  rien  de  surprenant,  puisque  nous  avons 
admis  tout  à  l'heure  des  hypothèses  douteuses.  Supposer  la 
sphéricité  du  globe  terrestre,  c'est  d'abord  négliger,  dans 
l'équation  de  la  figure  d'équilibre,  des  termes  de  même  ordre 
que  l'aplatissement  à  calculer  au  moyen  de  celte  équation; 
ensuite  on  ne  peut  pas  admettre  que  la  Terre  fût  homogène 
quand  elle  était  liquide,  car  les  liquides  ont  toujours  une  cer- 
taine compressibilité,  et,  si  petite  qu'elle  ait  pu  être  dans  le 
cas  actuel,  il  a  dû  en  résulter  une  différence  notable  de  den- 
sité, en  raison  de  l'énorme  accroissement  de  pression  quand 
on  passe  de  la  surface  de  la  Terre  aux  points  voisins  du  centre. 


(')   Conformément  à  la  loi  newlonienne  de  l'attraction  universelle,  on 
admet  que  deux  molécules  de  masses  m,  m'y  placées  à  la  distance  r,  s'attirent 

mutuellement  avec  une  force  - — .—  1    le  coefficient  /  étant  constant.  Par 

des  calculs  qui  n'entrent  pas  dans  notre  programme,  on  prouve  ensuite  : 
i*"  qu'une  couche  sphérique  homogène  produit  une  action  nulle  sur  un  point 
intérieur;  1*  qu'on  ne  change  pas  son  action  sur  un  point  extérieur  en  la 
remplaçant  par  un  point  de  même  masse  et  situé  au  centre  de  la  sphère. 
Cela  posé,  si  nous  prenons  dans  la  Terre  un  point  M  à  la  distance  r  du 
centre,  il  éprouve  une  action  nulle  de  la  part  des  couches  extérieures;  les 
couches  intérieures  l'attirent  proportionnellement  à  sa  masse  m,  proportion- 
nellement à  la  leur  (c'est-à-dire  à  H)  et  en  raison  inverse  de  /•',  ce  qui,  en 
résumé,  fait  bien  une  attraction  proportionnelle  à  mr. 
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§  II.  —  Composition  des  pressions  sur  les  éléments  d'nne  surface 
finie  en  contact  avec  un  fluide  en  équilibre. 

264.  Pression  résultante  exercée  sur  une  aire  plane  par  un 
fluide  pesant  et  homogène.  —  Nous  commençons  par  ce  cas 
particulier  très  simple,  parce  qu'il  est  souvent  utile  dans  les 
applications  pratiques;  d'ailleurs,  il  donne  lieu  à  quelques  re- 
marques assez  intéressantes. 

La  pression/?  dans  un  fluide  pesant  et  homogène,  à  la  pro- 
fondeur V  au-dessous  du  plan  horizontal  ou  la  pression  p^y  a 

pour  valeur  (n*'  261) 

p—p^-i-Uv; 

si  Ton  compte  les  profondeurs  u  à  partir  d'un  autre  plan  hori- 
zontal situé  au-dessus  du  précédent,  à  la  distance  ^°>  hauteur 
représentative  de  />o,  on  aura 

n 
et,  par  suite, 

(i)  p-.Wu, 

\\  s'agit  maintenant  de  trouver  la  résultante  des  pressions 

élémentaires  sur  une  aire  plane  finie,  la  pression  rapportée  à 

l'unité  de  surface  ayant  en  chaque  point  la  valeur  donnée  par 

l'équation  (i). 

Un  élément  superficiel  w  supporte  la  pression  /^ca—.ïltta); 

toutes  ces  forces  étant  parallèles,  comme  normales  à  un  même 

plan,  leur  résultante  R  est  égale  à  leur  somme.  Donc,  puisque 

n  ne  varie  pas, 

R  —WZuixi  —  nu^i, 

en  nommant  û  la  surface  totale  et  Mj  l'ordonnée  u  de  son 
centre  de  gravité  (n°  150).  L'inlensité  de  la  résultante  est  la 
même  que  si  la  surface  devenait  horizontale  en  tournant  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  qui  resterait  ï\\q\  la  pression 

moyenne  ~  par  unité  superficielle  est  égale  à  n^j,  c'est-à-dire 
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à  la  pression  du  liquide,  prise  au  point  en  contact  avec  le 
centre  de  gravité  de  la  surface. 

II  reste  à  trouver  sur  la  surface  le  point  où  elle  est  coupée 
par  la  résultante  R,  point  qu'on  nomme  le  centre  de  pression 
ot  qui  n'est  autre  que  le  centre  des  forces  parallèles  ayant  R 
pour  résultante  (n"  149).  On  peut  d'abord  démontrer  que  ce 
point  a  une  ordonnée  u^  supérieure  à  W|,  ou  qu'il  se  trouve 
au-dessous  du  centre  de  gravité.  Soit,  en  effet,  AB  {fig.  288) 
la  surface  plane  considérée;  rabattons-la  sur  le  plan  horizon- 
tal de  son  centre  de  gravité  G,  en  la  faisanttourner  autour  de 
l'intersection  GG'  des  deux  plans,  de 
manière  à  lui  faire  prendre  la  position  .  *^'  "^ 
V'B'.  Après  le  rabattement,  la  pression  \        /^' 

sur  chaque  élément  a>  est  devenue  n  u^  w,      ^^ ^ 

ot  la  résultante  de  ces  pressions  passe  au  /' 

point  G;  les  deux  sommes  de  moments, 
relativement  à  GG',  des  pressions  élé- 
mentaires sur  la  partie  AG  et  sur  la  partie  GB,  sont  donc 
égales  en  valeur  absolue,  car  leur  somme  algébrique  est 
nulle.  Lorsqu'on  remet  la  surface  dans  sa  véritable  position 
AB,  toutes  les  pressions  augmentent  sur  la  partie  GB  et 
diminuent  sur  la  partie  AG;  d'ailleurs,  les  bras  de  levier  ne 
varient  pas.  Donc,  dans  la  position  AB,  le  moment  total  a 
môme  sens  que  le  moment  pour  la  partie  GB  seule;  et, 
comme  ce  moment  total  est  égal  à  celui  de  la  résultante  R, 
il  s'ensuit  que  le  point  d'application  de  celle-ci  se  trouve 
dans  la  partie  GB,  c'est-îi-dire  au-dessous  de  G. 

Pour  arriver  à  fixer  d'une  manière  plus  précise  la  position 
du  centre  de  pression,  imaginons  un  plan  vertical  perpendi- 
culaire aux  horizontales  du  plan  pressé  AB  {fig>  289)  et  qui  le 
coupe  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  Ox\  soit  ON 
l'intersection  de  ce  môme  plan  vertical  avec  le  plan  horizontal 
à  partir  duquel  on  compte  les  profondeurs  u.  L'angle  NOd?  =  a 
sera  l'inclinaison  de  la  surface  AB  sur  l'horizon.  Prenons  en- 
core un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires  composé 
de  Ox,  d'une  horizontale  0/  menée  par  le  point  0  dans  le 
plan  AB,  et  d'une  normale  O5  à  ce  plan.  Soient  G  et  C  le 
centre  de  gravité  et  le  centre  de  pression  de  la  surface  AB; 
*^i>  Ji>  «^îj/î  les  coordonnées  de  ces  points.  La  résultante  R 


1 
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étant  supposée  appliquée  en  C,  on  a  immédiatement,  par  la 
considération  des  moments  relativement  à  0/  et  Ox, 

équations  dans  lesquelles  S  indique  une  sommation  à  faire 
pour  tous  les  éléments  to  de  AB.  Or  p^=Uu,  et  l'ordonnée  u 
d*un  point  M  quelconque  de  AB  a  la  valeur  x  sina,  qui  appar- 

Fig.  289. 


« 

tient  au  point  I  situé  sur  Thorizontale  MI  parallèle  à  0/;  donc 
/7  m  lia?  sina  et  R  =  Uar^  sinaSw,  ce  qui  permet  de  transformer 
les  équations  ci-dessus  et  d'écrire 

Ces  deux  équations  font  connaître  le  point  C  en  déterminant 
ses  coordonnées  j7j  et  Jj. 

Il  est  aisé  de  constater  que  le  point  C  n'est  autre  que  le 
centre  de  percussion  (n*»226  et  227)  de  la  surface  AB,  consi- 
dérée comme  un  corps  matériel  dont  chaque  élément  to  aurait 
une  masse  égale  à  son  aire  et  qui  serait  assujetti  à  tourner 
autour  de  l'horizontale  Or,  intersection  du  plan  AB  avec  le 
plan  horizontal  ON.  En  effet  :  f»  le  point  C  se  trouve  dans  un 
plan  passant  par  Taxe  et  le  centre  de  gravité  G;  2°  sa  distance 


jOi  à  Taxe  Oy  est  égale  à  la  longueur 


JC,Xh> 


donnée  par  la  for- 


mule (7)  du  n"  226;  S'»  si  l'on  transportait  le  plan  des  zx  pa- 
rallèlement à  lui-môme  en  z'Ox'^  de  manière  à  le  faire  passer 
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au  centre  de  pression,  /,  devenant  nul,  2j7/«d  devrait  Vôtre 
aussi  pour  les  nouveaux  axes;  et,  comme  Sj^w  est  aussi  nul, 
parce  que  z=:o  pour  tous  les  points  de  la  surface  AB,  il  en 
résulte  que  0/  est  axe  principal  d'inertie  en  0'.  Toutes  les 
conditions  qui  définissent  un  centre  de  percussion  se  trouvent 
donc  remplies  par  le  point  C. 

Imaginons  encore  qu'on  élève  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face AB  des  ordonnées  z  égales  à  ^^  ou  à  j:îsina;  l'ensemble 
de  ces  ordonnées  dessinera  un  volume  en  forme  de  cylindre 
tronqué,  ayant  AB  pour  section  droite  et  pour  autre  base  une 
portion  du  plan  représenté  par  l'équation  s  =  ^sina.  Les 
coordonnées  x^,  y^  du  centre  de  gravité  de  ce  volume  auraient 
pour  valeurs 

£wj7-sina  Sw^ysina 

^        Xw^sina       *  ^~     Xcoo^sina 

ou  bien,  attendu  qu'on  peut  supprimer  le  facteur  constant 
sina  et  remplacer  2a)^  par  ^i2to, 

Le  centre  de  pression  coïncide  donc,  en  projection  sur  le 
plan  AB,  avec  le  centre  de  gravité  du  cylindre  ci-dessus  dé- 
fini. Le  résultat  serait  identique  en  substituant  aux  ordonnées 
a=ij7sina  d'autres  ordonnées  terminées  à  un  plan  quel- 
conque mené  par  0/  et  qui  seraient  dans  un  rapport  constant 
avec  les  premières. 

Voici  enfin  une  remarque  au  moyen  de  laquelle  on  connaît 
souvent  a  priori  une  droite  sur  laquelle  se  trouve  le  centre  de 
pression.  Sur  tous  les  points  d'une  bande  infiniment  étroite 
comprise  entre  deux  parallèles  DE,  D'E'  à  l'horizontale  0/, 
la  pression  par  unité  de  surface  est  la  même,  de  sorte  que  la 
résultante  des  pressions  élémentaires  de  cette  bande  est  ap- 
pliquée au  milieu  F  de  DE.  Si  le  lieu  des  points  F,  quand  DE 
varie,  est  une  ligne  droite,  il  est  clair  que  la  composition  de 
toutes  ces  résultantes  partielles  donnera  une  résultante  finale 
appliquée  en  un  point  de  cette  droite.  Donc,  s'il  existe,  dans 
la  surface  pressée,  un  diamètre  conjugué  de  ses  cordes  ho- 
rizontales, le  centre  de  pression  se  trouvera  sur  ce  diamètre. 
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265.  Exemples  de  la  recherche  des  centres  de  pression.  — 
Avant  de  donner  ces  exemples,  nous  commencerons  par  une 
observation  générale.  Dans  les  applications  pratiques,  le  li- 
quide qui  exerce  la  pression  résultante  demandée  est  presque 
toujours  de  Teau,  qui  supporte  elle-même,  sur  sa  surface  libre, 
la  pression  atmosphérique  /?«.  En  comptant  les  ordonnées 
verticales  v  à  partir  de  cette  surface  libre,  la  pression  par 
unité  superficielle  en  un  point  quelconque  du  liquide  serait 
Pa-^-  Tlt',  ce  qui  donnerait  la  force  (/?«+  n(^)to  sur  un  élément  ci> 
situé  à  la  profondeur  v  et  appartenant  au  plan  pressé.  On  peut 
distinguer,  dans  cette  force,  les  deux  parties  pa^  et  llrio,  et 
chercher  ensuite  séparément  les  résultantes  :  i°  du  groupe  des 
forces /?a««>,  1^  du  groupe  nrw.  La  première  serait  immédiate- 
ment connue  et  aurait  pour  valeur /;«-«*>;  son  point  d'applica- 
tion coïnciderait  avec  le  centre  de  gravité  de  la  surface.  La 
seconde  se  déterminerait  en  grandeur  et  en  position  par  la 
théorie  du  n°  26i,  et  l'on  pourrait  ensuite  composer  ces  deux 
résultantes  partielles,  parallèles  Tune  à  l'autre,  si  Ton  voulait 
avoir  la  résultante  totale.  Mais  il  arrive  presque  toujours  que 
la  résultante  pa^^  est  équilibrée  par  une  résultante  égale  et 
de  sens  contraire,  provenant  de  l'action  de  la  pression  atmo- 
sphérique sur  l'autre  côté  de  la  surface  ;  on  se  borne  en  con- 
séquence à  composer  les  forces  élémentaires  llt^o>,  ou,  en 
d'autres  termes,  on  détermine  la  pression  totale,  abstraction 
faite  de  la  pression  atmosphérique. 

Nous  supposerons  donc,  dans  tous  les  exemples  qui  suivent, 
que  les  ordonnées  verticales,  désignées  par  u  dans  la  for- 
mule (i)  du  n°  26i,  sont  comptées  à  partir  du  plan  de  la  sur- 
face libre,  où  la  pression  est  censée  nulle. 

Premier  exemple  :  Rectangle  ayant  un  côté  situé  dans  le 
plan  de  la  surface,  —  Soit  donné  un  rectangle  ABDE  {fig*  290), 
dont  le  plan  sera  pris  pour  plan  de  la  figure;  ce  rectangle  est 
soumis  à  la  pression  d'un  fluide  pesant  et  homogène  en  équi- 
libre, à  celle  d'une  masse  d'eau  stagnante,  par  exemple;  le 
côté  AE  affleure  le  plan  horizontal  supérieur  qui  limite  le  li- 
quide et  où  la  pression  est  censée  nulle. 

Pour  avoir  le  centre  de  pression  C,  nous  allons  construire, 
suivant  une  méthode  indiquée  tout  à  l'heure  (n<»  264),  un  vo- 
lume dont  nous  projetterons  ensuite  le  centre  de  gravité  sur 


Fig.  290. 
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le  plan  ABDE.  Élevons  en  B  et  D  les  perpendiculaires  BB', 
DD'  à  ce  plan,  et  coupons-les  par  le  plan  AEB'D'  mené  sui- 
vant AE;  nous  aurons  ainsi  limilé  ce 
volume  ABB'EDD',  qui  ne  sera  autre 
chose,  dans  le  cas  actuel,  qu*un  prisme 
triangulaire  droit.  On  aura  son  centre 
de  gravité  G,  en  prenant  le  milieu  de 
la  ligne  IK  joignant  les  centres  de  gra- 
vité des  bases  (n°  152,  g);  le  centre 
de  gravité  de  ABB'  s'obtiendrait  d'ail- 
leurs (n*  152,  d)  en  joignant  le  som- 
met A  au  milieu  M  de  la  base  opposée 


R 


Ff 
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I   \     •    C 


K 
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BB'  et  prenant  Al—  «  AM;  la  ligne  IK  devrait  être  ensuite 

menée  par  I  parallèlement  aux  aréles  du  prisme.  La  projec- 
tion FL  de  cette  ligne  sur  le  plan  ABDE  se  fera  en  menant 
par  I  et  K  des  parallèles  IF  et  KL  à  BB';  cette  projection  sera 
parallèle  à  IK  ou  à  AE,  et  l'on  aura,  pour  fixer  sa  position 
dans  le  rectangle  donné  (ri°  152,  ri). 
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Fig.  391. 


En  outre,  le  point  G,  milieu  de  IK,  se  projettera  au  milieu  C 

de  FL;  donc  on  peut  dire,  en  résumé,  que  le  centre  de  pres- 

2 
sion  se  trouve  sur  la  médiane  inclinée  NP  et  aux  ^  de  cette 

ligne  à  partir  du  niveau  libre. 

Deuxième  exemple  :  Rectangle  ayant  deux  côtés  horizontaux, 
avec  une  certaine  hauteur  de  liquide 
au-dessus  du  côté  supérieur.  —  Les  don- 
nées du  premier  exemple  sont  modi-  n' 
fiées  seulement  en  ce  que  le  niveau  de 
la  surface  libre  ne  coïncide  plus  avec 
AE,  mais  se  trouve  placé  au-dessus. 
Soit  encore  ABDE  {Jig.  291)  le  rec- 
tangle vu  dans  son  propre  plan  ;  la 
droite  NN,  parallèle  à  AE  et  à  BD,  est 
l'intersection  de  ce  plan  avec  celui  de  la 
surface  libre.  Prenons  deux  axes  coordonnés  Oa?,  0/,  le  pre- 


o 


V   N 


K 


r. 


*c 


V 


B 


220  CINQUIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE   PREMIER, 


mier  passant  par  les  milieux  de  AE  et  de  BO,  le  second  se  con- 
fondant avec  NN;  soient  /  et  h  les  deux  dimensions  AK,  AB 
(lu  rectangle,  œ^^  Tabscisse  de  son  centre  de  gravité  ou  de 
figure  G.  Le  centre  de  pression  C  se  trouve  sur  Oo?  (n«  264), 
à  une  distance  x,  du  point  0  donnée  par  la  formule 

Or,  en  menant  par  le  centre  G  un  axe  G/'  parallèle  à  0/,  on 
a  (n«2l7) 

d'autre  part, 


/; 


Donc  enfin 


12 
12  0^1 


ce  qui  achève  de  déterminer  C.  On  voit  que  le  produit  des  dis- 

—               —                          h- 
lances  OG  —  ^,  et  GC  ~  a\  —  j?,  = est  constant  et  égal  li 

12J?, 
/j2  —  

—  ;  les  lignes  Oij  et  GC  varient  en  raison  inverse  Tune  de 

12  ^ 

Tautre  ;  la  seconde,  d*abord  égale  à  7:  quand  NN  se  confond  avec 

AE,  tend  vers  o  quand  le  niveau  s'élève  de  plus  en  plus. 

Le  rectangle  peut  être  assimilé  à  un  parallélépipède  dont  la 
troisième  dimension  serait  nulle.  Les. formules  du  n*»221  (1°) 

donneraient  alors  immédiatement  le  carré  —  de  son  rayon  de 

gyration  par  rapport  à  Gy  et  le  moment  d'inertie  correspon- 

h^  I 

(lant  Ih  X  —  >  soit  —  ///'. 
12  12 

Troisième  exemple  :  Cercle  placé  à  une  profondeur  quel- 
conque, —  hdifig.  292  représente  le  cercle  dans  son  plan  ;  G  est 
son  centre,  C  son  centre  de  pression,  NN  rinterseclion  de  son 
plan  avec  celui  de  la  surface  libre.  Prenons  deux  axes  de 
coordonnées  Gx,  G/,  le  premier  suivant  la  ligne  de  plus 
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grande  pente,  le  second  suivant  l'horizonlale  du  point  G.  Le 
centre  de  pression  se  trouve  encore  sur  le  diamètre  Gx  per- 
pendiculaire à  NN,   qui  coupe   en   deux.  p.    ^  ^ 
parties  égales  les  cordes  horizontales  du 
cercle.  Il  coïncide  avec  le  centre  de  per- 
cussion du  cercle  relativement  à  Taxe  NN; 
sa  distance  au  diamètre  horizontal  G/  sera 
(no  226) 

GC=    "^^'^ 


OG.Sw 


Or  on  a,  en  vertu  de  l'identité  de  position  d'un  cercle  relati- 
vement à  tous  ses  diamètres, 

pour  tous  les  éléments  a*  compris  entre  deux  cercles  décrits 
du  centre  G  avec  les  rayons  r  et  r-hdr,  la  somme  des  pro- 
duits (j?*-h7*)w  se  réduit  à  ir.r^dr.  Donc,  pour  le  cercle  en- 
tier, on  aura,  si  l'on  nomme  R  son  rayon, 

I  r^  I 


par  suite 


xR* 


R« 


^^^"'40G7rRî         ^Qp/ 


Dans  le  cas  actuel,  le  produit  OG.GC  est  encore  constant; 
sa  valeur  est  -y  • 


266.  Composition  des  pressions  sur  une  surjace  courbe,  — 
Une  surface  courbe,  dont  la  forme  est  connue  et  définie  par 
son  équation,  supporte  en  chacun  de  ses  points  la  pression 
d'un  fluide  en  équilibre;  l'intensité  de  la  pression  p  rapportée 
à  Tunité  de  surface  est  supposée  connue  en  fonction  des 
coordonnées  x,  />  ^  du  point  où  elle  s'exerce.  Chaque  élé- 
ment da'  de  la  surface  se  trouve  donc  soumis  à  une  pression 
p  d<s,  agissant  suivant  la  direction  connue  de  la  normale  à  d<T 


222  CINQUIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE  PREMIER. 

et  faisant  des  angles  X,  p.,  v  avec  les  axes  coordonnés.  11  s'agit 
d'effectuer  la  réduction  de  toutes  ces  forces  élémentaires /?<ia; 
pour  parler  avec  plus  de  précision,  il  s'agit  de  calculer  les 
sommes  algébriques  de  leurs  projections  sur  les  trois  axes 
coordonnés  et  de  leurs  moments  relativement  aux  mêmes 
axes,  car  ces  sommes  définissent  suffisamment  le  système  des 
forces  pd^,  si  la  surface  qui  subit  leur  action  fait  partie  d'un 
solide  dont  on  aurait  à  étudier  l'équilibre  ou  le  mouvement 
(n*»  137  et  237).  Or  on  reconnaît  sans  difficulté  que  ces 
sommes  ont  pour  expressions  les  intégrales 

lpd<Jcos)s,    / /? <iff cos lA,    //?<i<Jcosv, 


f/?(/COSv    --3C0S|x)^ff, 

I  p{zcosl  —  jrcosv)  t/(j, 
f  p{^  cos  iJ.  —  7  cos  X  )  d(j, 


qui  toutes  devraient  s'étendre  à  la  surface  entière.  La  ques- 
tion se  réduit,  comme  on  le  voit,  à  un  pur  exercice  de  calcul 
intégral. 

Au  lieu  de  suivre  cette  marche  analytique  générale,  on 
peut  souvent  recourir  à  des  théorèmes  particuliers  que  nous 
allons  établir,  et  qui  suffisent  dans  bien  des  cas  pour  arriver 
au  but  : 

i^  Supposons  qu'il  s'agisse  de  projeter  la  pression  élé- 
mentaire/>(i7  sur  un  axe  quelconque  Ox,  faisant  l'angle  a 
avec  la  direction  de  cette  force,  c'est-à-dire  avec  la  normale 
à  l'élément  superficiel  da.  Cette  projection  aura  pour  valeur 
pddcosoL,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  le  produit  de  /> 
par  <iff  cosa.  Or  dacosoL  n'est  autre  chose  que  la  projection 
de  d(r  sur  un  plan  perpendiculaire  h  Ox.  Donc  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  projeter  sur  un  axe  la  pression  supportée  par  un  été- 
ment  superficiel,  il  suffit  de  prendre  la  pression  que  supporte- 
rait la  projection  de  cet  élément  sur  un  plan  perpendiculaire 
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à  Vaxe;  la  pression  par  unité  de  surface  étant  censée  rester 
la  même. 

2®  On  déduit  d'abord  de  là  que,  si  une  surface  est  plongée 
dans  un  fluide  pesant  en  repos,  toute  tranche  comprise  entre 
deux  plans  horizontaux  infiniment  voisins  supportera  des 
pressions  dont  les  composantes  horizontales  se  feront  équi^ 
libre,  pourvu  que  les  sections  horizontales  de  la  tranche 
soient  des  courbes  fermées. 

En  effet,  divisons  la  tranche  en  prismes  tronqués  élémen- 
taires par  une  série  de  plans  parallèles  à  une  même  hori- 
zontale 0^  (y?^.  298),  se  succédant  à  des  distances  infini- 
ment petites  les  uns  des  autres;  la  pression  p  par  unité  de 
surface  ayant  la  même  valeur  sur  tout  le  contour  de  la  tranche 
(n*  261),  les  pressions  pd^y  pd^s'  supportées  par  les  deux 
bases  de  Tun  de  ces  prismes  auront  pj       3 

chacune    une    composante   suivant 

0^  égale  au  produit  de  p  par  la       f 

section  droite  d^"  du  prisme,  et, 
comme  ces  composantes  sont  di- 
rectement opposées,  elles  se  dé- 
truisent. Ainsi  donc,  en  imaginant 
les  pressions  sur  tout  le  contour 
de  la  tranche  décomposées  suivant 

trois  directions  rectangulaires,  parmi  lesquelles  il  y  aurait 
celle  de  Taxe  Ox,  toutes  les  composantes  parallèles  à  cet 
axe  se  détruisent  deux  à  deux.  Le  même  raisonnement 
prouve  la  disparition  des  composantes  parallèles  à  un  second 
axe  horizontal  0/,  ce  qui  achève  de  justifier  l'énoncé  de  la 
proposition,  puisqu'on  n'a  plus  à  considérer,  pour  l'ensemble 
de  la  tranche,  que  les  composantes  verticales  des  pressions 
exercées  sur  tout  son  contour. 

Les  composantes  horizontales  des  pressions  sur  une  tranche 
horizontale  d'épaisseur  infiniment  petite  se  faisant  équilibre, 
il  en  sera  évidemment  de  même  pour  une  tranche  d'épais- 
seur finie,  qu'on  pourrait  toujours  regarder  comme  formée 
par  la  réunion  de  tranches  infiniment  minces.  Le  môme  ré- 
sultat s'applique  également,  en  vertu  de  la  même  raison,  à 
une  surface  fermée  quelconque. 
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3®  Quand  une  surface  fermée  se  trouve  soumise  en  tous  ses 
points  à  une  pression  constante  par  unité  superficielle,  toutes 
les  pressions  élémentaires  se  réduisent  à  une  résultante  nulle 
et  se  font  équilibre. 

Au  moyen  du  raisonnement  ci-dessus  donné  (2°),  à  Tocca- 
sion  d'une  tranche  horizontale,  on  prouverait  en  effet  que  les 
composantes  des  pressions  élémentaires  parallèlement  à  un 
axe  quelconque  se  détruisent  deux  à  deux;  on  peut  donc 
supprimer,  pour  chacune  de  ces  pressions,  ses  composantes 
parallèles  à  trois  axes  coordonnés  Ox,  Oj,  0^;,  et  par  suilc 
leur  système  est  équivalente  un  autre  qui  ne  serait  composé 
que  de  forces  nulles. 

4®  Principe  d*Archi3i6de  :  Une  surface  fermée,  plongée  dans 
un  fluide  pesant  en  équilibre,  supjyorte  une  pression  résul- 
tante égale  et  directement  opposée  au  poids  du  fluide  déplacé. 

D'abord  nous  savons (20)  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  élémentaires  se  détruisent  deux  à  deux.  Afin 

de  trouver  la  résultante  des  composantes 
verticales,  qui  subsistent  seules,  décom- 
posons le  volume  total  renfermé  dans  la 
surface  en  prismes  verticaux  tronqués, 
tels  que  ABCD  {fig.  294),  ayant  des  sec- 
tions droites  infiniment  petites.  Nom- 
mons 

ûfa,  dfj'  les  éléments  superficiels  CD,  AB 
découpés  sur  la  surface  par  le  prisme 
ABCD; 

z,  z'  les  cotes  de  hauteur  de  ces  éléments,  au-dessous  d'un 
plan  horizontal  NN  pris  dans  le  fluide  et  où  la  pression 

est/?o; 
/?,  p'  les  pressions  par  unité  de  surface  en  CD  et  AB; 

w  la  section  droite  du  prisme  ABCD; 

n  le  poids  de  Tunité  de  volume  du  fluide. 

Les  pressions  élémentaires  pd^^  p'  d^  sur  CD  et  AB  ont 
des  composantes  verticales  de  sens  contraires  /?w,  p'ta  (1»), 
dont  la  résultante  partielle,  évaluée  dans  le  sens  ascendant, 
est  {p—p')^>  Or  on  a,  en  admettant  d'abord  que  le  fluide 


Fîg.  294. 
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soit  un  liquide  pesant  et  homogène  (n<»  261), 


p  =pQ-h  Uz,    p'z=Lp^-^Uz',    p—p'—l\i^z—z')  —  WkC; 

donc  la  résultante  des  pressions  /?tD  et  />'a)  est  égale  à  llwAC, 
c'est-à-dire  au  poids  du  prisme  ABCD  supposé  rempli  de 
fluide,  et  cette  résultante  agit  dans  le  sens  ascendant,  directe- 
ment opposé  à  celui  de  la  pesanteur.  En  réunissant  tous  les 
prismes  analogues  à  ABCD,  on  voit  que  la  résultante  totale 
des  pressions  sur  la  surface  sera  celle  des  poids  UtoAG 
changée  de  sens;  elle  est  donc  bien  égale  et  contraire  au 
poids  du  fluide  qui  occuperait  le  volume  total  renfermé  dans 
la  surface,  et  passe  par  le  centre  de  gravité  de  ce  fluide. 

Si  le  fluide  n'est  pas  homogène,  en  nommant/  la  cote  ver- 
ticale d'un  quelconque  de  ses  points  au-dessous  de  NN,  on 
aura  (n«  261) 

p — />'--/    ^dy     et     {p-^p')(i)^^  I     Uui  dy. 

Or  Uuidy  exprime  le  poids  d'un  prisme  fluide  ayant  une 
section  droite  w,  une  hauteur  dy  et  un  poids  par  unité  de 
vohime  n  égal  à  celui  du  fluide  pris  à  la  cote  y;  l'intégrale 


£ 


Uuidy  exprime  donc  le  poids  qu'aurait  le  prisme  ABCD, 


si  le  fluide  occupait  son  volume.  La  résultante  totale  sera 
donc  encore  égale  et  contraire  au  poids  du  fluide  déplacé  et 
passera  par  son  centre  de  gravité. 

Ce  point  d'application  se  nomme  habituellement  le  centre 
de  poussée. 

La  fig.  294  et  les  calculs  précédents  ont  été  faits  en  ad- 
mettant que  la  verticale  AC  n'a  qu'un  seul  point  d'entrée  dans 
la  surface  et  un  seul  point  de  sortie.  On  n'aurait  pas  plus  de 
difficulté  à  traiter  le  cas  général  où  le  nombre  des  entrées  et 
celui  des  sorties,  toujours  égaux  entre  eux,  prendraient  une 
valeur  entière  quelconque.  La  même  observation  s'applique 
à  la  démonstration  des  deux  théorèmes  précédents  (2^  et  3<*). 

Il  pourrait  se  faire  qu'on  eût  un  corps  flottant  dans  un 
liquide  pesant  en  équilibre,  de  telle  manière  que  sa  portion 
inférieure  AMB  {ft^-  293)  fût  seule  plongée  dans  le  liquide, 

Hrrssk.  —  Cours  de  Méc,  II.  i5 
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pendant  que  la  partie  supérieure  ALB  serait  plongée  dans 
une  atmosphère  gazeuse.  Soit/><j  la  pression  commune  au  gaz 
et  au  liquide  dans  leur  plan  horizontal  de  séparation  NN.  On 
ne  changera  rien  à  la  résultante  des  pressions  sur  toute  la 

surface  du  corps,  si  Ton  imagine  que 
la  pression  p^  par  unité  superficielle 
s'exerce  sur  la  coupe  horizontale  du 
corps  par  le  plan  NN,  à  la  fois  sur  la 
partie  ALB  dans  le  sens  ascendant  et 
sur  la  partie  AMB  dans  le  sens  des- 
cendant, car  on  aura  ainsi  introduit 
deux  pressions  égales  et  contraires, 
qui  se  détruiront.  Or,  après  cette  mo- 
dification, chacune  des  deux  parties 
peut  être  considérée  comme  entièrement  plongée  dans  un 
lluide  pesant,  et  la  résultante  des  pressions  se  composera  : 
i^  du  poids  du  liquide  qui  remplirait  le  volume  AMB,  si  le 
corps  était  enlevé;  2^  du  poids  de  gaz  déplacé  de  même 
par  ALB,  ces  deux  poids  devant  toujours  se  prendre  en  sens 
contraires.  Ordinairement  on  néglige  le  second,  et  Ton  con- 
sidère la  résultante  comme  simplement  égale  et  contraire  au 
poids  du  liquide  déplacé  par  la  partie  plongée  du  corps. 

Si  le  corps  ALBM  présentait  un  vide  intérieur  communi- 
quant librement  avec  l'atmosphère  gazeuse  qu'on  a  supposée 
au-dessus  de  NN,  on  pourrait  d'abord  considérer  le  tout 
formé  par  le  solide  proprement  dit  et  par  le  gaz  qu'il  ren- 
ferme; la  méthode  précédente  ferait  alors  connaître  la  pres- 
sion résultante  B  sur  le  contour  extérieur  de  ce  svstème. 
Ensuite  on  remarquerait  que  le  gaz  intérieur  reçoit  sur  sa 
surface  terminale  un  ensemble  de  pressions  donnant  une  ré- 
sultante égale  et  contraire  à  son  poids  P,  car  sans  cela  ce  gaz 
ne  pourrait  être  en  équilibre;  donc  sa  réaction  sur  la  même 
surface  sera  une  force  égale  à  P  et  de  même  sens.  Donc  enfin 
ce  poids  P,  pris  dans  son  véritable  sens,  devrait  être  composé 
avec  B,  pour  avoir  la  pression  totale  subie  par  le  solide  pro- 
prement dit,  de  la  part  des  fluides  en  contact;  mais  le  plus 
souvent  on  ne  tient  pas  compte  de  P  dans  les  applications, 
celte  force  étant  négligeable  comparativement  au  poids  du 
liquide  déplacé  par  yV.MB. 
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Le  principe  d'Archimède  se  démontre  a  priori  par  un  rai- 
sonnement bien  simple,  sans  passer  par  l'analyse  détaillée 
des  pressions  élémentaires  aux  divers  points  de  la  surface. 
Considérons  un  fluide  pesant  en  équilibre,  et  dans  ce  fluide 
isolons  par  la  pensée  une  portion  continue  quelconque,  com- 
prise à  rintérieur  d'une  surface  fermée.  Puisque  cette  por- 
tion est  en  équilibre,  aussi  bien  que  le  tout,  il  est  nécessaire 
que  son  poids  soit  égal  et  directement  opposé  à  la  résultante 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  environnant,  sur  toute  sa 
surface  limitative.  Maintenant,  qu'on  remplace  cette  portion 
par  un  solide  en  équilibre  ayant  exactement  la  môme  figure 
et  les  mêmes  dimensions;  il  supportera  la  môme  pression 
résultante,  car  sa  surface  limitative  est  composée  des  mêmes 
éléments  soumis  aux  mômes  pressions  par  unité  superficielle, 
de  sorte  que  les  systèmes  de  forces  à  réduire  sont  identiques 
dans  les  deux  cas.  La  résultante  des  pressions  sera  donc 
dans  l'un  comme  dans  l'autre,  égale  et  directement  opposée 
au  poids  du  fluide  déplacé. 

§  IIL  —  Équilibre  et  stabilité  des  corps  plongés  ou  flottants. 

267.  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  plongé  ou  flottant, 
—  On  suppose  un  corps  solide  entièrement  immergé  ou 
seulement  flottant  dans  un  fluide  soumis,  comme  lui,  à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur,  sans  autre  force  directement  appliquée; 
le  fluide  et  le  corps  solide  étant  de  plus  supposés  en  équi- 
libre, la  résultante  des  pressions  exercées  par  le  premier  sur 
la  surface  du  second  sera  égale  au  poids  du  fluide  déplacé 
(n®  266),*  et  celte  résultante  devra  équilibrer  le  poids  du 
solide.  Donc  il  sera  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre 
de  celui-ci  :  i**  que  son  poids  soit  égal  à  celui  du  fluide  dé- 
placé par  lui;  2®  que  les  verticales  de  ces  deux  poids  coïn- 
cident ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  centre  de  poussée 
soit  sur  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  du  solide. 

268.  Observations  générales  au  sujet  des  conditions  de  s  ta' 
bilité.  —  Si  l'on  voulait  s'en  tenir  à  la  définition  de  la  stabilité 
donnée  au  n*  207,  il  faudrait  supposer  que  le  corps  solide. 
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plongé  OU  flottant,  dont  on  s'occupe  ici,  est  écarté  infiniment 
peu  de  sa  position  d'équilibre  ;  qu'il  reçoit,  dans  sa  nouvelle 
position,  des  vitesses  infiniment  petites;  et  alors  il  faudrait 
déterminer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
le  corps,  pendant  le  mouvement  pris  par  lui  après  ce  déran- 
gement, restât  toujours  infiniment  rapproché  de  sa  position 
première.  Mais  on  rencontrerait  tout  d'abord  une  difficulté  : 
on  sait  bien  déterminer  la  pression  réciproque  du  fluide  et 
du  solide  à  l'état  de  repos,  tandis  qu'il  faudrait  ici  la  con- 
naître dans  l'état  de  mouvement.  Comme  cela  n'est  pas  pos- 
sible d'une  manière  satisfaisante,  en  raison  des  lacunes  ac- 
tuelles de  la  Science,  on  admet  que  la  pression  résultante 
peut  se  calculer  comme  si  l'équilibre  existait.  En  négligeant 
ainsi  les  pressions  supplémentaires  dues  au  fait  de  la  vitesse, 
l'expérience  tend  à  prouver  qu'on  supprime  des  forces  oppo- 
sées au  mouvement  du  solide  et  par  conséquent  favorables 
à  la  stabilité.  Si  cela  était  parfaitement  établi,  on  pourrait  en 
conclure  que  les  condilions  de  stabilité  déduites  de  cette  hy- 
pothèse simplificative  sont  a /or^zorf  suffisantes,  mais  ne  sont 
pas  absolument  nécessaires. 

En  second  lieu,  s'il  s'agit  en  particulier  d'un  solide  et  d'un 
fluide  ne  supportant,  comme  forces  directement  appliquées, 
que  les  actions  de  la  pesanteur,  nous  ne  pouvons  maintenir 
sans  changement  la  définition  du  n*  207,  que  nous  venons  de 
rappeler.  11  y  a  certains  déplacements  du  solide  qui  ne  modi- 
fient en  rien  les  forces  auxquelles  il  est  soumis;  c'est  ce  qui 
arrive  pour  un  déplacement  horizontal,  par  exemple.  Si,  après 
avoir  effectué  un  déplacement  de  ce  genre,  on  donnait  au  so- 
lide une  vitesse  de  translation  également  horizontale,  il  est 
clair  qu'il  continuerait  à  se  mouvoir  uniformément  et  en  ligne 
droite,  comme  s'il  n'était  soumis  à  aucune  force,  puisque  son 
poids  et  les  pressions  du  fluide  s'équilibreraient  toujours.  Il 
s'écarterait  donc  indéfiniment  de  sa  position  initiale,  et,  à  ce 
point  de  vue,  l'équilibre  ne  serait  jamais  stable.  On  remar- 
quera toutefois  que  l'équilibre  persisterait,  môme  en  donnant 
d'abord  au  solide  un  déplacement  horizontal  fini,  pourvu 
qu'on  ne  lui  imprimât  simultanément  aucune  vitesse;  on  peut 
dire  alors  que  l'équilibre  est  indifférent,  à  l'égard  des  dépla- 
cements horizontaux  et  en  général  à  l'égard  de  ceux  qui  ne 


HYDROSTATIQUE.  229 

modifient  pas  les  forces  supportées  parle  corps.  D'ailleurs,  on 
obtient  pratiquement  la  stabilité  à  Tégarcl  de  ces  déplacements» 
au  moyen  d'attaches  convenablement  disposées,  qui  limitent 
les  excursions  possibles  du  corps,  et  Ton  ne  se  préoccupe  des 
conditions  de  stabilité  que  dans  le  cas  de  déplacements  ca- 
pables d'entraîner,  soit  une  modification  de  la  pression  ré- 
sultante, soit  un  changement  de  sa  situation  relativement  au 
système  liquide. 

Sous  la  réserve  de  ces  observations,  nous  allons  maintenant 
appliquer  la  méthode  du  n<»  207,  d'abord  à  un  solide  pesant 
entièrement  immergé  dans  un  liquide  pesant  et  homogène, 
puis  à  un  solide  pesant  qui  flotterait  sur  un  liquide  de  même 
nature. 

269.  Stabilité  des  corps  entièrement  plongés.  —  Un  déplace- 
ment quelconque,  en  vertu  duquel  un  solide  s'écarterait  de  sa 
position  d'équilibre,  peut  toujours  se  décomposer  en  quatre 
autres   déplacements,   savoir  :    i°  translation    horizontale; 
2*»  translation  verticale;  3*»  rotation  autour  d'un  axe  vertical 
passant  par  un  point  0  choisi  à  volonté  dans  le  corps;  4**  rota- 
tion autour  d'un  axe  horizontal  issu  du  môme  point.  On  sait, 
en  effet,  que  le  déplacement  le  plus  général  s'obtient  par  une 
translation  identique  au  déplacement  de  0,  combinée  avec 
une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  (n"25);  on 
peut  ensuite  décomposer  chacun  de  ces  mouvements  en  deux 
(n**  32  et  36),  comme  nous  venons  de  le  dire.  Quand  il  s'agit 
d'un  corps  entièrement  plongé  dans  un  liquide  pesant  et  ho- 
mogène, les  trois  premiers  déplacements  n'auront  aucune 
influence  sur  la  grandeur  de  la  pression  résultante  exercée 
par  le  liquide  sur  le  corps,  et  de  plus  ils  ne  l'empêcheront  pas 
d'être  égale  et  directement  opposée  au  poids,  si  les  conditions 
d'équilibre  étaient  primitivement  satisfaites;  à  l'égard  de  ces 
déplacements,  il  y  aurait  donc  équilibre  indifférent.  Nous 
devons  donc  considérer  exclusivement  le  quatrième.  Soient 
G  et  C  i^fig.  296)  les  centres  de  gravité  et  de  poussée,  P  le 
poids  du  solide  appliqué  en  G,  P'  la  pression  résultante  ap- 
pliquée en  C.  Pour  l'équilibre,  il  faut  (n'»  267)  que  la  droite 
GC  soit  verticale  et  qu'on  ait  P'=i.P.  Maintenant  prenons  le 
centre  de  gravité  G  pour  le  point  que  nous  appelions  0  tout 
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à  riieure,  et  imaginons  qu'on  fasse  décrire  au  solide  un  angle 
infiniment  petit  6  autour  d'un  axe  horizontal  mené  par  ce 
point;  en  nommant  a  la  distance  GC,  l'accroissement  du  po- 
tentiel dans  ce  déplacement,  c'est-à-dire  le  travail  total  des 

Fig.  ag^î. 


deux  forces  P  OU  P',  sera  —  Pa(i  — cos6)  ou  Pa(i  — cos6), 
suivant  que  G  sera  situé  au-dessous  ou  au-dessus  de  C;  cette 

expression  se  réduit  à  ip  Pa  —  >  en  négligeant  les  infiniment 

petits  d'ordre  supérieur  au  second.  Lorsqu'il  faut  prendre  le 
signe  —,  c'est-à-dire  quand  le  centre  de  gravité  est  au-dessous 
du  centre  de  poussée,  on  voit  que  le  déplacement  supposé  a 
produit  une  diminution  du  potentiel;  donc  celui-ci  était  maxi- 
mum dans  la  position  d'équilibre,  et,  par  suite,  l'équilibre  est 
stable  (n°  207).  Au  contraire,  le  potentiel  serait  minimum,  si 
le  centre  de  poussée  était  au-dessous  du  centre  de  gravité, 

car  l'accroissement  Va—  serait  nécessairement  positif;  on 

voit  qu'alors  l'équilibre  devient  instable,  parce  que  le  couple 
(P,  P')  tend  à  faire  tourner  le  corps  de  manière  à  augmenter 
l'angle  6. 

Nous  aurions  pu  nous  dispenser  de  recourir  à  la  théorie 
générale  du  n^  207  pour  établir  la  stabilité  dans  le  premier 
cas.  Soient,  en  effet,  Oq  un  écart  initial  donné  à  la  ligne  GC,  à 
partir  de  la  verticale,  et  ^mv\  la  force  vive  due  à  la  vitesse 
qu'on  a  imprimée  simultanément  aux  divers  points  du  corps. 
Ces  quantités  étant  devenues  0  et  ^mv-  à  une  époque  quel- 
conque, on  aura,  par  application  du  théorème  des  forces  vives 
n*  205),  tant  que  les  écarts  6  resteront  très  petits, 


Smt^-mzSmrj-l-  PaO;  — Paô». 
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(3r  soit  6,  une  valeur  de  6  aussi  petite  qu'on  voudra  ;  on  pourra 
toujours  prendre  les  vitesses  Cq  ^l  Técarl  6©  assez  petits  pour 
vérifier  rinégalité 

SmrJ-i-Paej<Paej, 

et  alors  il  sera  impossible  que  l'écart  6  atteigne  jamais  la  li- 
mite supérieure  ôi;  car,  s'il  y  arrivait,  la  force  vive  2m^*  de- 
vrait prendre  une  valeur  îiégative,  ce  qui  est  irréalisable.  On 
peut  donc  limiter  autant  qu'on  veut  l'amplitude  des  écarts, 
en  limitant  convenablement  le  dérangement  initial,  ce  qui  est 
le  critérium  d'après  lequel  on  peut  affirmer  que  l'équilibre 
est  stable. 

270.  Stabilité  des  corps  flottants,  —  Si  nous  décomposons 
les  déplacements  que  pourrait  prendre  le  solide  flottant,  en 
quatre  autres  déplacements,  comme  au  n*  269,  le  premier  et 
le  troisième  ne  modifieront  en  rien  ni  la  pression  totale 
exercée  par  un  liquide  pesant,  ni  sa  situation  relativement 
au  corps  et  à  son  poids;  par  suite,  nous  ne  devons  avoir 
égard  (n<»  268)  qu'au  second  et  au  quatrième.  Nous  allons 
d'abord,  dans  l'hjpothèse  où  ils  se  produiraient  et  resteraient 
toujours  très  petits,  chercher  l'accroissement  du  potentiel  qui 
a  lieu  quand  le  solide  passe  de  sa  position  d'équilibre  à  une 
autre  position  très  voisine,  mais  d'ailleurs  arbitraire. 

Soit  AB  {fig.  297)  le  plan  de  flottaison  primitif  du  corps, 

Fig.  297. 


c'est-à-dire  le  plan  suivant  lequel  ce  corps,  pris  dans  la  posi- 
tion d'équilibre,  était  coupé  par  la  surface  libre  NN  du  liquide. 
La  figure  représente,  dans  une  position  quelconque,  ce  plan 
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AB,  qui  était  d*abord  horizontal.  Puisqu'il  y  avait  équilibre, 
le  centre  de  gravité  G  et  le  centre  de  poussée  C  devaient  alors 
se  trouver  sur  une  môme  verticale,  et,  par  conséquent,  la 
droite  GC  doit  être  perpendiculaire  au  plan  AB.  Pour  déplacer 
le  corps,  nous  imaginons  qu'on  a  fait  descendre  verticalement 
tous  ses  points  d'une  môme  quantité  Ç,  égale  au  déplacement 
total  du  point  0,  centre  de  gravité  de  sa  section  horizontale 
AB;  puis  qu'on  l'a  fait  tourner  d'un  angle  6  autour  d'un  axe 
horizontal  Oj  passant  par  0.  Dans  la  position  Onale  ainsi  ob- 
tenue, Oj  est  l'intersection  du  plan  AB  avec  le  plan  horizon- 
tal mené  à  la  distance  î  au-dessous  de  NN;  la  ligne  GC,  pri- 
mitivement verticale,  fait  maintenant  l'angle  6  avec  cette 
direction.  L'équilibre  n'existe  plus  entre  le  poids  et  la  pres- 
sion résultante  du  liquide,  parce  que  cette  dernière  force  a 
changé  d'intensité  et  qu'elle  n'agit  plus  suivant  la  verticale  du 
point  G. 
Si  l'on  nomme 

V  le  volume  AMB  primitivement  immergé; 

n  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide  (toujours  supposé 
homogène); 

Zo  et  Z  les  hauteurs  initiale  et  finale  du  centre  de  gravité  G  au- 
dessous  du  plan  NN; 

la  poussée  primitive  n  V  sera  égale  au  poids,  puisqu'elle  lui 
faisait  équilibre,  et  le  travail  de  la  pesanteur  sur  le  corps 
s'exprimera  par  nV(Z  —  Zo). 

Pour  évaluer  le  travail  de  la  pression  résultante,  remarquons 
que  cette  force,  égale  au  poids  du  fluide  déplacé  (n<»  266), 
peut  être  considérée  comme  la  résultante  d'une  infinité  de 
forces  verticales  ascendantes  lie,  dont  chacune  serait  censée 
agir  sur  un  élément  e  du  volume  plongé.  Cette  force  Ile  s'ap- 
plique à  l'élément  e  dès  que  celui-ci  arrive  à  traverser  le 
plan  NN  pour  aller  au-dessous,  et  cesse  d'agir  sur  lui  dès  qu'il 
traverse  le  môme  plan  NN  en  sens  contraire.  En  désignant 
par  Zq  et  z  les  cotes  de  hauteur  initiale  et  finale  de  l'élément  e 
au-dessous  du  plan  NN,  le  travail  de  la  force  Ile  s'exprimera 
toujours  par  ne(5o— -)>  niais  k  la  condition  de  faire  Zqz=zo 
pour  tout  élément  primitivement  situé  au-dessus  de  NN,  et 
z=iO  pour  tout  élément  qui  serait  au-dessus  de  NN  quand  il 
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est  arrivé  à  sa  position  fînale;  cette  règle  se  justifie,  parce  que 
la  force  ne  n*agit  qu'autant  que  e  se  trouve  en  dessous  de  NN, 
ou  quand  les  ordonnées  z,  Zq  ont  des  valeurs  positives.  Il  suit 
de  là  que  le  travail  total  de  la  pression  résultante  est  le  pro- 
duit du  facteur  constant  n  par  la  diminution  Se^o— ^es  du 
moment  du  volume  plongé,  relativement  au  plan  horizon- 
tal NN. 

Nous  calculerons  le  moment  Se^  en  décomposant  le  volume 
plongé  en  deux  parties,  qui  sont  d'abord  le  volume  primitive- 
ment plongé  AMB  =:  V,  et,  en  second  lieu,  l'excédent  com- 
pris entre  AB  et  DE.  Pour  la  première  partie,  le  centre  de 
gravité  de  son  volume  V  est  le  point  C;  si  l'on  désigne  par  a 
la  distance  GC  comptée  positivement  en  descendant,  la  dis- 
tance finale  de  C  au  plan  NN  sera  Z-\-a  cosO,  et  le  moment 
total  aura  pour  valeur 

V(Z4-acosO) 

ou  simplement 

V I  Z  -4-  a 

2 

aux  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur  au  second.  Il 
faudra  joindre  à  ce  moment  celui  du  volume  ABDE.  Or,  si 
Ton  prend  pour  axes  coordonnés  dans  le  plan  AB  la  ligne  Oj 
et  une  perpendiculaire  Ox,  et  si  l'on  décompose  la  surface  AB 
en  éléments  co  dont  chacun  serait  la  section  oblique  d'un 
prisme  vertical  tel  que  e/^h,  la  hauteur  du  prisme  construit 
sur  un  élément  ayant  ;r  pour  abscisse  sera  ï  -h  j?  sin6,  le  vo- 
lume e/gh  sera  wcosO(Ç-h  xsinô),  et  son  moment  aura  pour 
valeur 

-- wcos6(î  -t-  ^sin6)*, 
2  ^  ^ 

car  son  centre  de  gravité  se  trouve  à  la  moitié  de  sa  hauteur. 
Par  suite,  on  a,  pour  le  moment  total  de  ABDE, 

-  2a>  cos6(Ç  -h  X  sinO)*, 

2 

la  somme  £  devant  s'étendre  à  tous  les  éléments  qui  compo- 
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sent  la  surface  AB.  En  appelant  Q  Taire  totale  de  AB,  la  somme 
en  question  peut  se  mettre  sous  la  forme 

icos62:a)(î-h^sin6)>:-  -cosO(C«û -+- sin^ôSto^*), 

attendu  que  Swa?  — o,  parce  que  0/  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  AB.  La  somme  2a>j?«  est  le  moment  d'inertie  de  la 
même  surface  AB  relativement  à  0/;  si  on  la  représente  par 
I,  on  aura  finalement,  pour  le  moment  de  ABDE, 

2 

aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près.  L'addition  des 
deux  parties  qu'on  vient  de  calculer  donne  alors,  en  résumé, 

2:e5=i:V(Z-f-a)-h  i[i2Ç2-h(l  —  Va)e*]. 

D'un  autre  côté,  le  volume  plongé  était  AMB  dans  la  posi- 
tion initiale^  et  l'on  avait  par  conséquent 

donc  le  travail  de  la  pression  résultante  a  pour  valeur 

nV(Zo  — Z)  — in[i2î>H~(i  — Va)e»], 

et  si  Ton  y  joint  le  travail  de  la  pesanteur,  déjà  calculé,  on 
trouve  en  tout 

_.  in[ûC«-f-(i  — Vâr)e»]. 

Ce  dernier  résultat  représente  l'accroissement  du  potentiel, 
en  passant  de  la  position  d'équilibre  définie  par  6  =o,  K=^o 
à  une  autre  position  quelconque,  sauf  une  erreur  d'ordre 
supérieur  au  second.  On  sera  certain  de  la  stabilité  (abstrac- 
tion faite  des  déplacements  horizontaux),  lorsque  cet  accrois- 
sement ne  pourra  prendre  que  des  valeurs  négatives,  car 
alors  le  potentiel  sera  maximum  dans  la  position  d'équilibre 
(n®207).  Or  cela  aura  lieu  :  i^  si  a  est  négatif,  ce  qui  sup- 
pose le  centre  de  poussée  au-dessus  du  centre  de  gravité  du 
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corps  dans  la  position  d'équilibre;  2^  si  a  est  positif,  mais 

inférieur  à  ^«  L'inégalité  a<^  doit  se  vérifier  pour  tous 

les  axes  O7  qu'on  peut  mener  par  le  point  0,  centre  de 
gravité  de  la  section  horizontale  AB  du  corps,  dans  le  plan 
de  cette  section;  mais  il  suffit  évidemment  de  la  vérifier 
pour  celui  des  axes  auquel  répond  le  minimum  du  moment 
d'inertie  I.  Dans  tous  les  cas  il  n'est  plus  nécessaire,  comme 
on  le  voit,  de  placer  G  au-dessous  de  C;  le  cas  des  corps 
flottants  se  distingue  en  cela  de  celui  des  corps  entièrement 
plongés;  il  suffit  que  G  ne  soit  pas  trop  au-dessus  de  C. 

On  pourrait  encore  ici  se  dispenser  de  recourir  à  la  théorie 
générale  du  n<»  207,  par  l'emploi  d'un  raisonnement  tout  sem- 
blable à  celui  que  nous  avons  donné  à  la  fin  du  n""  269. 

Il  y  aurait  évidemment  un  grand  intérêt  pratique  à  recher- 
cher non  seulement  si  un  corps  flottant  est  en  équilibre 
stable,  mais  encore  s'il  possède  une  stabilité  d'une  amplitude 
donnée.  C'est  une  question  que  nous  n'aborderons  pas,  car 
il  ne  semble  guère  possible  de  le  faire  que  sur  des  exemples 
particuliers. 
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CHAPITRE  DEUXIÈME. 


HYDRODYNAMIQUE. 


§  I.  —  Mouvement  des  flaides  parfaits. 

271.  De  la  pression  dans  unjluide  en  mouvement,  —  Quand 
un  fluide  se  meut,  il  n'en  exerce  pas  moins  une  certaine 
pression  contre  les  parois  qui  le  terminent,  et,  en  divisant  la 
force  que  supporte  un  élément  superficiel  par  Taire  de  cet 
élément,  on  aurait  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface 
en  un  point  de  la  paroi.  Dans  le  cas  d'un  fluide  parfait,  cette 
force  agirait  nécessairement  suivant  la  normale,  puisqu'on 
admet  l'absence  complète  de  frottement. 

Si  l'on  veut  ensuite,  en  procédant  comme  au  n°  258, 
étendre  cette  définition  à  un  point  intérieur  de  la  masse 
fluide,  on  n'éprouvera  pas  de  difficulté  si  la  fluidité  est  tou- 
jours supposée  parfaite.  En  eff'et,  la  démonstration  de  l'équa- 
tion (  I  )  du  n°  258  se  ferait  de  la  môme  manière  en  introdui- 
sant les  forces  d'inertie  des  molécules,  conformément  au 
principe  de  d'Alembert  (n°  193).  Mais,  comme  en  définitive 
les  forces  proportionnelles  aux  masses  disparaissent  de 
l'équation  quand  les  dimensions  du  fluide  décroissent  indé- 
finiment, on  reconnaîtrait  de  môme  que  les  éléments  d'une 
surface  fermée  infiniment  petite  et  de  forme  arbitraire,  tracée 
autour  d'un  point  du  fluide,  supportent  tous  la  même  pres- 
sion par  unité  superficielle. 

Ce  serait  là  ce  qu'on  nommerait  la  pression  du  fluide  au 
point  dont  il  s'agit;  et  en  môme  temps  le  principe  de  l'égalité 
de  pression  en  tous  sens  autour  de  ce  point  se  trouverait 
démontré. 

Dans  le  cas  où  la  viscosité  produirait  des  effets  assez  sen- 
sibles et  où  il  serait  en  conséquence  nécessaire  d'en  tenir 
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compte,  on  peut  toujours  concevoir  qu'on  supprime  d'abord 
cette  cause,  sans  rien  changer  d'ailleurs  à  la  nature  du  fluide; 
il  y  aurait  alors  autour  de  chaque  point  M  une  pression  bien 
définie,  que  nous  considérerons  comme  étant  la  pression  du 
fluide  en  M.  D'autre  part,  il  est  bien  évident  que  nous  cor- 
rigerons l'erreur  ainsi  commise  volontairement,  en  rétablis- 
sant les  actions  dues  à  la  viscosité  dans  une  autre  catégorie 
de  forces  et  les  comptant  parmi  les  forces  directement  appli- 
quées à  chaque  molécule  du  fluide,  car  de  cette  manière 
nous  n'aurons  finalement  rien  négligé. 


272.  Équations  générales  du  mouvement  d'un  fluide  par- 
fait. —  On  peut  appliquer  à  un  fluide  parfait  en  mouvement 
les  équations  de  l'Hydrostatique  (n«  259),  pourvu  que,  con- 
formément au  principe  de  d'Alembert,  on  tienne  compte 
des  forces  d'inertie;  l'équilibre  existe  en  effet  entre  ces  der- 
nières forces  et  les  forces  réelle- 
ment agissantes.  Si  donc  on  prend 
trois  axes  rectangulaires  Qxy  0/, 
0^  {fig-  298)  et  qu'on  nomme  J^r, 
Jjr,  J-  les  composantes,  suivant  ces 
axes,  de  l'accélération  du  point  A 
du  fluide,  répondant  aux  coordon- 
nées Xy  y-y  z,  la  force  d'inertie  de 
ce  point,  rapportée  à  l'unité  de 
masse,  aura  pour  composantes  —  J^ 


Fig.  278. 
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1-- 

/A 


H 
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Jb 


Xf 


Jy,  — J^;  et   en  conservant  aux 


autres  notations  leur  signification  déjà  connue  et  définie 
(n°  259),  on  aura 

?(X-J;.), 


dp 
dx 


(0 


P(Y-Jv),- 


dp 
~dy  " 


11  faut  maintenant  exprimer  J^.,  J^,  J,  au  moyen  d'un  sys- 
tème d'inconnues  et  de  variables  convenablement  choisi. 
Soient  m,  v^  w  les  composantes  de  la  vitesse  V  du  point  A 
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à  répoquè  t.  On  remarquera  que  les  cinq  quantités  «,  v,  w, 
p,  p  peuvent  être  considérées  comme  fonctions  des  quatre 
variables  indépendantes  ^,  /,  z,  t;  car,  en  un  même  point  do 
Tespace,  elles  varient  avec  le  temps,  et,  à  une  même  époque, 
elles  varient  d'un  point  à  un  autre.  Si  Ton  parvenait  à  trouver 
ces  cinq  fonctions,  on  connaîtrait,  à  une  époque  et  pour  un 
point  quelconques  :  i°  la  vitesse  V  en  grandeur,  direction  et 
sens,  ce  qui  caractérise  l'état  de  mouvement;  2°  la  pression/; 
et  la  densité  p,  ce  qui  caractérise  l'état  physique  d'un  fluide 
de  nature  donnée.  Bien  plus,  on  pourrait  arriver  à  connaître 
les  coordonnées  de  chaque  molécule  en  fonction  du  temps;  il 
suffirait  de  considérer  .r,  j,  z  comme  liées  à  t  par  les  équa- 
tions simultanées 

djc  dy  dz 

Tt'^""'    -tt  =  ''    11  =  '"' 

dont  les  seconds  membres  auraient  été  déjà  déterminés  en 
fonction  de  œ,  j,  Zy  t.  L'intégration  de  ces  équations  donne- 
rait le  mouvement  de  chaque  molécule  isolée,  et  par  l'élimi- 
nation de  t  on  aurait  aussi  les  deux  équations  de  sa  trajec- 
toire. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  cinq  équations 
entre  w,  p,  w,  /?,  p,  considérées  comme  fonctions  des  variables 
indépendantes  x,  j,  z,  t.  D'abord  on  a  toujours,  quels  que 
soient  dxy  dy,  dz,  dt, 

,  du  ,  du   ,         du   ,         du    , 

du  z:=  -j-  dx  -{ — j-dy  ~\ — y-dz-{-  -7-  dt: 
dx  dy    ^         dz  dt 

mais  si  l'on  considère  le  déplacement,  pendant  le  temps  dt^ 
de  la  molécule  fluide  placée  en  A  à  l'époque  t,  les  projections 
de  ce  déplacement  sur  les  trois  axes  seront 

dx  ■==.  u  dty     dy  ^=LV  dt,     dz  =iwdt; 

donc  l'accroissement  de  la  vitesse  «  de  cette  molécule  en 
projection  sur  Ox  sera,  d'après  l'équation  précédente, 

,  /    du  du  du.        du\ 

dtl  U-. h  v-, r-  (V  -^ i — y-  ]• 

\    dx  dy  dz        dt  j 

Or  le  même  accroissement  s'exprime  aussi  par  1^.^^^,  car  la 


HYDRODYNAMIQUE.  289 

projection  de  Taccélération  totale  d'un  point  sur  un  axe  n*est 
autre  chose  (n'»  16)  que  l'accroissement,  rapporté  à  l'unité  de 
temps,  de  sa  vitesse  projetée  sur  le  même  axe;  donc 

,  du  du  du       du 

dx  dy  dz        dt 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  expressions  ana- 
logues de  Jy  et  Js,  en  fonction  des  vitesses  w,  v,  w  et  de  leurs 
dérivées  partielles  relativement  h  x,  y,  z,  t;  en  substituant 
ces  expressions  dans  les  équations  (i),  celles-ci  deviennent 

I  dp       -^  du  du  du        du 

p  dx  dx  dy  dz        dt 

,    ,  .  i  dp        -.  dv  dv  dv         dv 

'  p  dy  dx  dy  dz         dt 

I  dp        rw          div          d^v  div       dw 

Z  -    u  —. r  —, tv 


0 


dz  dx  dy  dz        dt 


Cela  fait  déjà  trois  des  cinq  équations  demandées. 

La  quatrième  se  nomme  Véquation  de  continuité,  parce 
qu'on  y  arrive  en  supposant  qu'il  ne  se  forme  pas  de  vide  dans 
la  masse  fluide  en  mouvement.  Pour  l'établir,  soit  ABCDEFGH 
un  volume  élémentaire  en  forme  de  parallélépipède,  ayant 
ses  arêtes  parallèles  aux  axes  et  de  longueurs  dx,  dy,  dz, 
auquel  nous  attribuons  une  position  invariable,  au  milieu 
du  fluide  en  mouvement;  pendant  le  temps  dty  il  entre  par  la 
face  ADEH,  dans  l'intérieur  de  ce  parallélépipède,  un  vo- 
lume prismatique  de  fluide  ayant  pour  base  dydz,  pour  hau- 
teur udt  et  pour  densité  p,  ce  qui  produit  une  masse 
pudydzdt;  il  sort  en  même  temps  par  la  face  opposée  BCFG 
une  masse  égale  à  la  précédente,  augmentée  de  sa  différen- 
tielle partielle  relativement  à  x,  soit  une  masse 


(  p  w  H — ^^—  dx  ]  dy  dz  dt, 


de  sorte  que  la  masse  comprise  dans  l'intérieur  du  parallélé- 
pipède s'est  accrue  de j^  dx  dy  dz  dt.  La  considération 

des  faces  opposées  ABGiï,  DCFE  d'une  part,  ABCD,  EFGH 
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d'autre  part,  conduirait  à  trouver  encore  deux  autres  accrois- 
sements partiels  exprimés  d'une  manière  semblable,  et  l'ac- 
croissement total  sera 

j    j     j     1  fd.pu       d.pv       d.piv\ 

—  dx  dv  dz  dt  (  — /- h  — ,—  H j— -    • 

\  dx  dy  dz    ) 

On  obtiendra  une  autre  expression  de  la  môme  quantité, 
en  remarquant  que  la  masse  renfermée  dans  le  parallélépi- 
pède, d'abord  égale  k  pdx  dydz,  varie  en  raison  du  change- 
ment de  p  pendant  le  temps  dt  et  devient  à  la  fin  de  ce  temps 

-7-  dt  J  dx  dy  dz, 

do 
ce  qui  donne  pour  valeur  de  son  accroissement  —-dxdydzdt. 

Cela  suppose  qu'il  ne  se  forme  jamais  de  vide  intérieur  dans 
le  fluide,  car  autrement  la  masse  contenue  dans  un  volume 
ne  serait  plus  égaie  au  produit  du  volume  parla  densité.  Si 
l'on  admet  cette  hypothèse,  nécessaire  pour  justifier  les  deux 
expressions  ci-dessus,  on  aura,  en  les  égalant  l'une  à  l'autre, 

d.pu       d.pv       d.p^v       dp 

^'   '  dx  dy  dz  dt 

L'équation  (3),  applicable  aux  liquides  comme  aux  gaz,  se 
dédouble  en  deux  autres  quand  il  s'agit  d'un  liquide  incom- 
pressible. Elle  peut  en  effet  s'écrire 

dp  dp  dp        dp  /du       d\^        d\v\ 

dx  dy  dz       dt       '  \dx       dy        dz  )         ' 

or,  dans  un  liquide  incompressible,  la  densité  ne  varie  pas 
quand  on  suit  une  même  masse  élémentaire  sur  sa  trajec- 
toire, c'est-à-dire  que  dp  ou  bien 

-^f-dx  -\-  -j-dy  +  -r-dz^  -rdt 
dx  ay  az  dt 

sera  nulle  quand  on  fera 

dx  --  udt,     dy  m  v dt,     dz  —1  kv dt', 
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donc  on  a  dans  ce  cas 


''^(«â 


dp  dp        dp 

dx         dy  dz       dt  ' 


ety  par  suite,  on  a  aussi  les  deux  équalions 


(4) 


dp  d^  dp       dp 

u  -,-  -h  V  ^f-    h  w  ~f  ~h  -^  =z.  o, 
dx  dy  dz       dt 

du       dv        d\v    _ 
dx       dy       dz 


dont  la  première  est  satisfaite  d'elle-même  dans  le  cas  d'un 
liquide  homogène,  parce  que  p  est  alors  une  constante.  Les 
équations  (2)  et  (4)  sont,  dans  le  cas  des  liquides  incompres- 
sibles, les  cinq  équations  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Pour  les  gaz  à  température  constante,  on  aurait  les  équa- 
tions (2)  et  (3)  auxquelles  on  devrait  joindre  la  relation 
fournie  par  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac, 

(5)  P=.-''' 


1  -t-  aO 

dans  laquelle  6  désigne  la  température,  a  le  coefficient  de 
dilatation  — 7:9  et  k  une  constante  spécifique.  Nous  n'exa- 
minerons pas  d'autres  suppositions  parmi  toutes  celles  qu'on 
peut  faire  sur  la  consliiution  physique  du  fluide. 

Si  l'on  pouvait  intégrer  les  cinq  équations  aux  différences 
partielles  qu'on  vient  d'établir  dans  deux  hypothèses  particu- 
lières, et  si  l'on  pouvait  déterminer,  d'après  les  conditions 
spéciales  relatives  à  la  surface  extérieure  du  fluide  et  à  l'in- 
slant  initial,  les  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'inté- 
gration, le  problème  de  la  recherche  du  mouvement  serait 
résolu,  du  moins  en  ce  qui  concerne  les  liquides  incompres- 
sibles et  les  gaz  à  température  constante.  Malheureusement, 
sauf  dans  un  petit  nombre  de  cas  très  limités,  cet  ensemble 
d'opérations  paraît  au-dessus  des  ressources  actuelles  de 
l'Analyse.  Nous  nous  abstiendrons  donc  d'aller  plus  avant 
dans  cette  étude,  et  nous  allons  déduire  des  équations  (1), 
moyennant  quelques  hypothèses  restrictives,  un  théorème 
remarquable,  qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite. 

Hrrssk.  —  Cours  fie  Méc^  II.  i6 
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273.  Théorème  sur  le  mouvement  permanent  d*un  fluide, 
—  Nous  supposerons  d'abord  le  mouvementjoer/na/îe/i^^  ce  qui 
veut  dire  qu'en  un  point  déterminé  de  l'espace  le  fluide  pré- 
sente toujours  le  même  phénomène,  ou,  en  d'autres  termes, 
que  M,  r,  Wy  /?,  p  varient  bien,  à  un  même  instant,  avec  les 
coordonnées  x^  y,  z  du  point  auquel  ces  quantités  se  rap- 
portent, mais  qu'elles  restent  constantes  lorsque  le  temps  t 
varie  seul  et  que  x,  y,  z  ne  changent  pas.  D'après  cette  défi- 
nition, il  est  clair  qu'on  a,  comme  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  de  la  permanence  du  mouvement, 

du  dv  div  dp  dp 

Tt'^""'    dt'-^'''    -di^""'    dl^-'''    dt=''- 

La  seconde  hypothèse  consistera  en  ce  que  les  forces  dé- 
rivent d'un  potentiel,  de  sorte  que  \dx -{-Y  dy -{- Zdz  soil 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  T  des  coordonnées  x, 
r,  z. 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  les  équations  (i)  respectivement 
multipliées  par  dx^  dy,  dz,  on  trouvera 

(6)  -dpz:-:dï~}y.dx'-^ydy  —  }zdz; 

P 

car,  puisque  le  mouvement  est  permanent,  p  ne  dépend  plus 

que  de  x,  y,  z  et  dp  se  réduit  ^  -~dx  -^  J-dy  -\-  -^  dz.  D'un 
autre  côté,  l'égalité 

donne  par  la  différentialion 

V  d\  ■--  u  du  -f-  vdv  -^-  iv  dvv. 

Appliquons  celte  relation  dans  le  cas  où  l'on  suivrait  unr 

même  molécule  fluide  sur  sa  trajectoire;   il   faudrait  fairo 

alors 

//  dt  r—  dXy         V  dt  r—  dyy        w  dt  rri  dz, 

du  z.-.  Jj.  dt,        dv  zir  Jy  dt,        dw  -.^  J  -  dt  ; 
d'où  l'on  tire  sans  peine 

V  dV  --  u  du  -f-  r  di>  -~  ^v  dsv  -—  ]x  dx  -\-  ^y  dy  -^  i-  dz. 
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L'équalion  (6)  donne  alors 

(7)  (rï—-dp^ydw  —  o, 

? 

autre  équation  dont  l'emploi  suppose,  bien  entendu,  que  les 
différentielles  cfr,  dp,  dV  sont  calculées  entre  deux  posi- 
tions consécutives  par  lesquelles  doit  passer  une  même  mo- 
lécule. Il  est  d'ailleurs  facultatif  de  prendre  ces  différentielles 
à  une  même  époque,  pour  deux  molécules  différentes  situées 
sur  la  même  trajectoire,  ou,  pour  une  même  molécule,  à  deux 
époques  distinctes;  en  raison  de  la  permanence,  le  résultat 
obtenu  serait  le  même  dans  les  deux  manières  d'opérer. 

L'intégration  de  l'équation  (7)  est  possible  toutes  les  fois 
que  p  est  une  fonction  connue  de  p.  Si  nous  faisons  l'hypo- 
ihèse  simple  d'un  liquide  incompressible,  l'intégrale  sera 

(8)  T— ^  — -V'ii^const., 

car  la  densité  p  reste  invariable,  comme  on  l'a  déjà  dit,  sur  la 
trajectoire  d'une  même  molécule;  dans  le  cas  d'un  gaz  à  tem- 
pérature constante,  il  y  aurait  un  rapport  constant  K  entre  p 
et/>,  et  l'intégration  donnerait  immédiatement 

(9)  T-^Ly.-^V=^z^const. 

On  n'oubliera  pas  que  ces  deux  équations  (8)  et  (9)  ne  sont 
vraies  que  pour  une  suite  de  positions  situées  sur  la  trajec- 
toire d'une  même  molécule,  choisie  d'ailleurs  arbitrairement. 

274-.  Théorème  de  Daniel  Bernoulli.  —  Supposons  que  les 
forces  généralement  désignées  par  X,  Y,  Z  soient  dues  unique- 
ment à  la  pesanteur,  et  prenons  en  outre  l'axe  des  z  vertical 
et  descendant.  11  faut  faire  alors 

X--0,     Y:-o,    Z---g\ 

la  fonction  T  se  réduit  à  gz,  et  l'équation  (8)  divisée  par  ^' 
devient,  en  remarquant  que  ^g  exprime  le  poids  II  de  l'unité 
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de  volume  du  liquide, 

(lo):  z- 


p 

n 
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V* 

—  =  consl. 

2^ 


Celte  dernière  équation  est  la  traduction  algébrique  du  théo- 
rème de  Daniel  BernouUi.  On  peut  l'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

■ 

Si,  pour  divers  points  d'un  liquide  pesant  et  incompres- 
sible en  mouvement  permanent,  tous  situés  sur  la  trajectoire 
d'une  même  molécule,  on  prend  la  dijférence  entre  la  cote  de 
hauteur  au-dessous  d'un  plan  horizontal  fixe ^  d* une  part,  et 
la  hauteur  représentative  de  la  pression  plus  la  hauteur  due 
à  la  vitesse,  d'autre  part,  cette  dijférence  sera  une  quantité 
constante. 

Le  théorème  de  D.  Bernoulli,  qui  est  d'un  usage  continuel 
en  Hydraulique,  peut  se  démontrer  aussi  à  l'aide  du  théo- 
rème des  forces  vives.  Voici  comment  : 

Considérons  une  trajectoire  MqM  {flg,  299),  et  par  le 
point  Mo  menons-lui  un  plan  normal  dans  lequel  nous  pren- 


Fig.  399. 


A.    C, 


drons  une  aire  infiniment  petite  AqBo,  dont  Mo  serait  le  centre 
de  gravité.  Nous  admettons,  en  raison  de  la  continuité,  que 
loutes  les  trajectoires  issues  des  divers  points  de  AoBo  sont 
encore  normales  à  ce  plan;  et  que,  soit  dans  la  partie  MqM 
qui  suit  leur  passage  à  travers  AoBq,  soit  dans  la  partie  qui  le 
précède,  ces  trajectoires  s'écartent  toujours  très  peu  les  unes 
des  autres,  de  manière  qu'elles  forment  un  volume  à  section 
transversale  infiniment  petite.  Le  fluide  contenu  dans  ce  vo- 
lume est  ce  que  nous  appelons  nn  filet  fluide. 

Appliquons  maintenant  le  théorème  des  forces  vives  (n*205) 
à  la  portion  de  filet  comprise  entre  les  sections  AoBq,  AB, 
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pendant  le  temps  nécessaire  pour  qu'elle  se  place  dans  la  po- 
sition infiniment  voisine  CoDqCD.  Par  suite  de  la  permanence 
que  nous  attribuons  au  mouvement,  la  partie  CoDoAB,  com- 
mune aux  deux  positions  du  système,  aura  même  force  vive 
au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  considéré,  de  sorte  que 
Taccroissement  de  la  demi-force  vive  du  système  est  égal  à  la 
différence  entre  les  demi-forces  vives  des  tranches  ABCD  et 
AoBoCoDq.  Ces  tranches  ont  une  même  masse  m,  car,  en  leur 
ajoutant  la  masse  de  la  partie  commune  CqDoAB,  on  repro- 
duit la  masse  totale  du  système  matériel  dont  on  s'occupe, 
dans  deux  positions  successives,  et  cette  masse  totale  ne  peut 
changer  quand  elle  passe  de  Tune  à  l'autre;  donc,  si  l'on 
nomme  Vq  et  V  les  vitesses  en  AoB©  et  AB,  l'accroissement  de 
la  demi-force  vive  du  système  sera 

im(V«-VÎ), 

quantité  qu'il  faut  égaler  à  la  somme  des  travaux  des  forces. 
Nous  savons  d'abord  que  le  travail  de  la  pesanteur  peut 
se  calculer  sans  avoir  égard  à  la  partie  commune  CqDqAB, 
comme  si  la  tranche  AqBoCoDo  venait  se  superposer  à  ABCD 
(n*  153);  sa  valeur  sera  donc  m^{z  —  Zq),  en  nommant  z  etxîo 
les  cotes  de  hauteur  des  points  M  et  Mo  au-dessous  d'un  plan 
horizontal  fixe.  Il  faut  ensuite  tenir  compte  du  travail  des 
forces  intérieures;  mais,  s'il  s'agit  d'un  liquide  incompres- 
sible, le  système  AqBqAB  ne  change  pas  de  volume  en  se  dé- 
plaçant, et  si  nous  supposons  en  outre  le  fluide  parfait,  le 
travail  des  forces  intérieures  s'annule  (n*'  257),  en  vertu  de 
la  définition  même  de  la  fluidité  parfaite.  La  même  hypothèse 
fait  disparaître  également  le  travail  des  pressions  sur  le  con- 
tour latéral  du  filet,  parce  que  ces  pressions  sont  normales 
aux  déplacements  de  leurs  points  d'application;  donc  il  ne 
reste  plus  à  évaluer  que  le  travail  des  pressions  sur  les  sec- 
tions transversales  AoBq,  AB.  Soient 

Pq  et  p  ces  pressions  rapportées  à  l'unité  de  surface  ; 

(Tq  et  a  les  aires  AqBq  et  AB  ;      

û^o  ^t  ^^  les  longueurs  MqNo  et  MN. 

La  pression  totale  sur  AqBq  sera  po<'o  ^^  son  travail  aur 
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pour  valeur  p^^s^àsQ;  or  fs^ds^  n'est  autre  chose  que  le  vo- 
lume AoBoCoDo,  et  comme  le  fluide  occupant  ce  volume  a  une 

masse  m  et  un  poids  mg^  il  en  résulte  Tégalité  <jQdso=i  — ^» 

en  désignant  par  n  le  poids  de  Tunité  de  volume  du  fluide 
renfermé  dans  le  filet.  Le  travail  de  la  pression  jDo^o  sur  AoB© 

s'exprime  donc  par/?o-f?;  on  verrait  de  la  même  manière 

que  celui  de  la  pression  jp  a  sur  AB  est  égal  à  —  /?  -r~  • 
On  peut  maintenant  écrire  Téqualion  des  forces  vives 

ce  qui  donne,  en  divisant  les  deux  membres  par  mgy 

V«-V:;_^      .    .  P,-P 


ig  -         w 


Celte  dernière  équation  démontre   bien   le   théorème  de 

p       V* 

D.  Bernoulli,  car  elle  exprime  que  la  quantité  z  —  ^ 

W       ig 

a  la  même  valeur  pour  deux  points  quelconques  M©  et  M  si- 
tués sur  une  même  trajectoire. 

L'introduction  du  rapport  des  aires  <to  et  »  dans  réqualion 
précédente  permettrait  de  n'y  conserver  qu'une  des  deux 
vitesses  Vq  ou  V.  Puisque  (Tq  d^  ^t  ^ds  sont  des  volumes  ré- 
pondant à  un  môme  poids  mg  de  fluide,  et  que  celui-ci  a  tou- 
jours le  même  poids  n  par  unité  de  volume  dans  tout  le  par- 
cours du  filet,  on  a  nécessairement 

<T^  ds^  :=  <jds; 

or,  dt  étant  le  temps  employé  pour  le  passage  de  la  posi- 
tion AqBqAB  à  la  position  CoDqCD,  on  a  aussi 

dsQ  =  Vo  dl,     ds  —  V  dt, 
et  par  suite 


HYDRODYNAMIQUE.  247 

V*— V* 

donc  la  différence peut  se  remplacer  par  Tune  des 

expressions 

V*  /      a*  \       v; 

ou 


iit-y 


.♦ 


Celle  remarque  présenle  parfois  une  cerlaine  ulililé,  dans 
des  circonstances  où  Ton  peut  évaluer  le  rapport  des  sections 
transversales. 

On  donne  encore  au  théorème  de  D.  Bernoulli  l'interpré- 
tation géométrique  suivante.  Concevons  que  les  pressions /7o 
eip  en  Mo  et  M  {^.  3oo)  soient  repré-  j..    3^^ 

sentées  par  des  colonnes   fluides   de 

hauteur—) ^>  s'élevantrespectivemenl         ,.^ 

aux  niveaux  des  points  Pq  et  P;  ces 
niveaux  sont  ce  qu'on  nomme  les  ni-        "• 
veaux  piézom'é triques  en  M©  et  M  (du 
grec  ïïneaiç,  pression,  jjieTpov,  mesure);  ^^ 

l'abaissement  vertical  h  du  niveau  pié- 
zométrique  en  passant  de  Mo  à  M  est  ce  que  nous  appellerons 
la  charge  entre  ces  deux  points.  Avec  les  notations  précé- 
dentes, si  NN  est  le  plan  horizontal  de  comparaison  pour 

les  cotes  Zq^  z  des  points  Mo,  M,  les  différences  z^—  ^  et 

^  —  ^  seront  les  cotes  de  hauteur  des  niveaux  piézomé- 
iriques  P©  et  P,  relativement  au  même  plan,  de  sorte  que 
z  —  zo^      n      o\xz—  ^  —  (*o—  "^j  représente  la  chargé  A. 

L'équation  qui  exprime  le  théorème  de  D.  Bernoulli  peut  donc 

s'écrire 

V-— V- 


2é' 


--r-  /«, 


et  on  rénonce  en  disant  que  l'accroissement  de  la  hauteur 
due  à  la  vitesse  est  égal  à  la  charge.  Il  est  toujours  entendu 
que  l'accroissement  doit  se  prendre  entre  deux  points  situés 
sur  une  même  trajectoire;  de  plus  on  veut  parler  d'accroisse- 
ments algébriques,  pouvant  être  positifs  ou  négatifs.  Ainsi  V© 
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peut  être  plus  grand  que  V;  alors  Po  serait  au-dessous  du  ni- 
veau de  P,  et  il  y  aurait,  en  allant  de  Mo  à  M,  un  relèvement 
du  niveau  piézométrique,  qu'on  devrait  considérer  comme 
une  charge  négative. 

275.  Application  du  théorème  de  D,  Bernoulli  à  un  mouve^ 
ment  relatif.  —  On  sait  (n®  209)  que  tout  mouvement  relatif 
peut  être  traité  comme  absolu,  à  la  condition  de  joindre  aux 
forces  qui  agissent  réellement  sur  chaque  point  matériel  deux 
forces  fictives,  savoir  :  la  force  d'inertie  d'entraînement  et  la 
force  centrifuge  composée.  Or,  quand  on  considère  des  po- 
sitions consécutives  d'un  môme  point  fluide  sur  sa  trajectoire, 
la  quantité  dT  ou\dx  -+-  Ydy  -^-Zdz  n'est  autre  chose  que  le 
travail  élémentaire  des  forces,  rapportées  à  l'unité  de  masse, 
qui  sont  directement  appliquées  à  ce  point;  la  force  centri- 
fuge composée,  sans  cesse  perpendiculaire  au  déplacement 
relatif  de  son  point  d'application  {n°  113),  introduit  donc  dans 
l'expression  de  dT  un  ensemble  de  termes  toujours  nul,  et 
par  conséquent  elle  disparaît  dans  les  équations  fournies  par 
le  théorème  de  D.  Bernoulli.  Reste  la  première  force  appa- 
rente; si  l'on  appelle  Je  l'accélération  d'entraînement,  la  va- 
leur de  cette  force  rapportée  à  l'unité  de  masse  sera  —  J<.,  et 
l'on  devra  joindre  ses  composantes  à  X,  Y,  Z. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  particulier  d'un  liquide  pe- 
sant, en  mouvement  relatif  permanent,  par  rapport  à  un  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  Oj?,  Oj,  0-s  (Ji^.  3oi)  qui  tourne 

uniformément  autour  de  la  verticale 
Fig.  3oi.  Q^  j^^g^  yj^^  vitesse  angulaire  w. 

—     —  Soient  M   un  point  du   fluide,   ré- 

■  \  ^,y  ^  pondant  aux  coordonnées  x^  y,  z; 

^  .--yS  ui'r  7        ^^  =  r  la  perpendiculaire  abaissée 
/  f/^'^^_  V  de  M  sur  l'axe  de  rotation  0^;  M'O 

.^  j  la  projection  (en  vraie  grandeur)  de 

I       Mk  MP  sur  le  plan  des  a:f.   Le  poids 

I  \^tt)«r        de  la  molécule  donne  la  force  g  par 
unité  de  masse,  parallèlement  à  l'axe 
des -3;  la  force  d'inertie  d'entraînement  se  réduit  ici  à  la  force 
centrifuge  qui,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  est  (oV  et  se  dé- 
compose en  tù'jc  et  cd*j,  parallèlement  à  0^  et  O7.  Le  tri- 
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nôme  \dx -i-Ydy-hZdz  a  donc  pour  valeur,  y  compris  les 
forces  apparentes, 

g  dz  -^  iii^{x  dx  -\-  y  dy)  ou  g  dz  -\-  iii^r  dr. 

L'intégrale  de  cette  expression  e%l  gz-^  -w'r*;  si  donc  on 

nomme  \'  la  vitesse  relative  en  M,  on  aura,  en  appliquant  au 
mouvement  relatif  l'équation  (8)  du  n®  273, 

gz-\-  -  co*  r*  — V"  ^:  const. 

Désignons  encore  par  l'indice  o  les  quantités  qui  se  rap- 
portent à  un  point  de  départ  Mo,  situé  sur  la  môme  trajec- 
toire que  M;  l'équalion  précédente  divisée  par  g  donnera 


2^  "          n  2^ 

L'accroissement  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  relative  n'est 

donc  plus  égal  à  la  charge  z  —  Zq-^      ii     '  c^"^™®  ^^^^  ^c 

mouvement  absolu  (n*  274),  mais  à  la  charge  augmentée  de 

{r^—ri);  cette  augmentation  peut  être  regardée  comme 


to» 


2^ 


une  charge  fictive  ou  apparente,  qu'il  faut  ajouter  à  la  charge 
réelle  pour  être  en  droit  d'appliquer  le  théorème  de  D.  Ber- 
noulli  au  mouvement  relatif  dont  il  s'agit  maintenant.  On  voil 
que  la  valeur  de  cette  charge  fictive  est  égale  à  l'accroisse- 
ment de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  d'entraînement. 


§  IL  —  Théorèmes  et  remarques  applicables  aux  fluides  parfaits 

ou  imparfaits. 

276.  Généralisation  du  théorème  de  D.  Bernoulli,  —  Comme 
nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  au  n*»  271,  on  est  toujours  en 
droit  de  considérer  un  fluide  comme  parfait,  pourvu  que  l'on 
corrige  l'erreur  ainsi  commise,  en  comptant  les  forces  dues  à 
la  viscosité  parmi  celles  qui  sont  directement  appliquées  à 
chaque  molécule.  Soient,  pour  une  molécule  quelconque,  <px, 
^y,  (p.  les  composantes,  suivant  trois  axes  rectangulaires,  de 
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la  force  résultante  ^  rapportée  à  Tunité  de  masse,  que  pro- 
duit la  viscosité;  les  autres  notations  du  §  I  qui  précède  con- 
servant le  même  sens,  Téquation  (7)  du  n*  273  devient  alors, 
dans  le  cas  d*un  fluide  imparfait, 

cTT  -h  (cpx  dx  -htfydy-h^^dz) dp  —  YdV  -=1  o, 

P 

ou  encore,  en  nommant  y  l'angle  de  cp  avec  l'élément  ds  de 
trajectoire  auquel  répondent  les  différentielles  dT,  dp,  dV, 
dx,  dyy  dz, 

YdW  ^=zdl -\-  tads cosy  —  -dp. 

P 

Si  Ton  intègre,  dans  Thypothèse  d'un  fluide  incompressible, 
entre  deux  points  Mo  et  M  d'une  trajectoire,  Sq  et  s  désignant 
les  valeurs  correspondantes  de  Tare  mesuré  sur  cette  trajec- 
toire, et  To  la  valeur  de  T  pour  s  —  Sq,  on  aura 


(î) 


*^ç.  P 


Ce  résultat  peut  être  considéré  comme  fourni  par  Tapplica- 
lion  du  théorème  des  forces  vives  à  une  masse  élémentaire  m, 
dans  le  parcours  MoM;  car,  après  avoir  multiplié  la  dernière 
équation  par  m,  son  premier  membre  sera  la  demi-variation 

de  force  vive  -m(V*  — VJ),  le  terme  (T  — To)m  sera  le  tra- 
vail  des  forces  directement  appliquées,  non  compris  la  visco- 
sité, dont  le  travail  a  pour  valeur  /    m^cos^ds;  par  suite,  le 

dernier  terme —(/?o—/>)  ne  peut  que  représenter  le  travail 

P 

exercé  sur  m  en  vertu  de  la  pression  des  molécules  voisines, 
pour  que  Téquation  soit  compatible  avec  le  théorème  des 
forces  vives.  Si  l'on  avait  établi  directement  la  valeur  de  ce 
dernier  travail,  le  théorème  des  forces  vives  nous  aurait  au 
besoin  donné  le  moyen  de  démontrer  l'équation  (i). 

Cette  équation  est  l'expression  du  théorème  de  D.  Ber- 
noulli  généralisé,  d'abord  en  ne  faisant  pas  d'autre  hypothèse 
sur  les  forces  directement  appliquées,  que  celle  de  l'existence 
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d'un  polenliel  T,  el  tenant  ensuite  compte  des  forces  dues  à 
la  viscosité. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  liquide  pesant,  Taxe  des^  étant 
vertical  et  descendant,  dT  se  réduit  ^  gdz  et  l'équation  (i), 
divisée  par  g,  devient 


V»-V 


X 


2^  il  g 

Le  travail  de  la  force  de  viscosité  wcp  a  pour  valeur 
mocos^ ds  dans  le  parcours  s  —  s^;  en  prenant  la  force 
rapportée  à  l'unité  de  poids,  il  faudrait  diviser  par  mg,  et  le 
travail  deviendrait  égal  à  —  /  «pcosy^is,  c'est-à-dire  au  der- 
nier terme  du  second  membre.  En  général,  ce  terme  est  né- 
gatif, parce  que  la  viscosité  agit  comme  une  force  de  frotte- 
ment, toujours  opposée  à  la  vitesse  de  la  molécule;  si  nous  le 
représentons  par   —  Ç    et   si    nous   nommons  h  la   charge 

Po  —  P 


n 


)  nous  aurons 


V2  Y  2 

(2)  ^! La^h-K. 


La  quantité  î  se  nomme  perte  de  charge,  parce  qu'elle  se 
retranche  de  la  charge  dans  l'équalion  (2).  On  énonce  alors 
le  théorème  de  D.  BernouUi,  étendu  à  un  liquide  pesant  im- 
parfait, en  disant  ;  L' accroissement  de  la  hauteur  due  à  la  vi- 
tesse est  égal  à  la  charge  diminuée  de  la  perte  de  charge.  Il 
faut  se  rappeler  en  outre  que  la  perte  de  charge  est  égale  au 
travail,  changé  de  signe,  que  produit  la  force  de  viscosité  rap- 
portée à  l'unité  de  poids. 

Nous  verrons  plus  tard,  par  quelques  exemples,  comment 
on  parvient  à  évaluer  les  pertes  de  charge. 

277.  Règles  diverses  pour  le  calcul  de  la  pression  dans  un 
fluide  en  mouvement,  —  L'équation  fournie  par  le  théorème 
de  D.  Bcrnoulli  est  souvent  employée  pour  rechercher  la  vi- 
tesse aux  divers  points  d'un  iluide  en  mouvement  perma- 
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nent;  mais  cela  exige  qu'on  puisse  connaître  direclemeirt  la 
pression  en  ces  points,  puisqu'elle  entre  dans  l'équation  dont 
il  s'agit.  Voici,  à  cet  effet,  quelques  règles  ou  remarques  dont 
la  suite  fera  reconnaître  l'utilité  : 

Première  règle.  —  Dans  un  fluide  par J ait  dont  tous  les 
points  ont  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme^  la  pression 
varie  suivant  la  loi  hydrostatique,  en  passant  d'un  point  à  un 
autre,  à  la  même  époque,  —  D'après  Ténoncé,  on  doit  faire, 
en  effet,  dans  les  équations  (i)  du  n<»  272, 

Jjr=o,     Jjr=o,    J^— o; 
ces  équations  deviennent  alors 

di-^^'     57-'^'     Tz-'^^ 

c'est-à-dire  entièrement  conformes  à  celles  de  l'Hydrosta- 
tique (n«  259).  On  peut  donc,  à  un  instant  donné,  se  rendre 
compte  des  variations  de  'pression  avec  Xy  y,  z  comme  s'il  y 
avait  équilibre. 

Si  le  mouvement  permanent  d'un  fluide  composé  de  filets 
homogènes  se  produit  suivant  une  série  de  droites  parallèles, 
on  peut  prouver  que  la  vitesse  est  invariable  dans  chaque  filet, 
et  que,  par  conséquent,  toutes  les  molécules  ont  des  mou- 
vements uniformes.  Considérons,  en  effet,  un  filet  A0B0A6 
{fig.  3o2);  d'après  la  manière  dont  le  mouvement  est  défini, 

le  faisceau  de  trajectoires  qui  con- 
'^"   ^  '  stitue  ce  filet  lui  donne  nécessaire- 

■  Mi 

~ *■ -\ ment  la  figure  d'un  cylindre  à  sec- 

—  5; -« lion  transversale  constante.  Nous 

pouvons,  afin  de  connaître  le  rapport 
(les  vitesses  V©  et  V  dans  les  sections  AoB©  et  AB,  appliquer  la 
relation  croVo=  <tV  démontrée  au  n»  274-,  car  sa  démonstration 
jie  suppose  que  l'homogénéité  du  filet;  ici,  comme  la  sec- 
lion  <T  reste  invariable,  il  en  résulte  V=^Vo,  et,  par  consé- 
quent, la  vitesse  est  constante,  à  une  époque  donnée,  en  tous 
les  points  d'une  même  trajectoire.  Cela  établi,  soit  M  une 
molécule  quelconque  parcourant  la  droite  AoA;  sa  vitesse  à 
toute  époque  sera  la  même  que  celle  de  la  molécule  qui  passe 
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simultanément  au  point  Aq  fixe  sur  Aq  A.  Mais,  en  vertu  de  la 
permanence  qu'on  a  supposée,  cette  dernière  vitesse  ne  varie 
pas  avec  le  temps;  donc  il  en  est  de  même  pour  la  vitesse  de 
la  molécule  M,  et,  par  conséquent,  cette  molécule  a  bien  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

Deuxième  règle.  —  Dans  un  fluide  animé  de  mouvements 
quelconques,  mais  très  lents,  la  pression  varie  suivant  la  loi 
hydrostatique.  —  La  lenteur  des  mouvements  prouve,  en 
effet,  que  les  forces  ne  sont  pas  loin  de  satisfaire  aux  condi- 
tions d'équilibre;  on  peut  donc  appliquer  approximativement 
les  équations  qui  auraient  lieu  si  le  repos  existait  en  toute 
rigueur. 

Troisième  règle.  —  Lorsque  les  molécules  d*un  fluide  par^ 
fait  ont  des  mouvements  identiques  à  ceux  qu'elles  pren- 
draient si  chacune  se  mouvait  isolément  sous  l'action  des 
forces  directement  appliquées,  la  pression  est  constante,  à 
une  époque  déterminée ,  dans  toute  V étendue  du  fluide.  — 
En  reprenant  les  équations  (i)  du  n°  272,  on  doit  y  faire,  con- 
formément à  renoncé, 

car  l'accélération  d'un  point  isolé  n'est  autre  chose  que  le 
quotient  de  la  force  par  la  masse,  c'est-à-dire  la  force  rap- 
portée à  l'unité  de  masse;  ces  équations  deviennent  alors 

dp  dp  dp 

dx         ^     dy         *     dz         * 

ce  qui  prouve  que,  pour  une  même  époque,  la  pression  ne 
varie  pas  d'un  point  du  fluide  à  un  autre.  Elle  serait  constante 
d'une  manière  absolue  dans  le  cas  d'un  mouvement  perma- 
nent, puisque  alors  la  pression  en  un  point  donné  ne  varie 
pas  avec  le  temps. 

Le  cas  supposé  par  l'énoncé  de  la  règle  se  réalise  à  peu 
près  quand  un  liquide  pesant  et  homogène  sort  d'un  vase 
entretenu  à  un  niveau  constant,  et  s'échappe  par  un  orifice 
de  dimensions  assez  petites  relativement  à  celles  du  vase.  Ou 
observe  alors  un  jet  dont  la  forme  parabolique  ne  diffère  pas 
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sensiblement,  au  moins  dans  une  certaine  étendue,  de  la  tra- 
jectoire qui  suivrait  une  molécule  isolée. 

Quatrième  règle.  —  Lorsqu'il  existe  dans  un  fluide  naturel 
en  mouvement  une  section  plane  (S)  coupée  normalement  par 
toutes  les  trajectoires,  et  que  celles-ci  sont  sensiblement  recti- 
lignes  aux  environs  du  plan  dont  il  s'agit,  la  pression  varie 
suivant  la  loi  hydrostatique  dans  toute  l'étendue  de  la  sec- 
tion (S).  —  Nommons,  en  effet, 

ds  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  pris  dans  la 

section  (S); 
/>  et  p  la  pression  et  la  densité  aux  environs  de  ces  points; 
P  la  projection,  sur  la  tangente  à  ds^  de  la  force  résultante, 

rapportée  à  Tunité  de  masse,  directement  appliquée  à  toute 

molécule  voisine  des  mêmes  points; 
Q  et  R  les  projections  analogues  pour  la  force  d'inertie  et  la 

résultante  des  forces  produites  par  la  viscosité. 

Les  équations  d'équilibre  devant  être  vériQées  quand  on 
tient  compte  de  toutes  ces  forces,  on  peut  prendre  ds  pro- 
longé pour  un  des  axes  coordonnés  et  écrire  (n**  259) 

et,  pour  justifier  l'énoncé  de  la  règle,  il  suffit  de  montrer  qu'on 
a  Qizio,  R=:o,  car  alors  Téquation  ci-dessus  resterait  bien 
la  même  que  dans  l'état  d'équilibre,  et  la  variation  dp  corres- 
pondant à  ds  n'aurait  que  la  valeur  hydrostatique  pP ds.  Or 
les  forces  d'inertie  tangentielles  sont  perpendiculaires  au 
plan  (S)  et  par  suite  à  ds;  les  forces  d'inertie  centrifuges 
sont  négligeables,  parce  qu'on  suppose  les  trajectoires  sen- 
siblement rectilignes  aux  environs  de  (S);  donc,  en  premier 
lieu,  Q  est  nul.  D'un  autre  côté,  le  fluide  se  composant  de 
filets  à  peu  près  droits  et  normaux  à  (S),  on  conçoit  qu'il 
puisse  être  assimilé  à  un  ensemble  de  prismes  très  déliés  qui 
glisseraient  les  uns  sur  les  autres  parallèlement  à  leurs  arêtes, 
c'est-à-dire  perpendiculairement  à  la  section  (S);  sans  donner 
cette  assimilation  comme  une  démonstration  bien  rigoureuse, 
nous  en  concluons  que  les  forces  dues  à  la  viscosité,  agissant 


HYDRODYNAMIQUE.  255 

en  sens  contraire  de  ces  glissements  réciproques,  ont  une 
projection  R  également  nulle.  H  en  serait  de  môme  pour  les 
forces,  dues  aussi  à  la  viscosité,  qui  pourraient  agir  sur  les 
prismes  parallèlement  à  leur  longueur,  dans  le  sens  d'une 
extension  ou  d'une  compression.  La  règle  se  trouve  par  là 
démontrée,  au  moins  d'une  manière  approximative. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 


HYDRAULIQUE. 


§  I.  —  Écoulement  permanent  d'un  liquide  pesant  et  homogène 
par  un  orifice  percé  dans  un  réservoir,  en  supposant  les  effets 
de  la  viscosité  négligeables. 

278.  Écoulement  par  un  orifice  en  mince  paroi  débouchant 
librement  dans  un  gaz,  —  Un  liquide  pesant  et  homogène 
s'écoule  par  une  pelile  ouverture  pratiquée  en  dessous  de 
son  niveau,  dans  la  paroi  d'un  réservoir,  et  forme  une  veine 
jaillissant  dans  un  gaz  indéfîni  qui  l'entoure  sur  une  certaine 
longueur.  L'écoulement  est  supposé  permanent,  ce  qui  exige 
que  le  niveau  soit  entretenu  à  une  hauteur  invariable;  pour 
cela,  le  liquide  écoulé  doit  être  remplacé  d'une  manière  con- 
tinue, à  moins  que  la  capacité  du  réservoir  ne  soit  pour  ainsi 
dire  infinie.  La  paroi  ne  présente  qu'une  petite  épaisseur  sur 
le  contour  de  l'orifice,  de  sorte  qu'on  peut  considérer  celui-ci 
comme  percé  dans  une  membrane  très  mince.  Dans  ces  cir- 
constances, en  observant  d'abord  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur 
dn  réservoir,  on  reconnaît  que  le  liquide  y  a  très  peu  de 
vitesse,  pour  peu  qu'on  s'éloigne  de  l'orifice  et  que  celui-ci 
soit  suffisamment  petit  par  rapport  au  réservoir.  On  rend  ce 
fait  sensible  aux  yeux  en  mêlant  au  liquide  un  corps  pulvé- 
rulent de  densité  à  peu  près  égale,  qui  reste  en  suspension 
et  participe  au  mouvement.  On  en  déduit  immédiatement 
que  la  pression  dans  le  réservoir  varie  approximativement 
suivant  la  loi  hydrostatique  (n°  277,  deuxième  règle),  et  que 
la  surface  libre  s'écarte  peu  d'un  plan  horizontal. 

Lorsqu'on  observe,  au  contraire,  la  veine  qui  s'écoule,  on 
voit  ses  dimensions  transversales  diminuer  depuis  l'orifice 
jusqu'à  une  section  minimum  dite  section  contractée,  où  les 
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molécules  arrivent  avec  des  vitesses  sensiblement  parallèles 
et  normales  au  plan  de  la  section;  cette  contraction  est  due  à 
ce  que  les  filets  liquides  affluent  de  l'intérieur  vers  l'orifice 
dans  toutes  les  directions,  d'où  résulte  une  convergence  qui 
ne  cesse  pas  immédiatement  au  dehors.  Après  le  passage  de 
la  section  contractée  et  sur  une  certaine  longueur,  les  molé- 
cules liquides  décrivent  à  peu  près  les  mêmes  paraboles  que 
si  chacune  se  mouvait  isolément  dans  le  vide;  la  pression 
dans  cette  partie  de  la  veine  est  donc  constante  et  égale  à 
celle  du  gaz  ambiant  (n°  277,  troisième  règle). 

Soient  il  Taire  de  la  section  contractée,  A  celle  de  l'orifice; 

le  rapport  -r  a  reçu  le  nom  de  coefficient  de  contraction,  La 

détermination  théorique  de  ce  coefficient  est  un  problème 
très  difficile,  dont  on  n'a  pas  encore  de  solution  entièrement 
satisfaisante,  sauf  dans  un  cas  particulier  que  nous  traiterons 
bientôt,  et  l'hydraulique  expérimentale  ne  fournit  à  son  sujet 
que  des  renseignements  assez  incomplets.  Voici  comment  les 
expériences  peuvent  être  faites.  On  mesure  une  section  quel- 
conque de  la  veine,  en  faisant  passer  celle-ci  à  travers  un  bâti, 
par  lequel  on  supporte  une  série  de  tiges  métalliques  ter- 
minées en  pointes  et  toutes  contenues  dans  le  plan  de  cette 
section;  on  enfonce  avec  précaution  les  tiges  jusqu'à  ce 
qu'elles  affleurent  la  veine  sans  y  pénétrer,  puis  on  arrête 
l'écoulement;  les  pointes  des  tiges  dessinent  alors  la  section, 
qu'on  peut  relever  à  loisir.  La  position  de  la  section  minimum 
se  détermine  par  tâtonnement.  On  arrive  ainsi  à  trouver  û,  et 

A  étant  connu  par  une  mesure  faite  sur  le  réservoir,  on  en 

û 
conclut  le  rapport  j- 

Les  expériences  dont  on  vient  de  donner  une  idée  ont  été 
d'abord  exécutées  sur  des  orifices  circulaires,  avec  des  dia- 
mètres variant  de  o™,o2  à  o™,i6.  Divers  hydrauliciens  ont  con- 
staté :  I*  que  la  section  contractée,  de  forme  également  cir- 
.  culaire,  se  trouve  à  une  distance  de  l'orifice  à  peu  près  égale 
au  rayon  de  l'aire  û;  2«  que  le  rapport  de  ce  rayon  à  celui  de 
l'orifice  est  environ  0,79,  d'où  résulterait 

Kressr.  —  Cours  de  Mec,  H.  i-j 
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Ainsi  le  coefficient  de  contraction  aurait,  dans  ce  cas,  une 
valeur  très  voisine  de  ^-  Au  reste,  ce  n'est  là  qu'une  moyenne 
dont  les  observations  peuvent  s'écarter  un  peu,  en  plus  ou 
en  moins;  il  est  difficile  de  croire  que  le  rapport  j  soit  abso- 
lument constant  et  ne  dépende  en  rien  ni  du  rayon  de  l'ori- 
fice, ni  de  sa  situation  sur  la  surface  du  réservoir,  ni  enfin 
d'aucune  des  nombreuses  circonstances  secondaires  par  les- 
quelles une  expérience  diffère  d'une  autre. 
Quand  Torifice  n'est  pas  circulaire,  on  admet  encore  comme 

12 

valeur  approximative  du  rapport  —  le  nombre  0,62;  mais  alors 

les  erreurs  peuvent  devenir  assez  notables.  En  1827,  Poncelel 
et  Lesbros  ont  fait  le  relevé  d'une  veine  d'eau  s'écoulantdans 
l'air  par  un  orifice  carré  de  o"*,2o  de  côté,  dont  le  centre  était 
à  i'»,68  au-dessous  du  niveau  dans  le  réservoir;  ils  ont  trouve 

—  =  0,56.  A  la  vérité,  le  colonel  Lesbros  ayant  repris  la  môme 

expérience  quelques  années  plus  tard,  avec  les  précautions 
les  plus  minutieuses  pour  la  rendre  très  exacte,  a  trouvé 

—  r=:o,58;  mais  ce  dernier  nombre,  quoique  plus  rapproché 

de  la  moyenne  0,62,  en  diffère  encore  de  -^  de  sa  valeur. 

Dans  une  autre  expérience  du  même  observateur,  sur  un 
orifice  de  forme  différente,  le  rapport  en  question  a  été  0,64. 

La  véritable  valeur  de  la  section  contractée  reste  donc  en 
somme  quelque  peu  incertaine  dans  la  plupart  des  cas.  Pour 
la  connaître  avec  plus  d'exactitude,  il  faudrait  avoir  à  sa 
disposition  des  données  expérimentales  plus  complètes  que 
celles  qui  existent. 

Au  surplus  on  a  beaucoup  moins  d'intérêt,  quand  on  s'oc- 
cupe de  mécanique  usuelle,  à  connaître  la  figure  et  les  dimen- 
sions de  la  veine,  qu'à  pouvoir  calculer  une  autre  quantité 
dont  nous  allons  parler  maintenant:  c'est  le  volume  constanl 
qui  s'écoule  dans  chaque  unité  de  temps  et  auquel  on  a  donné 
le  nom  de  dépense  ou  de  débit.  Soient  {Jig.  3o3) 

AB  l'orifice  ; 

CI)  la  section  contractée  ; 

NN  le  niveau  du  liquide  dans  le  réservoir. 
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^Considérons  un  fllcl  liquide  qui  aurait  une  section  <ro  dans 
le  réservoir,  à  quelque  distance  de  l'orifice,  et  qui  couperait 
la  section  contractée  suivant  un  élément  <t  de  celle-ci.  Nom- 
mons 

Fig.  3o3. 


N p N 


''%\l 


c. 


^f] 


«y 


D 


V  et  Vo  les  vitesses  des  molécules  qui  traversent  les  sec- 
tions cr,  <io; 

z  et  ^0  i^s  hauteurs  des  éléments  a,  jq  au-dessous  du  ni- 
veau NN; 

p  et/)'  les  pressions  du  liquide  au  niveau  NN  et  autour  de  la 
veine  ; 

n  le  poids  par  unité  de  volume  du  liquide. 

Le  volume  liquide  qui  traverse  <r  dans  le  temps  dt  est  un 
prisme  droit  de  base  <y  et  de  hauteur  y dt\  ce  volume  a  donc 
pour  valeur  ^y  dt.  Donc  le  volume  total  écoulé  dans  le  temps 
dt  sera 

la  somme  £  devant  s'étendre  à  tous  les  éléments  9  de  la  sec- 
tion contractée.  Dans  chacun  des  éléments  dt  qui  composent 
le  temps  i,  il  s'écoulera  le  môme  volume;  donc  le  débit  s'ex- 
primera par 

at 

Pour  calculer  le  débit,  il  faut  donc  d'abord  calculer  la  vi- 
tesse V  aux  divers  points  de  CD. 
A  cet  effet,  nous  nous  servirons  du  théorème  de  D.  Ber- 

V-  —  V* 

noulli  (n®274.),  et  nous  égalerons  la  différence à  la 

charge  h  entre  les  sections  (Jq  et  a.  Comme  la  pression  dans 
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le  réservoir  varie  suivant  la  loi  hydrostatique,  la  pression 
sur  ffo  est  p-^-UzQf  et  le  niveau  piézométrique  correspon- 
dant s'élève  à  la  hauteur  ^  au-dessus  de  NN,  soit  à  la  hau- 
teur -5  4-^  au-dessus  de  <j;  la  pression  étant  d'ailleurs/?'  dans 
la  veine  à  partir  de  CD,  le  niveau  piézométrique  en  a  s'élève 
à  la  hauteur  ^  au-dessus  de  cet  élément;  donc  la  charge  est 

z  -+-  j.  y  et  comme  Vq  est  insensible,  suivant  une  remarque 
faite  plus  haut,  on  peut  poser  simplement 


(0     -^.z-^l-^    OU    y-^^/2g[z^^-^y 

Cette  formule  s'énonce  en  disant  que  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  dans  un  élément  de  la  section  contractée  est  égale  à  la 

charge  z  4-  sur  cet  élément,  La  quantité  z  -h       j, 

à  laquelle  on  donne  ici  le  nom  de  charge  est  l'abaissement 
(lu  niveau  piézométrique  en  passant  de  l'intérieur  du  réser- 
voir à  l'élément  <y  dont  il  s'agit;  le  point  de  départ  est  d'ail- 
leurs indifférent,  pourvu  qu'on  ne  le  prenne  pas  trop  près  de 
l'orifice;  car  alors  le  niveau  piézométrique  y  sera  toujours  le 
même. 
Dans  le  cas  assez  ordinaire  où  les  pressions  p  et  p'  sont 

celles  d'une  même  atmosphère  gazeuse,  la  différence 

devient  généralement  négligeable  en  comparaison  de  z,  et  la 
formule  (i)  donne  

\^\Jigz, 

résultat  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Torricelli,  Il 
exprime  que  la  vitesse  de  sortie  est  égale  à  celle  d'un  point 
pesant  qui  serait  tombé  librement  d'une  hauteur  Zy  sans 
vitesse  initiale. 

Supposons  maintenant  que  la  hauteur  z^  variable  avec  la 
position  de  l'élément  <t  dans  la  section  contractée,  n'ait  que 
(les  écarts  peu  importants  au-dessus  et  au-dessous  de  sa  va- 
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leur  moyenne  Zi,  répondant  au  centre  de  gravité  de  CD,  ce 
qui  arrivera  quand  la  hauteur  de  Torifice  AB  sera  notable- 
ment moindre  que  la  distance  de  son  centre  au  niveau  NN. 
Alors,  en  attribuant  aux  vitesses  des  divers  filets,  dans  leur 
passage  à  travers  CD,  la  valeur  commune 

/       '       —         * 


\ 


il 


on  commettra  sur  les  produits  <iV  de  petites  erreurs  tantôt 
positives,  tantôt  négatives,  qui  se  compenseront  partiel- 
lement quand  on  cherchera  S<rV,  et  ne  pourront  jamais  en- 
traîner une  erreur  bien  considérable  dans  le  résultat.  On 
pourra  donc  poser,  en  nommant  Q  le  débit, 


On  a  soumis  cette  formule  à  des  vérifications  expérimentales 
qui  ont  démontré  son  exactitude  très  satisfaisante,  et  prouvent 
par  conséquent  que  nous  avons  calculé  la  vitesse  de  sortie  du 
liquide  sans  nous  écarter  beaucoup  de  la  vérité;  toutefois  on 
est  exposé  à  commettre,  sur  cette  vitesse,  des  erreurs  rela- 

2 
tives  variables,  suivant  les  circonstances,  entre  zéro  et  — 

100 

3 

ou 

100 

Habituellement  on  ne  connaît  pas  Q  à  titre  de  donnée  im- 
médiate; on  déduit  Taire  de  la  section  contractée  de  celle  de 
l'orifice,  laquelle  est  au  contraire  définie;  on  pose,  en  appe- 
lant m'  le  coefficient  de  contraction  convenable  pour  le  cas 

où  Ton  se  trouve, 

a  — m'A. 

D'autre  part,  on  ne  connaît  pas  non  plus  z^,  mais  on  admet 
qu'il  diffère  peu  de  l'ordonnée  analogue  >s,  pour  le  centre  de 
gravité  de  l'orifice  AB,  et  qu'on  peut  prendre  en  conséquence 
pour  expression  de  la  vitesse  moyenne  Vj  dans  la  section  con- 
tractée 


V,^m''y/2^(5,-^Le!j 
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en  désignant  par  m'  un  coefficient  peu  éloigné  de  l'unité, 
destiné  à  corriger  toutes  les  petites  erreurs  qu'on  a  com- 
mises dans  l'évaluation  de  Vj,  par  suite  des  imperfections  de 
la  théorie.  On  aurait  alors 


ou  plus  simplement,  en  représentant  par  m  le  produit  m' m', 


(2)  Q-mAy/'2^(z,+  /'^^-^). 

Les  anciens  auteurs  avaient  donné  le  nom  de  dépense  théo- 
rique à  l'expression  Ai  /  2^f^,-f-  — ^y  -  )>  parce  que  leur 

théorie  ne  tenait  pas  compte  de  la  contraction  de  la  veine;  en 
conséquence,  on  a  nommé  coefficient  de  dépense  le  nomhre  m, 
rapport  de  la  dépense  réelle  à  la  dépense  théorique.  D'après 
les  explications  qui  viennent  d'ôtre  données,  le  coefficient  de 
dépense  m  diffère  peu  du  coefficient  de  contraction  m';  dans 
le  langage  et  dans  l'usage  on  les  confond  souvent,  ce  qui  n'a 
pas  pratiquement  beaucoup  d'inconvénients. 

On  peut  évaluer  directement  par  expérience  le  coefficient  m, 
en  recevant  le  volume  écoulé  dans  un  bassin  de  forme  simple; 
on  constate  les  élévations  successives  du  niveau  de  ce  bassin, 
à  des  époques  déterminées,  et  Ton  en  déduit  le  volume  de 
liquide  qu'il  reçoit  dans  chaque  seconde,  c'est-à-dire  la  valeur 
de  la  dépense  effective  Q.  La  dépense  dite  théorique  se  cal- 
cule ensuite  au  moyen  des  données  A,  ;;„  /?,  />',  II,  et  le  rap- 
port de  Q  avec  cette  dépense  fictive  fait  connaître  m.  On 
possède  des  recueils  d'expériences  donnant  sur  ce  sujet  de 
nombreuses  indications;  quand  il  s'agit  de  calculer  le  débit 
d'un  orifice  en  mince  paroi  débouchant  librement  dans  l'air, 
on  y  prend  la  valeur  de  m  pour  la  disposition  qui  paraît  se 
rapprocher  le  plus  de  celle  qu'on  a  en  vue,  et  l'on  applique 
alors  la  formule  (2). 

Parmi  les  recueils  les  plus  étendus,  on  peut  citer  celui  du 
colonel  Lesbros,  concernant  particulièrement  le  cas  des  ori- 
fices rectangulaires.  Faute  d'avoir  à  sa  disposition  les  Tableaux 
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déduits  de  ces  expériences  ou  autres  analogues,  on  peut  sim- 
plement faire  m  —  0,62;  mais  alors  il  est  évident  qu'il  faudra, 
en  général,  se  contenter  d'une  approximation  plus  ou  moins 


grossière. 


Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  diverses  variantes 
de  la  disposition  d*orifice  que  nous  avons  considérée  jusqu'à 
présent. 

279.  Orifice  en  mince  paroi  établi  entre  deux  réserœirs,  — 
Ce  cas  diffère  du  précédent  en  ce  que  la  veine  sortant  par 
l'orifice  ne  s'écoule  pas  librement  dans  un  gaz,  mais  est  reçue 
dans  un  second  réservoir  également  à  niveau  constant  N'N' 
(y?^.  3o4);  ce  niveau  doit  dépasser  sensiblement  le  bord 

Fig.  Zo\. 


supérieur  de  l'orifice  AB.  Les  choses  étant  ainsi  disposées,  il 
se  forme  encore  une  veine  contractée,  jusqu'à  la  section 
minimum  CD,  où  les  filets  sont  devenus  parallèles;  depuis 
l'intérieur  du  réservoir  alimentaire  jusqu'à  cette  section  CD, 
on  peut  admettre  avec  quelque  vraisemblance  que  les  filets 
se  sont  mus,  comme  dans  le  cas  précédent,  sans  frottement 
notable  les  uns  sur  les  autres,  et  en  conservant  à  peu  près  les 
mêmes  formes,  à  égalité  d'immersion  de  l'orifice  AB  au-des- 
sous de  NN;  en  arrière  de  AB,  il  n'y  aurait  pas  non  plus  de 
vitesse  sensible,  pour  peu  qu'on  s'éloignât  du  point  de  sortie 
des  molécules  liquides.  Au  delà  de  CD  les  filets  perdent  assez 
vite  leur  parallélisme  ainsi  que  leur  vitesse;  la  veine  est 
entourée  d'un  liquide  qui  tournoie  lentement,  en  formant  ce 
qu'on  nomme  un  remou,  et  au-dessus  se  trouve  du  liquide  à 
peu  près  stagnant. 
Voyons  maintenant  comment  on  pourrait  calculer  théorl- 
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quement  la  vitesse  V  avec  laquelle  un  filet  liquide  7^7  tra- 
verse rélément  <t  de  la  section  CD.  Pour  cela  nous  remar- 
querons qu'en  passant  de  a  au  point  supérieur  C  de  CD,  la 
pression  varie  suivant  la  loi  hydrostatique  (n°  277,  quatrième 
règle),  à  cause  du  parallélisme  des  filets  dans  cette  section; 
il  en  est  de  môme  quand  on  remonte  de  C  au  niveau  N'N', 
en  raison  de  la  lenteur  des  mouvements  (n*»  277,  deuxième 
règle).  Donc,  si  l'on  nomme  p'  la  pression  en  N'N'  et  z'  la 
hauteur  verticale  entre  N'N'  et  a,  la  pression  du  liquide  aux 
environs  de  cet  élément  sera  p'  -hUz',  et  le  niveau  piézomé- 

trique  correspondant  s'élèvera  au-dessus  de  N'N'  à  la  hau- 

p' 
teur  ^-  D'un  autre  côté  on  verrait,  comme  au  n<»  278,  que  le 

niveau  piézométrique  en  <To  dépasse  NN  de  la  hauteur  ^>  qui 

représente  en  colonne  liquide  la  pression  au  niveau  du  bassin 
alimentaire;  par  suite,  la  charge  entre  ^^  et  7  a  pour  valeur 

P  —  p' 
z  -h  ^—w-  y  quelle  que  soit  la  position  de  <j  dans  la  sec- 
lion  CD.  L'application  du  théorème  de  D.  Bernoulli  (n«274) 
donnerait  alors,  la  vitesse  Vo  en  <io  étant  toujours  supposée 
négligeable, 

—  z  -\ ) 

2^'  U 

expression  tout  à  fait  pareille  à  la  formule  (1)  du  n**  278,  à 
part  cette  différence  que  z  désigne  maintenant  la  hauteur 
entre  les  niveaux  des  deux  bassins  et  p'  la  pression  sur  le 
niveau  du  bassin  de  dégorgement,  tandis  que  ces  lettres 
avaient  une  autre  signification  au  n<»  278.  Au  reste,  il  est 
évident  que  Ton  pourrait  conserver  ici  l'ancienne  significa- 
tion de  Zy  et  appeler  p'  la  pression  sur  l'élément  a,  car  alors 

p' 
^  et  ^  augmenteraient  tous  deux  de  la  même  quantité,  et  la 

valeur  de  la  vitesse  ne  changerait  pas. 

Après  avoir  calculé  par  cette  formule  la  vitesse  dans  la  sec- 
tion contractée,  on  en  ferait  le  produit  par  l'aire  A  de  l'ori- 
fice AB,  et  Ton  aurait  ainsi  la  dépense  dite  théorique  AV.  Il 
resterait  à  la  multiplier  par  un  coefficient  de  dépense  m  tou- 
jours assez  voisin  de  0,62;  car,  puisque  la  présence  du  liquide 
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autour  de  la  veine  n'exerce  pas  une  influence  notable  sur  la 
forme  des  filets  dans  la  partie  qui  précède  CD,  la  contraction 
s'opère  comme  lorsque  l'écoulement  se  produit  dans  un  gaz; 
et  c'est  là,  comme  on  Ta  vu,  ce  qui  a  Tinfluence  dominante 
dans  la  détermination  de  m.  Les  expérimentateurs  se  sont, 
d'ailleurs,  peu  occupés  de  ce  cas  des  veines  noyées.  Il  semble 
qu'on  pourrait  se  servir  des  valeurs  qu'ils  ont  trouvées  pour 
les  coefficients  de  dépense,  en  supposant  que  l'écoulement  se 
•fasse  à  l'air  libre,  avec  le  môme  orifice  et  la  même  hauteur 
du  niveau  NN  au-dessus  de  cet  orifice;  mais  ce  n'est  là  qu'une 
induction  sans  preuves  bien  certaines. 

280.  Orifices  parfaitement  ou  imparfaitement  évasés.  — 
L'orifice  AB  {fig.  3o5),  dont  l'aire  a  été  désignée  par  A  aux 
n»»  278  et  279.  peut  être  précédé  d'un  évasement  intérieur, 
ainsi  que  le  représente  la  figure.  Si  le  conduit  ABA'B'  reçoit 


i^ 


-?xvvi 


-■'/  '. 


--' I 


tl: 


^ 


B 


Tiff.  3o.'), 


à  peu  près  la  forme  et  les  dimensions  d'une  veine  contractée 
ayant  AB  pour  section  minimum,  les  choses  se  passeront  à 
peu  près  comme  si  A'B'  était  un  orifice  en  mince  paroi,  sauf 
la  faible  influence  retardatrice  due  au  frottement  du  conduit. 
Dans  ce  cas,  l'aire  A  de  l'orifice  AB  devient  en  même  temps 
celle  de  la  section  contractée,  de  sorte  que  le  coefficient  de 
contraction  est  alors  égal  à  i,  et  que  la  dépense  diffère  peu  du 


produit  A 


\A^ 


II 


les  notations  sous  le  radical 


conservant  le  sens  défini  au  n<»  278.  L'écart  proportionnel  ne 
doit  probablement  atteindre  que  quelques  centièmes,  et  en 
effet,  dans  diverses  expériences  de  Michelotti  et  de  d'Au- 
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buisson  (dont  quelques-unes  exécutées  sur  une  assez  grande 
échelle),  le  rapport  de  la  dépense  effective  à  l'expression  pré- 
cédente a  été  trouvé  voisin  de  0,980.  Cependant,  comme  il 
est  difficile  de  réaliser  bien  exactement  la  figure  d'une  veine 
contractée  dans  Tévasement  ABA'B',  on  agira  prudemment 
en  comptant  d'une  manière  générale  sur  une  réduction  un  peu 
plus  grande,  de  6  à  8  centièmes  par  exemple. 

L'orifice  peut  être  plus  ou  moins  bien  évasé,  de  manière  à 
donner  une  dépense  moindre  qu'avec  l'évasement  parfait, 
mais  supérieure  à  celle  de  l'orifice  en  mince  paroi. 

Par  exemple,  si  une  ouverture  rectangulaire  AB  {fig.  3o6) 
est  établie  en  mince  paroi,  on  augmentera  sa  dépense  au 

moyen  d'une  plaque  BC  qui  prolongerai! 
un  de  ses  côtés  vers  l'intérieur  du  réser- 


jj 


I 


x^ 


;J 


voir;  on  conçoit  en  effet  que  les  filets  li- 
quides qui  glissent  sur  le  plan  BG  arrive- 
ront à  leur  point  de  sortie  avec  des  vitesses 
normales  à  AB,  ce  qui  diminuera  la  con- 
traction de  la  veine.  Suivant  qu'une  por- 
=|v^  -  T  lion  plus  ou  moins  grande  de  l'orifice  est 
y,yy.^./>\  ^Mi'sÀ  pi^olongéc  au  dedans,  le  coefficient 

de  dépense  peut  varier  de  0,62  à  0,78 
environ.  D'après  Bidone,  quand  l'orifice  est  rectangulaire, 
on  aurait,  pour  déterminer  la  valeur  m  de  ce  coefficient,  la 
formule 


/«  r=  o  ,  62  (  I    {-  0 ,  1 52  p  J 


dans  laquelle  P  désigne  le  périmètre  de  l'orifice,  et  N  la  lon- 
gueur de  la  partie  prolongée  intérieurement.  On  comprend 

d'ailleurs  que  la  fraction  ^  ne  peut  pas  trop  se  rapprocher  de 

l'unité;  car  à  celte  limite  l'ensemble  des  plans  BC  formerait  un 
tuyau,  et  la  loi  de  l'écoulement  serait  grandement  modifiée, 
comme  on  le  verra  plus  loin.  On  doit  supposer  N  <  0,75p. 

Le  colonel  Lesbros  a  contesté  la  formule  ci-dessus,  déduite 
par  Bidone  d'un  petit  nombre  d'expériences.  Il  admet  bien 

N 
que  m  dépend  du  rapport  ^>  mais  il  ajoute  que,  à  égalité  de 

ce  rapport,  l'augmentation  de  dépense  est  plus  grande  quand 
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la  base  est  au  nombre  des  côtés  privés  de  contraction  que 
lorsqu'elle  en  est  exclue.  Il  n'a  pas  d'ailleurs  cru  devoir  pro- 
poser une  nouvelle  formule;  il  s'est  borné,  comme  dans  le 
cas  des  orifices  rectangulaires,  à  donner  des  tableaux  four- 
nissant les  diverses  valeurs  de  m  à  employer,  suivant  le  dis- 
positif particulier  de  chaque  écoulement. 

281.  Orifice  avec  évasement  intérieur,  prolongé  extérieure^ 
ment  par  un  canal  découvert  de  même  section,  —  On  suppose 
un  orifice  AB  évasé  en  dedans,  comme  l'indique  \^Jig*  307; 

Fig.  307. 


puis,  à  la  suite,  un  canal  de  faible  pente,  découvert  à  sa  partie 
supérieure  et  présentant  une  section  constante  qui  reproduit, 
au  fond  et  sur  les  côtés,  celle  de  l'orifice;  les  filets  fluides  ar- 
riveront donc  en  AB  avec  des  vitesses  parallèles  et  sensible- 
ment normales  à  ce  plan,  et  nous  admettons  qu'ils  conserve- 
ront dans  le  canal  un  mouvement  à  peu  près  rectiligne  et 
uniforme,  ce  qui  aura  lieu  effectivement  si  la  pente  n'est  pas 
irop  prononcée.  Avec  cette  disposition,  la  pression  dans  la 
veine  n'est  plus  constante  et  égale  à  la  pression  atmosphé- 
rique, comme  lorsque  l'écoulement  a  lieu  librement  dans  un 
gaz;  mais  elle  varie  suivant  la  loi  hydrostatique  (n°  277,  qua- 
trième règle),  du  moins  quand  on  se  borne  à  considérer  ses 
valeurs  pour  les  divers  points  d'une  môme  section  transver- 
sale. Le  niveau  piézométrique  sera  donc  le  môme  pour  tous 
les  joints  de  la  section  contractée  AB;  ce  sera  celui  du  point 

supérieur  A  relevé  de  la  hauteur  ^  représentant  la  pression/?' 
de  Tatmosphère  en  contact  avec  le  canal.  En  second  lieu, 
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nous  avons  déjà  reconnu  (n**  278)  que,  pour  tout  point  pris 
dans  l'intérieur  du  réservoir,  à  une  distance  notable  de  Tori- 
fice,  le  niveau  piézomélrique  est  au-dessus  de  celui  du  ré- 
servoir, à  la  hauteur  ^  représentative  de  la  pression/?  exercée 

en  NN  sur  la  surface  libre.  Donc,  si  Ton  désigne  par  z  la  dis- 
tance verticale  du  point  A  au  niveau  NN,  la  charge  entre  le 
point  de  départ  d'une  molécule  et  le  point  où  elle  traverse  le 

P  —  p' 
plan  AB  sera  toujours  z  4-      ,.      ;  la  vitesse  étant  encore  sup- 
posée négligeable  dans  le  réservoir,  on  obtiendra,  par  l'emploi 
du  théorème  de  D.  Bernoulli  (n*»  274),  la  vitesse  V  en  un  point 

quelconque  de  AB  toujours  égale  ^{/iglz-^-  — ,.—  )  • 

Ainsi  l'influence  du  canal  se  fait  sentir  en  ce  que,  dans  le 
calcul  de  la  vitesse  moyenne,  et  par  suite  de  la  dépense,  il 
faut  introduire  la  hauteur  z  du  niveau  NN  au-dessus  du  point 
le  plus  élevé  de  l'orifice,  au  lieu  de  la  hauteur  z^  de  ce  même 
niveau  NN  en  dessus  du  centre  de  gravité  de  la  surface  AB. 
La  présence  du  canal  tend  donc  à  diminuer  le  débit;  et  cela 
est  tout  naturel,  car  c'est  une  espèce  d'obstacle  apporté  au 
mouvement  du  liquide.  Il  en  résulte  en  chaque  point  de  AB 
une  pression  opposée  à  la  sortie  des  filets  et  qui  dépasse  la 
pression/?',  tandis  que  cette  pression  résistante  serait  réduite 
à  p'  si  le  canal  n'exislail  pas. 

282.  Écoulement  par  un  déversoir.  —  On  donne  le  nom  de 
déversoir  à  des  orifices  découverts  à  leur  partie  supérieure, 
et  dont  le  bord  inférieur  est  une  droite  horizontale  appelée 
seuil.  Les  bords  latéraux  sont  généralement  des  droites  verti- 
cales, de  sorte  que  l'orifice  peut  être  considéré  comme  un 
rectangle  dont  on  aurait  enlevé  le  côté  supérieur;  l'assimila- 
tion serait  d'ailleurs  évidemment  toujours  permise  dans  le 
cas  011  le  seuil  aurait  une  grande  longueur  comparativement 
à  l'épaisseur  de  la  nappe  liquide  qui  coule  au-dessus. 

Nous  allons  d'abord  considérer  l'orifice  rectangulaire  formé 
par  le  déversoir  comme  un  de  ceux  auxquels  seraient  appli- 
cables les  indications  du  n*  278;  pour  cela  il  faut  supposer 
que  la  section  de  la  veine  par  le  plan  vertical  du  seuil  soit  un 
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petit  orifice  rectangulaire  en  mince  paroi,  assez  éloigné  du 
fond  et  des  parois  latérales  du  réservoir  alimentaire  pour  que 
le  phénomène  de  la  contraction  s'y  produise  sur  tout  le  con- 
tour de  la  veine.  Nous  calculerons  la  dépense  au  moyen  de  la 
formule  (2).  Soient 

L  la  longueur  du  seuil; 

/la  distance  verticale  du  seuil  au  niveau  du  réservoir,  en  un 

point  où  le  liquide  serait  sensiblement  stagnant; 
Ti  répaisseur  de  la  veine  liquide  au-dessus  du  seuil  ; 
Q  la  dépense  par  seconde. 

L'écoulement  est  supposé  se  produire  librement  dans  Tair 
ou  dans  un  gaz  quelconque  :  donc  ici  les  pressions  désignées 
par/>  et/?',  aux  n"  278  et  suivants,  sont  égales  entre  elles. 
D'autre  part,  le  centre  de  gravité  de  l'orifice  est  à  la  hauteur 

-Tfj  au-dessus  du  seuil,  et  l'on  a  5,—  r tq;  enfin  Taire  A 

2  '2 

est  Lt).  Donc  la  formule  (2)  donne 


Q-mLTiy  2g(r-  ^tA 


Dans  cette  expression  le  coefficient  de  contraction  m  et 
l'épaisseur  T,  de  la  veine  sont  des  inconnues  auxiliaires  qu'il 
n'est  pas  encore  possible  de  déterminer  théoriquement.  En 
ce  qui  concerne  t„  nous  savons  seulement  que  cette  dimen- 
sion est  inférieure  à/;  car,  s'il  en  était  autrement,  les  molé- 
cules des  filets  situés  à  la  surface  devraient  passer  du  repos  à 
une  vitesse  finie  sous  une  charge  nulle  ou  négative,  ce  qui 
est  impossible  d'après  le  théorème  de  D.  Bernoulli  (n°  274); 


Tj 


l'expérience  apprend  que  le  rapport  -  ne  descend  guère  au- 

dessous  de  0,72,  et,  puisqu'il  ne  peut  dépasser  i,  nous  le  sup- 
poserons égal  à  la  moyenne  0,86  entre  ces  limites.  Quant  à  m, 
on  a  vu  (n*  278)  qu'il  varie  peu  avec  l'immersion  et  la  gran- 
deur de  l'orifice;  on  peut  donc  lui  attribuer  la  valeur  moyenne 
0,62.  L'expression  précédente  de  Q  devient  ainsi 


Q  =  0,62  X  o,86L/ V2^  X  ^>57/ 
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OU  plus  simplement 


(3)  Q -o,4o3Ljv'2^j, 


en  effectuant  le  produit  0,62  x  0,86  x  v^o, 67. 

Quoique  ce  calcul  repose  sur  des  évaluations  approxima- 
tives, la  formule  (3),  qui  est  son  résultat  final,  s'écarte  assez 
peu  de  la  vérité.  Si  Ton  pose,  pour  exprimer  le  débit  Q  d'un 
déversoir  pouvant  se  ranger  dans  la  catégorie  des  petits  ori- 
fices en  mince  paroi,  la  relation 


Q— rLjv^a^j, 

r  étant  un  coefficient  à  déterminer  dans  chaque  cas,  les  expé- 
riences de  Poncelet  et  Lesbros  sur  un  déversoir  de  o™,2o  de 
largeur  horizontale  nous  apprennent  que  /•  varie  avec  /,  entre 
0,424  et  o,385,  lorsque  /  croît  de  o™,oi  à  0^,22;  ce  coeffi- 
cient n*est  donc  pas  rigoureusement  constant,  mais  ses  va- 
leurs extrêmes  dans  les  expériences  dont  nous  parlons  n'ont 
avec  la  moyenne  qu'une  différence  proportionnelle  de  o,o5 
environ,  en  plus  ou  en  moins,  et  cette  moyenne  diffère  bien 
peu  du  nombre  o,4o3  auquel  nous  a  conduit  Taperçu  théo- 
rique donné  plus  haut. 

Lorsque  le  seuil  du  déversoir,  toujours  supposé  en  mince 
paroi,  occupe  toute  la  largeur  d'un  bassin,  la  contraclion  la- 
térale n'existe  plus.  Il  faut  alors  adopter  une  plus  grande  va- 

leur  de  r  et  poser,  dans  le  cas  où  j  ne  dépasse  pas  ^» 


(4)  Q  -"o/A^LvsJigy. 

Il  est  bien  difficile  de  tenir  compte,  môme  approximative- 
ment, de  toutes  les  circonstances  capables  d'influer  sur  la 
valeur  de  r;  on  ne  peut  choisir  celle  qui  convient  dans  chaque 
cas  sans  consulter  les  recueils  d'expériences. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  déversoirs  qui  ne 
seraient  plus  en  mince  paroi.  Voici  un  cas  particulier  assez 
remarquable  où  la  théorie  peut  donner  une  limite  supérieure 
du  coefficient  /•  et  la  valeur  correspondante  de  t).  C'est  celui 
où  le  seuil  B  du  déversoir  {Jlg-  3o8),  raccordé  par  un  évase- 
ment  avec  le  bassin  alimentaire,  est  suivi  par  un  canal  in- 
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cliné  de  faible  pente,  dans  lequel  le  liquide  prend  un  mou- 
vement sensiblement  recliligne  et  uniforme.  Alors  on  prou- 
vera, par  les  mêmes  raisonnements  qu*au  n"  281,  que   la 

Fî|».  3o8. 


vitesse  de  tous  les  filets  dans  leur  passage  à  travers  la  sec- 
tion AB  est  v/2^(/ —  T,),  et  comme  l'évasement  a  supprimé 
toute  contraction  au  delà,  la  dépense  Q  sera  donnée  par 
réquation  

Lorsque  L  et  j  restent  invariables,  Q  n'est  plus  fonction  que 
de  T„  et  l'on  en  trouve  sans  peine  le  maximum.  On  a,  en  effet, 


0' 


ai'L 


_— V(v— T,); 


le  maximum  du  second  membre,  et  par  suite  de  Q,  répond  à 
la  valeur  de  t,  pour  laquelle 


y 


2. 


2 

ce  qui  donne  t,  z=  ^  j  et  le  maximum  cherché 


(5)0'  =  3Ljy/2o-X:jj 


I 

3 


3v/3 


L/ v'^o  .>■  -  0,385  L/  v^^^M'. 


Ainsi  la  limite  supérieure  du  débit,  dans  les  circonstances 

dont  il  s'agit,  est  o,385Ljv/2^/  et  répond  à  r,  =  ^  j. 

Dans  la  pratique,  les  hypothèses  de  la  théorie  n'étant 
jamais  complètement  réalisées,  on  obtient,  en  général,  un 
débit  moindre  que  la  limite  Q'.  D'après  les  expériences  de 
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M.  Castel  et  celles  du  colonel  Lesbros,  on  devrait  remplacer 
le  nombre  o,385  par  un  nombre  variable,  dont  la  valeur 
moyenne  serait  dans  les  environs  de  o,35  ou  o,36. 


FiR.  309. 

^ 

D^ 



-^ — ^5 

—  _    - 

^D'$ 

—    ~ 

—  1 

^ 

s 

1 

g.k^S.VAV.'^-  'AVVV'  '^^  '.■v'w-^TV 


283.  Ajutage  rentrant,  —  Ce  cas  est  cité  ici  à  cause  de 
son  intérêt  théorique,  plutôt  que  pour  les  applications  qu'on 
pourrait  en  faire;  c'est  le  seul  où  l'on  ait  pu  réussir  à  déter- 
miner un  coefficient  de  contraction  par  un  calcul  satisfaisant 

et  assez  simple,  sans  recourir  aux 
données  expérimentales.  L'orifice 
par  lequel  le  liquide  s'écoule,  au 
lieu  d'être  en  mince  paroi,  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'un  cylindre 
pénétrant  dans  l'intérieur  du  réser- 
voir, comme  l'indique  la  y?^.  809. 
Ce  cylindre  doit  être  mince  et  avoii 
une  longueur  comprise  dans  de 
justes  limites;  car,  s'il  était  trop 
court,  son  influence  tendrait  à  s'an- 
nuler; s'il  était  trop  long,  sa  paroi  intérieure  serait  mouillée, 
ce  que  nous  ne  supposerons  pas  dans  l'analyse  qui  va  suivre. 
On  peut  prendre  une  longueur  comprise  entre  une  fois  et  une 
fois  et  demie  le  diamètre. 

Supposons  toujours  le  mouvement  permanent  établi;  une 
section  contractée  cd  s'est  formée  un  peu  en  avant  de  l'ori- 
iice  A6,  et  au  delà  de  cd  la  veine  jaillissant  dans  un  gaz  de 
pression/?'  affecte  la  forme  parabolique;  dans  l'intérieur  du 
réservoir  il  n'y  a  pas  de  mouvement  appréciable;  la  pression, 
(l'abord  égale  à  p  dans  le  plan  de  la  surface  libre  Cl),  varie 
suivant  la  loi  hydrostatique  à  mesure  qu'on  descend  dans  le 
liquide,  et  cela  est  ainsi  notamment  tout  le  long  des  parois 
du  réservoir,  car,  en  raison  de  l'ajutage,  il  y  a  toujours  une 
distance  notable  entre  ces  parois  et  l'orifice  AB. 

Cela  posé,  appliquons  le  théorème  général  des  quantités 
de  mouvement  projetées  (n<»  199)  au  système  matériel  formé 
de  tout  le  liquide  compris  dans  le  réservoir  à  une  certaine 
époque,  et  au  dehors  jusqu'à  la  section  oL  Pendant  un  temps 
dt,  ce  système,  occupant  d'abord  la  position  CDcd,  se  trans- 
porte dans  la  position   nouvelle  C'D'c'd';  mais  comme,  en 
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raison  de  la  permanence,  la  partie  commune  C D'cc?  possède 
la  même  quantité  de  mouvement  au  commencement  et  à  la 
fin  de  dty  Taccroissement  de  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement projetées  sera  égal  à  la  quantité  de  mouvement  pro- 
jetée appartenant  à  la  tranche  finale  cddd!,  moins  celle  de 
la  tranche  initiale  CD  CD'.  Si  nous  projetons  sur  Taxe  du 
cylindre,  que  nous  supposerons  horizontal,  pour  fixer  les 
idées,  la  quantité  de  mouvement  de  cdc'd!  se  projette  en 
vraie  grandeur  et  son  expression  est 

(6)  HûV'rf/, 

en  conservant  le  sens  des  notations  défini  au  n°  278;  en  effet, 

Q.\dt  exprime  le  volume  cdc'd' y  son  produit  par  -  en  est  la 

masse,  qui,  multipliée  par  la  vitesse,  donne  la  quantité  de 
mouvement.  Quant  à  la  quantité  de  mouvement  projetée  de 
CDC'D',  elle  est  négligeable  pour  deux  raisons  :  i<>  on  projette 
sur  un  axe  horizontal  et  les  points  de  CD  doivent  descendre  ver- 
ticalement ou  à  peu  près;  2<»  la  masse  de  CDC'D'  est  la  même 
que  celle  de  cdc'd' ^  parce  qu'en  ajoutant  à  chacune  de  ces 
deux  masses  celle  de  la  partie  C'D'cû?,  on  retrouverait  la  masse 
totale  du  système  matériel  considéré;  et  d'un  autre  côté  la 
vitesse  est  très  petite  relativement  à  V  dans  le  réservoir,  d*oii 
il  résulte  qu'il  en  est  de  même  pour  la  quantité  de  mouve- 
ment de  la  tranche  initiale,  en  comparaison  de  celle  que  nous 
avons  calculée  tout  à  Theure.  Ainsi  Texpression  (6)  repré- 
sente Taccroissement  total  de  la  quantité  de  mouvement  du 
système,  en  projection  sur  l'axe  de  Tajutage. 

Il  faut  maintenant  chercher  la  somme  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  extérieures  projetées  sur  le  même  axe. 
La  pesanteur  ne  produisant  que  des  forces  perpendiculaires 
à  l'axe,  on  n'a  pas  à  en  tenir  compte,  et  il  ne  faut  avoir  égard 
qu'aux  pressions  exercées  sur  tout  le  contour  du  système. 
Nous  distinguerons  trois  parties  dans  leur  ensemble  total. 
I»  Celles  qu'exerce  l'ajutage  par  sa  face  cylindrique  exté- 
rieure sont  normales  à  l'axe  et  disparaissent  en  projection; 
d'ailleurs,  vu  le  peu  d'étendue  de  la  surface  annulaire  plane 
entourant  l'orifice  AB  et  formant  la  coupe  transversale  du 

Brissb.  —  Cours  de  Mée,  II.  i8 
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cylindre  creux,  on  néglige  les  pressions  sur  celte  surface. 
2®  Les  pressions  sur  toute  la  surface  du  réservoir  suivent  la 
loi  hydrostatique;  leur  résultante  serait  verticale  (n<»266)  et 
donnerait  une  projection  nulle  si  l'ajutage  était  supprimé  et 
remplacé  par  une  paroi  solide  AiBi,  d'étendue  égale  à  la 
section  de  cet  ajutage;  donc  la  projection  de  la  résultante 
est  égale  et  contraire  à  la  pression  qu'exercerait  la  paroi  fic- 
tive A|B,,  et  son  intensité  évaluée  dans  le  sens  de  la  vitesse  V 
s'exprime  par 

en  désignant  par  A  la  section  de  l'orifice  AB,  z^  la  hauteur  de 
son  centre  au-dessous  du  niveau  CD  de  la  surface  libre  et  n  le 
poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide.  3<»  La  portion  de  veine 
située  entre  l'orifice  AB  et  la  section  contractée  cd  supporte 
sur  sa  surface  latérale  la  pression  p'  d'une  atmosphère  ga- 
zeuse, qui  se  fait  sentir  également  dans  la  section  cd  (n*277, 
troisième  règle);  la  résultante  des  pressions  serait  nulle 
(n*  266)  si  Ton  supposait  la  pression  p'  exercée  de  même  sur 
la  base  AB  du  volume  AcrfB,  extérieurement  à  ce  volume; 
donc  la  pression  résultante  sur  la  surface  latérale  et  sur  cd 
sera  égale  et  contraire  à  celle  que  supporterait  la  paroi  fic- 
tive AB,  ce  qui  donne  une  force/?' A  en  sens  contraire  de  V. 
En  résumé,  l'ensemble  des  pressions  exercées  sur  tout  le 
contour  du  système  liquide  donne  une  projection  sur  l'axe  de 
l'ajutage,  égale  à  (115,4-/7  —/?') A;  par  suite,  le  théorème  des 
quantités  de  mouvement  projetées  conduit  à  l'équation 

-il\idt=:{UZi-hp—p')Xdt, 

qui  peut  s'écrire 

(7)  ûV«  __/>-/>' 


A  ^        '         n 

I)'un  autre  côté  on  arriverait,  par  la  répétition  des  calculs  et 
de  raisonnements  identiques  à  ceux  du  n"  278,  à  la  relation 

on  en  conclut  donc,  par  la  comparaison  des  deux  équations 
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12 

précédentes,  que  la  valeur  de  -r  ou  du  coefficient  de  contrac- 

lion  est  -  ou  o,5o.  Ce  résultat  a  été  vérifié  par  une  expérience 

il 
de  Borda;  il  a  trouvé  -r-==o,5i5,  nombre  assez  voisin  du 

A 

résultat  théorique. 

Lorsque  Tajutage  n'existe  pas  et  que  le  liquide  s'écoule 
directement  par  Torifice  A|Bi  en  mince  paroi,  la  pression  sur 
les  parois  du  réservoir,  dans  une  certaine  zone  autour  de  cet 
orifice,  ne  doit  plus  être  égale,  comme  nous  Tavons  supposé, 
à  la  pression  hydrostatique,  mais  doit  prendre  une  valeur 
moindre  et  plus  rapprochée  de  la  pression  />',  qui  est  celle  de 
molécules  liquides  situées  très  peu  au  delà  de  celte  zone.  Les 
pressions  qui  sont  ainsi  diminuées  agissent  sur  le  liquide  en 
sens  contraire  de  V;  donc  la  résultante  que  nous  avons  cal- 
culée tout  à  l'heure  se  trouvera  augmentée,  et  Tapplication 
du  théorème  des  quantités  de  mouvement  nous  donnerait 
réquation  (7)  modifiée  en  ce  sens  que  le  second  membre 
devrait  se  remplacer  par  une  quantité  plus  grande.  On  aurait 
donc 

û  V'         ,  p  —  p' 


et  l'équation  (8)  permettrait  alors  de  conclure  que  -j-  est  supé- 

A. 

rieur  à  ->  mais  sans  faire  connaître  la  valeur  exacte  de  ce 

2 

coefficient. 


§  II.  —  Théorie  des  ajutages  extérieurs,  servant  à  récoulement 

d'un  liquide  pesant  et  homogène. 

284-.  Lemme  relatif  à  Vejfet  produit  par  un  élargissement 
brusque  de  section  dans  un  conduit  fermé,  —  On  suppose  un 
liquide  pesant  et  homogène  qui  coule  avec  un  mouvement 
permanent,  dans  un  conduit  solide  ABCD  {fig.  3io);  ce  con- 
duit présente  un  orifice  EF  en  mince  paroi  qui  débouche  dans 
un  espace  à  section  transversale  plus  grande,  de  forme  à  peu 
près  cylindrique  sur  une  certaine  longueur,  et  déjà  rempli  de 
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liquide.  La  veine  se  contracle  jusqu'à  la  seclion  minimum  GH, 
et  conserve  jusque-là  une  figure  à  peu  près  idenliquc  à  celle 
qui  se  produirait  si  l'écoulement  se  Taisait  dans  un  gaz;  seu- 
lement elle  éprouve  un  certain  frottement  de  la  part  du  liquide 
ambiant,  qui  tournoie  lenlemenl  sur  lui-même,  en  ne  parti- 
cipant que  fort  peu  au  mouvement  général.  Au  delà  de  la 


seclion  contractée,  il  y  a  dans  l'intérieur  même  de  la  veine 
une  agitation  assez  considérable,  qui  toulefois  se  calme  pro- 
gressivement, de  sorte  que  dans  une  section  transversale  IK, 
peu  éloignée  de  GH,  les  molécules  se  meuvent  avec  des 
vitesses  parallèles  à  l'axe  du  cylindre.  On  comprend  que  dans 
ce  phénomène  le  liquide  soit  soumis  à  des  déformations  inté- 
rieures très  notables,  et  que  la  viscosité  puisse,  en  consé- 
quence, produire  des  elfets  dont  il  y  a  nécessité  de  tenir 
compte,  quand  on  veut  appliquer  le  théorème  de  D.  Ber- 
noulli  à  une  molécule  franchissant  l'intervalle  des  sections 
GH  et  IK. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  savoir  évaluer  la 
perte  de  charge  {n°  270)  éprouvée  par  une  molécule,  ce  qui 
n'est  pas  possible  rigoureusement  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  Nous  résou<lrons  donc  la  question  au  moyen  d'bypo- 
tliéses  secondaires  qui  la  simplifient  et  dont  l'idée  appartient 
à  Bélanger. 
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Il  y  a  tout  autour  de  la  veine,  dans  l'espace  annulaire  com- 
pris entre  elle  el  la  surface  cylindrique  LÎKM,  un  liquide 
animé  de  mouvements  lents;  on  peut  donc  admettre  que  la 
pression  dans  ce  liquide  varie  suivant  la  loi  hydrostatique 
{n^  277,  deuxième  règle);  la  même  loi  s'applique  aussi  à  la 
section  GH,  parce  qu'elle  est  coupée  normalement  par  tous 
fes  filets,  dont  nous  supposons  en  outre  la  courbure  négli- 
geable (n°  277,  quatrième  règle).  Il  en  résulte  que  le  niveau 
piézométrique  est  le  môme  pour  tous  les  points  de  la  sur- 
face LEGHFM,  et  que  toutes  les  colonnes  représentatives  se 
termineraient  à  un  même  plan  horizontal  NN',  puisque  leurs 
hauteurs  diffèrent  de  quantités  égales  aux  différences  de  ni- 
veau de  leurs  points  de  départ  inférieurs  (n*261).  Dans  la 
section  IK,  la  pression  varie  également  suivant  la  loi  hydro- 
statique, en  vertu  de  la  môme  raison  que  pour  la  section  GH, 
et  le  niveau  piézométrique  pour  tous  les  points  de  IK  serait 
celui  d'un  autre  plan  horizontal  NiN\.  Cela  une  fois  admis, 
toute  difficulté  disparaît. 

Soient,  en  effet, 

h  la  hauteur  inconnue,  positive  ou  négative,  dont  le  niveau 

N,N\  surpasse  le  niveau  NN'; 
C  la  perte  de  charge  à  déterminer; 
Vo  el  V  les  vitesses  du  liquide  en  GH  et  IK,  la  vitesse  étant 

supposée  la  môme  pour  tous  les  filets  dans  chacune  de  ces 

deux  sections  ; 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide; 
S  Taire  de  la  section  droite  IK  ou  LM  du  cylindre. 

Si,  comme  le  représente  la  figure,  h  est  positif,  la  charge 
entre  les  sections  GH  et  IK  sera  —  A  (n<»  27i!i.),  et  le  théorème 
de  D.  BernouUi  (n*  276)  donnera 

V*— V 

(I)  - — î-i^=~/i-Ç, 

d'où  Ton  tirera  î  quand  on  aura  trouvé  h  par  un  moyen  quel- 
conque. A  cet  effet,  on  appliquera  le  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées  (n*  199)  au  système  matériel  formé 
par  le  liquide  compris  à  un  certain  instant  dans  le  volume 
HGELIKMFH,  différence  entre  le  cylindre  LIKM  et  le  volume 
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EFGH.Dans  un  temps  infiniment  petit  fl?^  une  tranche  G  H  G' H' 
de  liquide  entre  dans  le  volume  primitif  du  système  considéré 
et  une  tranche  IKFK'  en  sort;  en  raison  de  la  permanence, 
la  partie  comprise  entre  G'H'  et  IK,  commune  aux  deux  posi- 
tions du  système  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  di, 
possède  la  même  quantité  de  mouvement,  parce  qu'elle  est 
remplie  de  masses  égales  animées  des  mômes  vitesses;  donc 
on  aura  Taccroissement  de  la  quantité  de  mouvement  proje- 
tée, en  calculant  la  différence  entre  les  quantités  de  mouve- 
ment projetées  qui  appartiennent  aux  tranches  IKFK^  et 
GHG'H'.  Ces  deux  tranches  ont  un  même  volume  S  x  W  ou 
SV  dty  car,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  dit  plusieurs  fois,  ce  volume, 
ajouté  à  celui  de  la  partie  commune,  doit  reproduire  le  vo- 
lume constant  du  système  dans  ses  deux  positions;  la  masse 

correspondante  est,  par  suite,  -SVûf^,  et  la  différence  des 
quantités  de  mouvement  est 


or 

O 


-SVd//(V-Vo). 

C'est  aussi  l'accroissement  de  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement projetées  sur  Taxe  du  cylindre,  parce  que  les  vitesses 
V  et  Vq  sont  supposées  avoir  même  direction  que  cette  ligne. 
Il  faut  égaler  l'expression  précédente  à  la  somme  des  im- 
pulsions des  forces  extérieures,  projetées  sur  le  même  axe, 
ou  à  la  somme  des  projections  des  mômes  forces,  multipliée 
par  dt.  Or  cette  somme  de  projections  se  détermine  fort  sim- 
plement par  le  raisonnement  que  voici.  Concevons  d'abord 
que  l'enveloppe  HGELIKMFH  soit  solidifiée  et  remplie  d'un 
liquide  en  équilibre,  dont  le  niveau  piézomélrique  s'élèverait 
partout  à  la  hauteur  NN';  alors,  en  vertu  des  conditions  gé- 
nérales de  l'équilibre  (n®  129),  la  somme  des  projections  des 
forces  extérieures  agissant  sur  le  liquide  doit  être  nulle,  quel 
que  soit  Taxe  sur  lequel  on  projette.  Revenons  maintenant  à 
la  réalité  et  considérons  le  liquide  en  mouvement  qui  rem- 
plit, au  commencement  du  temps  dt^  l'espace  UGELIKMFH. 
Les  forces  extérieures  à  prendre  en  compte,  dans  l'état  de 
mouvement  comme  dans  celui  de  repos,  sont  le  poids  et  les 
pressions  sur  toute  la  surface  limitative.  Or  le  poids  reste  le 
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même  dans  les  deux  cas;  on  peut  en  dire  autant  des  pressions 
sur  la  surface  LEGHFM,  dont  les  hauteurs  représentatives 
n'ont  pas  varié.  Sur  la  surface  latérale  du  cylindre,  les  pres- 
sions ont  pu  subir  une  certaine  altération,  mais  cela  est  indif- 
férent quand  il  s'agit  de  calculer  la  somme  des  projections  sur 
Taxe  du  cylindre,  parce  qu'elles  sont  normales  à  cet  axe  et 
donnent  des  projections  nulles.  Donc  la  projection  totale  dont 
nous  avons  besoin  serait  encore  nulle  dans  l'état  de  mouve- 
ment, si  le  niveau  N,N'i  coïncidait  avecNN';  mais,  attendu 
que  le  premier  dépasse  le  second  d'une  hauteur  A,  cela  pro- 
duit sur  la  section  IK  une  pression  excédante  nSA  en  sens 
contraire  des  vitesses  Vq,  V,  qui  est  égale  à  la  résultante  des 
forces  extérieures  projetée  sur  la  direction  LI.  Donc  enfin  le 
théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  donne,  après 
suppression  du  facteur  nS  dty  l'équation 

tr 

L'élimination  de  h  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donne  ensuite 


(3) 


r 


2^ 


ce  qu'on  traduit  en  langage  ordinaire  en  disant  que  la  perte 
de  charge  produite  par  un  élargissement  brusque  de  section 
dans  un  conduit  fermé  a  même  valeur  que  la  hauteur  due  à 
la  diminution  de  vitesse. 

Il  pourrait  se  faire  que  l'orifice  EF  fût  précédé  d'un  évase- 
ment  qui  rendrait  les  filets  parallèles  et  normaux  au  plan  £F; 
dans  ce  cas,  il  y  aurait  coïncidence  entre  EF  et  la  section  con- 
tractée GH.  Mais  cela  laisserait  parfaitement  subsister  la  dé- 
monstration précédente,  car  la  distance  entre  les  deux  sec- 
tions dont  il  s'agit  n'y  joue  aucun  rôle.  La  formule  (3)  serait 
donc  encore  applicable,  avec  cette  seule  différence  que  Vo  y 
désignerait  la  vitesse  dans  la  section  même  de  l'orifice  EF. 

La  formule  (3)  se  met  encore  sous  une  autre  forme.  Nom- 
mons m  le  coefficient  de  contraction  (n°  278)  de  la  veine  sor- 
tant par  EF,  et  A  l'aire  de  cet  orifice.  L'égalité  des  volumes  de 
liquide  qui  traversent  dans  le  même  temps  <i^  les  sections  GU 
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et  IK  s'exprime  par  l'équation 


mAxGG'  =  S.ir 
ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  dt^ 

mAVo  =  SV. 
D'un  autre  côté,  on  a,  en  vertu  de  la  formule  (3), 

-S(^-)' 

V 

Si  Ton  substitue  à  la  place  de  -^  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 
tion précédente,  il  vient 

(4)  ç  =  Ii(S    _V 

Le  perte  de  charge  C  se  trouve  ainsi  exprimée  en  fonction  des 
dimensions  du  conduit  et  d'une  seule  vitesse. 

285.  Des  ajutages  cylindriques,  —  Lorsqu'un  orifice  circu- 
laire pratiqué  dans  une  paroi  plaYie  est  prolongé  au  dehors 
par  un  tuyau  cylindrique,  de  longueur  égale  à  une  ou  deux 
fois  le  diamètre,  il  n'y  a  plus  de  contraction  sensible  à  la  sortie 
de  la  veine.  Ainsi  la  dépense  Q  doit  être  égale  à  la  vitesse  V 
d'écoulement  multipliée  par  la  section  A  de  l'orifice  ou  du 
tuyau,  c'est-à-dire  qu'on  a 

(5)  Q  =  AV. 

Mais  la  vitesse  ne  reste  pas  ce  qu'elle  serait  sans  la  présence 
de  l'ajutage,  et  elle  éprouve,  comme  on  va  le  voir,  une  dimi- 
nution notable.  En  effet,  si  nous  nommons,  comme  au  §  I  de 
ce  Chapitre, 

z^  la  différence  de  hauteur  entre  le  centre  de  gravité  de  l'ori- 
fice et  le  niveau  de  la  surface  libre  dans  le  réservoir; 

p  la  pression  par  unité  superficielle  sur  celte  surface  libre; 

/?'  la  pression  exercée  sur  la  veine  à  sa  sortie,  également  rap- 
portée à  l'unité  de  surface; 

n  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide; 


L 
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on  sait  (n'^âTS)  que,  dans  le  cas  où  l'écoulement  se  produit 
librement  dans  un  gaz  par  un  orifice'  en  mince  paroi,  la  vitesse 
V  s'obtient,  à  quelques  centièmes  près,  par  la  formule 


v  =  \/'"-(=-S^) 


et  que  cette  même  formule  reste  encore  applicable  dans  le 
cas  examiné  au  n°  279,  lorsque  la  veine  est  entourée  d'un  li- 
quide à  peu  près  stagnant.  Au  contraire,  si  l'orifice  n'est  plus 
en  mince  paroi,  mais  pourvu  d'un  ajutage  cylindrique,  l'ex- 
périence montre  que  la  vitesse  V  (ou  le  quotient  ^1  doit 

être  multipliée  par  un  coefficient  {x  inférieur  à  l'unité,  et 
qu'on  a 


(6) 


=  i'\/^^{^^-^^-fr- 


y 


le  coefficient  {i  devant  prendre  une  valeur  toujours  peu  diffé- 
rente de  o, 82  dans  les  circonstances  habituelles  de  la  pratique. 
Les  expériences  connues  ont  été  faites  sur  l'écoulement,  en 

P  —  P^ 
prenant  z^  -+-  ^—- —  inférieur  à  7".  On  aurait  donc  en  défini- 
tive, pour  calculer  le  débit,  sous  des  charges  n'excédant  pas 
un  certaine  limite,  la  formule 

(7)  Q  =  o,S2X^2S^(^Z,-i-l^^ 

Ces  résultats  montrent  que  l'ajutage  cylindrique  produit  une 
augmentation  de  dépense,  comparativement  à  l'orifice  en 
mince  paroi,  puisque  le  coefficient  0,62  ==  m,  à  employer  dans 
ce  dernier  cas,  est  remplacé  par  0,82  =  |x.  L'augmentation  est 
due  à  la  suppression  de  la  contraction  de  la  veine  à  sa  sortie, 
qui  fait  plus  que  de  compenser  la  diminution  de  la  vitesse. 
Cette  diminution  prouve  d'ailleurs  que  le  liquide  doit  éprouver 
une  perte  de  charge.  Appliquons,  en  effet,  le  théorème  de 
D.  Bernoulli  généralisé  ou  l'équation  (2)  du  n'^^ld  à  un  filet 
allant  de  l'intérieur  du  réservoir  jusqu'à  l'extrémité  de  Taju- 
taçe;  on  verra,  comme  au  n°  278,  que  la  charge  h  a  moyenne- 
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ment  pour  valeur  z^ 


n 


et,  comme  la  vitesse  Vq  au  point 


■de  départ  peut  être  négligée;  on  trouvera,  en  appelant  C  la 
perte  de  charge, 


r 

Si 


Or  la  formule  (6)  nous  donne 


P—P' 


n 


2 

3 


—  "ô  l  ^1 


^') 


dentés,  que  la  perte  î  est  ^  (^j 


Fig.  3ii. 


-donc  on  voit,  par  la  comparaison  des  deux  équations  précé- 

„    '     on  encore 

n     /  2  2^ 

Voici  comment  la  théorie  rend  compte  de  ces  faits.  Le  li- 
quide sortant  par  l'ouverture  AB  (Jig.  3ii)  forme  une  veine 
•qui  se  contracte  jusqu'en  ab,  à  une  distance  égale  au  rayon 

de  cette  dernière  section,  puis 
tend  à  reprendre  des  dimen- 
sions plus  grandes  {n°  278).  11 
reste  donc  dans  le  tuyau  ABCD 
un  espace  annulaire  tout  autour 
de  la  veine,  lequel  est  rempli 
d'air  à  Torigine  du  mouvement 
si  l'écoulement  a  lieu  dans 
l'air.  Mais  cet  air  est  peu  à  peu 
entraîné  par  le  frottement  du 
liquide,  et  bientôt  celui-ci  remplit  complètement  le  tuyau.  On 
a  donc  en  ab  une  veine  qui  débouche  dans  une  section  plus 
grande  déjà  occupée  par  le  môme  liquide,  d'où  résulte  une 
agitation  et  une  perte  de  charge.  Cette  perte  est  exprimée 
par  la  formule  (4)  du  n"284.,  dans  laquelle  il  faut  faire  8:=  A, 
ce  qui  donne 


2g  \m        ) 


En  appliquant  le  théorème  de  D.  BernouUi  comme  on  vient 
-de  le  dire,  on  devrait  donc  poser 


X! 

2^ 


-.    ^P 


-p'     VV'      \ 

U  '^g\fn        ) 
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iroù  résulterait 


.  1  P-p'  LJ.  ,  P- 


^         1-4- 


(î^""-V^ 


Lorsqu'on  attribue  au  coefficient  de  contraction  m  la  va- 
leur o,6.i,  l'expression  de  V  devient 


P-P' 


¥=0,854/2^^^2+^ 


Texpérience  ayant  donné  0,82  au  lieu  de  o,85  pour  le  coeffi- 
cient du  radical,  on  voit  que  le  calcul  théorique  nous  condui- 
rait à  une  erreur  proportionnelle  de  —  en  plus.  L'erreur 

serait  plus  grande  sur  la  perte  de  charge;  on  aurait  théo- 
riquement 

ce  qui  conduit,  pour  m  =  0,62,  à  la  fraction  0,278  de 
-j-h  y  au  lieu  de  la  fraction  -5  déduite  de  l'expérience. 

Ici  l'erreur  proportionnelle  serait  de  plus  de  ^• 

Il  est  intéressant  de  calculer  la  pression  moyenne  p'  dans 
la  section  contractée  ab.  Pour  cela  remarquons  d'abord  que, 
si  Vj  désigne  la  vitesse  dans  celle  même  section,  le  volume  Q 
fourni  par  le  réservoir  dans  chaque  unité  de  temps  s'ex- 
primera par  mAVi  et  par  AV;  d'où  résulte 

v.=  ^. 

m 

En  raisonnant  ensuite  comme  au  n*»  278,  on  verrait  que  la 
charge  entre  le  point  de  départ  d'une  molécule  dans  le  réser- 

voir  et  la  section  contractée  a  pour  valeur  5,  -i-  ^  ;  la  perte 

de  charge  est  d'ailleurs  négligeable  dans  cet  intervalle,  car 
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tout  semble  s*y  passer  comme  dans  un  écoulement  par  orifice 
en  mince  paroi.  L'application  du  théorème  de  D.  Bernoulli 
(no  274)  donnerait  donc 


v  _..p-p 

■^9  ~T- 


T 


9    —  -^i—r  — 

2  gm^  Il 


OU,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur  (6), 


a,,^p--zp:.)=,,-^iL=^=.,^p^pi^p'-p- 


m^\  '  n      J         "  U  'II  u 

on  déduit  de  là 


p'—p" -fv-^      A/.  .   P—P' 


Quand  on  fait  m  =:o,62,  jx  =  0,82,  la  fraction  -^  prend  à 
1res  peu  près  la  valeur  j^  et  Ton  trouve 

on  voit  par  conséquent  alors  que  la  pression/?"  est  inférieure 
à  /?'  et  que  la  diflFérence  des  hauteurs  représentatives  est  la 

fraction  -^  —  i  ou  y  de  la  hauteur  ^2 -h      „      ^  qui  est  la 
m-  '4  n         ^ 

charge  moyenne  entre  Tintérieur  du  réservoir  et  l'orifice  CD. 
Ce  résultat  se  trouve  confirmé  par  une  expérience  remar- 
quable de  Venturi.  Ayant  établi  un  orifice  avec  ajutage  cylin- 
drique de  o°»,o4o6  de  diamètre,  il  a  implanté,  sur  la  partie 
supérieure  de  Tajutage,  à  o°",oi8  de  son  origine,  un  tube 
recourbé  comme  un  siphon,  dont  une  branche  descendait  et 
allait  plonger,  par  son  extrémité  libre,  dans  une  cuvette  con- 
tenant de  Teau.  Faisant  ensuite  couler  de  Teau  par  Tajutage, 
avec  les  données 

w,  —  o"^,  88,    p  =  p'  —  la  pression  atmosphérique, 

il  a  constaté  que  l'eau  de  la  cuvette  était  aspirée  et  montait 
dans  le  tube  à  o",65  au-dessus  du  niveau  extérieur.  On  avait 
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donc,  dans  cette  expérience, 

et  comme  la  théorie  donnerait,  pour  la  même  quantité,  la  va- 

3 
leur  7  xo™,88  ou  o">,66,  on  voit  qu'elle  est  bien  d'accord 

4 

avec  les  faits  observés. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  valeur  0,82  du  coefficient  [j. 

avait  été  déduite  d'expériences  sur  l'écoulement  de  l'eau, 

P  —  p' 
dans  lesquelles  la  hauteur  ou  charge  -s, -h       ,,      n'atteignait 

pas  7";  il  en  est  de  même  pour  les  expériences  qui  ont  fait 
connaître  la  valeur  0,62  du  coefficient  de  contraction  ou  de 
dépense  m.  Or  il  est  facile  d'établir  que,  si  la  charge  croissait 
notablement  au-dessus  de  7°»,  il  deviendrait  bientôt  impos- 
sible de  conserver  simultanément  les  deux  valeurs  0,82  et 
0,62.  On  lire  en  effet  de  l'équation  (9) 


p  —  p' 
n 


or,  d'après  la  définition  de  la  fluidité  parfaite,  un  fluide  par- 
fait est  incapable  de  se  trouver  en  état  de  tension,  car  l'ab- 
sence de  cohésion  amènerait  la  rupture  de  la  partie  tendue; 
si  nous  admettons  qu'il  en  soit  approximativement  de  même 
pour  les  fluides  naturels,  nous  pourrons  dire  qu'il  doit  y 
avoir  réellement  pression  dans  la  section  ab^  et  que  la  valeur 
trouvée  pour  p"  doit  être  positive,  ce  qui  exige  la  condition 

(10)  .,+  Z_^<-^. 


Quand  il  s'agit  de  l'eau  s'écoulant  dans  l'air  atmosphérique, 

p' 
on  a  -~  =10™,  333,  et  la  limite  que  ne  doit  pas  dépasser  la 

hauteur  -Jj-h      ..       prend  la  valeur  ^  x  10™,  333  ou  13"»,  78 

11  o 

environ. 

Au  delà  de  celte  limite,  on  ne  connaîtrait  plus  d'une  ma- 
nière bien  certaine  les  valeurs  de  m  et  de  [x.  Tout  ce  qu'on 
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peut  dire,  c'est  que,  si  un  écoulement  permanent  s'établit, 
p'  devra  toujours  rester  positive  et  que  Téquation  (8)  donne- 
rait en  conséquence 


/ 


A  mesure  que  la  charge  z^ 

P' 


P-P 
u 


devient  plus  grande 


relativement  à  ^  >  le  rapport—  se  rapproche  indéfiniment  de 
la  limite  i. 


Fig.  3  la. 


286.  Des  ajutages  divergents.  —  On  adapte  à  un  vase  ou  ré- 
servoir un  ajutage  composé  :  i®  d'une  première  partie  ABCD 
(fig»  3 12)  ayant  la  figure  d'une  veine  qui  sortirait  librement 

par  l'orifice  AB  en  mince  paroi 
et  aurait  CD  pour  section  con- 
tractée; 1^  d'une  autre  partie 
CDEFs'élargissant  progressive- 
ment jusqu'en  EF  et  se  raccor- 
dant tangentieliement  avec  la 
partie  ABCD.  Dans  ces  circon- 
stances, si  l'écoulement  perma- 
nent et  à  plein  tuyau  est  établi, 
et  si  les  effets  de  la  viscosité 
sont  négligeables,  on  pourra 
calculer  comme  au  n°  278  la  vitesse  V  de  sortie  en  EF,  ei 
Ton  trouvera,  en  conservant  les  mêmes  notations, 


W/M//w/^w^//'7///&:i 


\/^^(^« 


P—Pi 
11 


D'un  autre  côté,  l' ajutage  a  pour  effet  de  supprimer  la  con- 
traction au  delà  de  la  section  EF;  si  donc  on  nomme  S  l'aire 
de  cette  section,  le  débit  Q  dans  l'unité  de  temps  s'exprime- 
rait parla  formule 


(II) 


Q=:rSV 


^Sy/2^(^5, 


P  —  P 
n 


Ce  résultat  est  re  marquable  en  ce  qu'il  ne  dépend  pas  de 
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Taire  de  rorifîce  AB  percé  sur  la  paroi  du  réservoir,  et  alors 
il  semble  que  le  débit  d'un  orifice  donné  pourrait  grandir  in- 
définiment en  le  faisant  suivre  d'un  ajutage  convenablement 
choisi.  Mais,  en  examinant  les  choses  de  plus  près,  nous  allons 
voir  qu'il  y  a  pour  Taire  S  une  limite  qu'on  ne  peut  pas  dé- 
passer sans  rendre  inadmissible  l'hypothèse  d'un  écoulement 
permanent  et  à  plein  tuyau,  ainsi  que  la  formule  (ii)  qui  en 
est  une  conséquence. 

Soient  en  effet  û  Taire  CD,/?''  et  V,  la  pression  et  la  vitesse 
dans  cette  section.  La  répétition  d'un  calcul  tout  semblable 
au  précédent  nous  donnerait 


v,=v/=.(=.+ "-=£') 


n 


Donc 


et,  attendu' que/?'  ne  peut  jamais  devenir  négatif  (n®  285),. 


P 

S  <  -^  "     '  Il 


Y-^ 


II 


Le  second  membre  de  cette  inégalité  donne  une  limite  que- 
ne  peut  dépasser  Taire  S;  en  supposant  qu'on  puisse  y  at- 
teindre, la  valeur  correspondante  de  />'  serait  nulle,  et  Ton 
aurait  pour  limite  supérieure  du  débit 


(12)  Qjz=i2y/2^(^^,+  -:Jj, 

c'est-à-dire  le  débit  pouvant  s'écouler  par  un  orifice  CD 
d'aire  %  parfaitement  évasé  à  l'intérieur  et  débouchant  dans 
le  vide. 

Venturi  a  fait  de  nombreuses  expériences  sur  l'écoulement 
de  l'eau  par  des  ajutages  qui  consistaient  en  deux  troncs  de^ 
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cône  réunis  par  leur  petite  base.  Malheureusement  il  y  avait 
discontinuité  dans  le  profil  de  l'ajutage,  contrairement  à  ce 
que  nous  avons  supposé  plus  haut.  11  est  très  probable  que 
les  filets  ne  suivaient  pas  la  ligne  brisée  par  laquelle  se  trou- 
vait remplacée  la  courbe  continue  ACE  de  \difig.  3 12,  et  qu'il 
se  formait  des  remous  donnant  lieu  à  une  perte  de  charge. 
Aussi  Venturi  n'a-t-il  jamais  réalisé  la  limite  supérieure  du 
débit,  telle  qu'elle  résulterait  de  la  formule  (12);  il  n'est  pas 
allé  jusqu'à  la  moitié  de  cette  limite.  Néanmoins  cet  ajutage 
conique  divergent  augmentait  notablement  le  débit  qui  se 
serait  effectué  par  l'orifice  AB  en  mince  paroi  ;  Venturi  a  pu 
obtenir  presque  le  double,  en  choisissant  convenablement 
les  hauteurs  des  deux  troncs  de  cône  et  les  rayons  de  leurs 
bases. 


§  III.  —  Mouvement  rectiligne  et  nnilorme  de  l'eau  dans  les  tuyaux 
de  conduite  et  dans  les  canaux  découverts. 


287.  Lois  du  frottement  de  Veau  contre  les  parois  d*un 
tuyau  de  conduite.  —  Quand  l'eau  d'un  réservoir  à  niveau 
constant  s'écoule  sous  une  charge  constante,  par  un  tuyau 
cylindrique  de  longueur  notable,  on  constate  que  la  dépense 
diminue  à  mesure  qu'on  augmente  la  longueur  de  celui-ci, 
sans  changer  son  diamètre.  La  seule  explication  plausible  de 
ce  fait,  c'est  qu'il  existe  entre  le  liquide  et  les  parois  solides 
qui  le  contiennent  une  certaine  adhérence  opposée  au  mou- 
vement, et  que  cette  force  est  une  fonction  croissante  de  la 
longueur  du  tuyau.  Il  est  vrai,  d'après  les  indications  qu'on 
peut  avoir  au  sujet  des  forces  moléculaires,  que  cette  résis- 
tance ne  peut  agir  sensiblement  que  sur  les  molécules  d'eau 
très  voisines  de  la  paroi;  mais  celles-ci  agiront  à  leur  tour  en 
vertu  de  la  viscosité  du  liquide,  pour  retarder  d'autres  molé- 
cules plus  rapprochées  du  centre,  qui  elles-mêmes  transmet- 
tront encore  du  retard  à  une  couche  intérieure,  et  ainsi  de 
suite;  on  conçoit  de  cette  manière  que  le  frottement  de  la 
paroi  produise  un  effet  sur  toute  la  masse  liquide. 

Les  lois  de  ce  frottement,  dans  le  cas  d'un  écoulement 
uniforme,  ont  été  reconnues  par  une  étude  expérimentale. 


i 
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D'abord,  comme  on  l'a  déjà  dit  au  n<»  257,  il  est  sensiblement 
nul  dans  le  cas  où  il  y  a  repos  absolu  ou  relatif  du  liquide  par 
rapport  au  tuyau;  on  doit  donc  admettre  qu'il  dépend  de  la 
vitesse  de  glissement  du  liquide  sur  la  paroi  et  s'annule  en 
même  temps  qu'elle.  Secondement,  Dubuat  a  montré  qu'il  est 
indépendant  de  la  pression;  voici  comment  on  peut  le  recon- 
naître. On  fera  écouler  de  l'eau  par  un  tuyau  cylindrique, 
d'un  réservoir  A  à  un  autre  réservoir  B  {fig>  3i3),  tous  deux 
à  niveau  constant,  et  l'on  mesurera  le  volume  fourni  par  le 

Fip,.  3i3. 


1 

K 

1 

t 

B 

premier  au  second  dans  l'unité  de  temps.  On  s'arrangera  en- 
suite pour  faire  monter  les  deux  niveaux  d'une  même  quan- 
tité, de  manière  à  conserver  leur  même  différence  initiale  z 
dans  ce  second  état,  le  débit  passant  de  A  à  B  sera  resté  le 
même  que  dans  l'état  primitif,  et  par  conséquent  la  résistance 
produite  par  le  tuyau  n'aura  pas  changé  non  plus.  Cependant 
la  pression  augmente  à  mesure  que  le  niveau  monte  dans  les 
deux  réservoirs.  On  peut  rendre  le  fait  sensible  au  moyen  de 
tubes  piézométriques  implantés  dans  le  tuyau;  le  liquide 
monterait  dans  ces  tubes  jusqu'à  une  hauteur  qui  représen- 
terait la  pression  sur  leur  point  de  départ  inférieur,  et  il 
serait  aisé  de  constater  que  cette  hauteur  augmente  autant 
que  celle  de  l'eau  dans  les  deux  bassins.  Il  est  donc  bien 
prouvé  par  là  que  le  frottement  de  l'eau  sur  la  paroi  solide 
qui  la  contient  ne  dépend  pas  de  la  pression  mutuelle. 

D'un  autre  côté,  on  a  pu  constater  par  des  mesures  directes 
que  la  vitesse  du  liquide  dans  le  voisinage  de  la  paroi  du 
tuyau  est  partout  la  même.  Il  en  résulte  qu'il  n'y  a  plus  au- 
cune cause  capable  de  faire  varier  le  frottement  par  unité  de 
surface  sur  les  divers  éléments  de  la  paroi  d'un  tuyau  donné. 
Donc,  le  frottement  total  est  proportionnel  à  la  surface  sur 
laquelle  il  s'exerce. 

Bbbssb.  —  Cours  de  Méc,  II.  19 
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En  résumé,  si  Ton  nomme 

L  la  longueur  d'un  tuyau  cylindrique; 

X  le  périmètre  de  sa  section  transversale,  supposée  circu- 
laire ; 
W  la  vitesse  du  lif|uide  contre  la  paroi; 

les  considérations  précédentes  nous  autorisent  à  représenter 
le  frottement  total  qu'il  produit  sur  Teau  s'écoulant  unifor- 
mément, par  Texpression  L)^/(W),  dans  laquelle /(W)  dé- 
signe une  fonction  dont  les  coefficients  pourraient  varier  avec 
la  nature  du  tuyau,  car  on  conçoit  qu'une  paroi  rugueuse 
donne  lieu  à  plus  de  frottement  qu'une  paroi  bien  polie.  . 

Toutefois  on  a  préféré,  pour  la  commodité  des  calculs  pra- 
tiques, une  autre  expression  moins  rationnellement  indiquée, 
dans  laquelle  on  introduit,  au  lieu  de  la  vitesse  W  à  la  paroi,  ce 
qu'on  nomme  la  vitesse  moyenne.  Pour  la  définir,  supposons 
le  mouvement  rectiligne  et  permanent  établi  dans  le  tuyau; 
chaque  filet  parallèle  à  l'axe  se  meut  alors  avec  une  vitesse 
constante  (n®  277)  et  l'écoulement  est  uniforme.  Si  v  est  la 
vitesse  d'un  filet  de  section  transversale  w,  son  débit  par  unité 
de  temps  sera  wt'  et  le  débit  total  Q  du  tuyau  s'exprimera  par 
2(0 i^,  la  somme  £  devant  s'étendre  à  tous  les  éléments  co  qui 
composent  la  section  totale  û.  Alors  la  vitesse  moyenne  U  est, 

Q         Sax' 
par  définition,  égale  au  quotient  -^  ou  -- — ;  c'est  la  vitesse 

qui,  multipliée  par  la  section  du  tuyau,  donne  son  débit.  Cela 
pose,  il  a  été  admis  qu'on  pouvait,  avec  une  exactitude  prati- 
quement suffisante,  remplacer  la  fonction /(W)  par  une  autre 
fonction  F(U),  dont  les  coefficients  dépendraient  aussi  de  la 
nature  des  parois. 

Nous  adopterons  donc  finalement  l'expression  L/F(U)  pour 
représenter  le  frottement  dont  il  s'agit.  On  verra  un  peu  plus 
loin  comment  la  fonction  F(U)  a  été  déterminée. 

288.  Equation  du  mouvement  uniforme  de  Veau  dans  un 
tuyau.  —  Considérons  le  liquide  compris,  à  un  certain  instant, 
dans  l'intervalle  de  deux  sections  transversales  AqBo,  AB 
(yî^.  3iji);  le  mouvement  de  chaque  molécule  appartenant  à 
ce  système  matériel  est  supposé  rectiligne  et  uniforme,  et 
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dès  lors  toutes  les  forces  d'inertie  sont  nulles.  Donc  aussi, 
conformément  au  principe  de  d'Alembert  (n*  193),  les  forces 
réellement  agissantes  satisfont  aux  conditions  générales  de 
l'équilibre  (n<»129);  la  somme  de  leurs  projections  sur  un  axe 
quelconque  est  nulle,  et  cela  est  vrai  en  particulier  quand  on 
fait  les  projections  sur  Taxe  du  tuyau. 
Pour  écrire  Téquation  qui  exprime  ce  '^'  ^^' 
fait,  désignons  par  ^ — , 


L  la  distance  CoC  des  deux  sections;  s^^^ 

y,  û  et  U  les  mômes  quantités  qu'au      ^^y\^ 

■n«287;  ^•ii^>>->.. 

Pq, p  les  pressions  moyennes  dans  les  ^Sn*  ""-./^ 

sections  Ao  60,  AB;  i        ^s^^x 

xîo,  ^  les  ordonnées  de  leurs  centres 

Coy  C  en-dessous  d'un  plan  horizontal  de  comparaison  NN; 
a  l'angle  que  fait  l'axe  CoC  avec  la  verticale; 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau. 

Le  poids  du  volume  d'eau  AqBoAB  est  nûL  et  sa  projection 
sur  CqC  a  pour  valeur  ncLcosa  ou  Xi{i{z  —  z^);  les  pressions 
totales  sur  les  deux  sections  AoBq,  AB  sont />o^»  — p^;  le 
frottement  sur  la  paroi  est  égal  (n*  287)  à  LxF(U).  Comme 
il  n'y  a  pas  d'autres  forces  extérieures,  et  que  les  trois  der- 
nières se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  CoC,  on  aura  donc 

ni2(::-^o)H-(/>o-/>)i2-LxF(U)  =  o, 

soit,  en  isolant  le  frottement  dans  le  second  membre  et  divi- 
sant par  nû. 

Nous  allons  maintenant  transformer  cette  équation.  Remar- 
quons  d'abord  que  la  pression  varie  suivant  la  loi  hydrosta- 
tique dans  chacune  des  sections  extrêmes  (n«  277,  quatrième 
règle),  les  pressions  moyennes  p^  et  p  sont  celles  du  liquide 
aux  points  Co  et  C  (n®  264.);  on  reconnaît  alors  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  ci-dessus  la  charge  entre  les  deux 
points  Co  et  C  du  filet  central  (n'»  274).  C'est  aussi  la  charge 
pour  un  filet  quelconque  allant  de  AoB©  à  AB,  car,  en  raison 
de  la  loi  hydrostatique  des  pressions,  il  n'y  a  qu'un  seul  et 
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même  niveau  piézométrique  pour  tous  les  points  de  chacune 
des  surfaces  AoBo,  AB,  comme  on  Ta  vu  dans  une  autre  occa- 
sion (n<^  Wk).  Enfin,  d'après  le  théorème  de  D.  BernouUi 
généralisé  (n»  276),  c*est  aussi  la  perte  de  charge  éprouvée 
par  une  molécule  quelconque  dans  le  parcours  de  la  distance 
entre  les  deux  mêmes  sections,  puisque  la  vitesse  de  cette 
molécule  reste  constante.  D'un  autre  côté,  si  D  représente  le 
diamètre  du  tuyau,  on  a 

enfin,  nous  verrons  bientôt  qu'on  peut  adopter  pour  valeur 
de  -  F(U)  le  binôme  du  second  degré  al]  -\-  ôU%  dans  lequel 

a  et  b  sont  deux  coefficients  constants  pour  chaque  tuyau.  Eu 
égard  à  ces  observations,  si  Ton  représente  encore  par  7  l'a- 
baissement du  niveau  piézométrique  entre  AqBo  et  AB,  c'est- 
à-dire  z  —  Zo-h  ^^     ^y  Téquation  (i)  pourra  s'écrire 

(2)  y.^^.(a{}-^b\]^). 

y 
On  remarquera  encore  que  y-  représente  la  charge  ou  perte 

de  charge  par  unité  de  longueur  entre  AqBq  et  AB;  en  la  dési- 
gnant par  J,  l'équation  (2)  se  mettra  sous  la  forme  très  habi- 
tuellement employée 

(3)  ^DJ  =  aU4-^U*. 

Les  équations  (2)  et  (3)  montrent  que  la  charge  ou  perte 
de  charge  J  par  unité  de  longueur  est  constante  dans  toute 
l'étendue  du  tuyau,  et  que,  par  conséquent,  le  niveau  piézo- 
métrique baisse  uniformément  avec  la  longueur,  dans  le  sens 
de  Técoulement;  en  effet,  D  et  U  sont  des  quantités  con- 
stantes pour  toutes  les  sections. 

Maintenant  on  a  pour  valeur  du  débit  Q,  suivant  la  défini- 
tion même  de  la  vitesse  moyenne  {u?  287), 

(4)  Q  =  iirD«U. 
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On  voit  donc  que  les  quatre  quantités  1),  J,  U,  Q  sont  liées 
par  deux  équations  (3)  et  (4),  et  que,  deux  d'entre  elles 
étant  données,  on  peut  déterminer  les  deux  autres.  Si,  par 
exemple,  on  connaissait  les  niveaux  piézométriques  aux  deux 

extrémités  et  le  diamètre,  on  aurait  comme  données  J  =  y" 

et  D;  on  tirerait  U  de  Téquation  (3),  et  Téquation  (4)  per- 
mettrait alors  de  calculer  Q.  Si  Ton  donnait  Q  et  J,  Télimi- 
nation  de  U  entre  les  deux  mêmes  équations  donnerait  une 
équation  d'où  Ton  déduirait  D  par  tâtonnement;  ayant  D 
et  Q,  on  tirerait  U  de  Téquation  (4).  Nous  nous  bornons  à 
une  simple  indication  de  ces  calculs.  On  les  simplifie  dans  la 
pratique,  par  des  moyens  que  nous  ne  pouvons  développer 
ici. 

La  démonstration  des  équations  (i),  (2),  (3)  a  été  faite 
dans  l'hypothèse  d'un  tuyau  rectiligne;  mais  le  résultat  peut 
s'étendre  facilement  au  cas  d'un  tuyau  formé  de  plusieurs 
cylindres  de  même  diamètre,  dont  les  axes  dessineraient 
une  ligne  brisée,  et  qui  se  raccorderaient  entre  eux  par  des 
courbes  ayant  comparativement  peu  de  longueur.  En  effet, 
dans  le  tuyau  total  ainsi  défmi,  le  débit  doit  être  le  même 
pour  deux  sections  transversales  quelconques,  car  autrement 
il  y  aurait  variation  de  la  masse  d'eau  comprise  dans  leur 
intervalle,  ce  qui  ne  peut  être,  à  cause  de  l'incompressibilité 

des  liquides;  le  produit  j  TtD*U  est  donc  constant  pour  toutes 

les  sections,  et,  puisque  D  est  supposé  constant,  la  vitesse 
moyenne  U  le  sera  aussi.  Appliquons  maintenant  l'équa- 
tion (2)  successivement  à  chacun  des  tuyaux  rectilignes  par- 
tiels; en  nommant  L',  U,  Vy  ...  leurs  longueurs;  7',  y\ 
y"' y  ...  les  abaissements  correspondants  du  niveau  piézomé- 
trique,  nous  aurons 
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Cl,  en  ajoulant  membre  à  membre, 

Or,  y  H-y-H7^H- . . .  n'est  autre  chose  que  rabaissement 
total  y  du  niveau  piézométrique  entre  les  deux  extrémités  du 
tuyau  avec  axe  brisé;  L'h-  L^'-h  L"'-!-. . .  est  de  même  la  lon- 
gueur de  ce  tuyau.  L'équation  précédente  reproduit  alors 
l'équation  (2);  donc  cette  équation  (2)  et  ses  transformées  (i) 
et  (3)  sont  applicables  aux  tuyaux  composés  de  parties  droites 
comme  aux  tuyaux  rectilignes.  Donc,  enfin,  les  mômes  calculs 
peuvent  être  faits  sur  ces  deux  genres  de  tuyaux. 

289.  Détermination  de  la  fonction  F(U).  —  Il  faut  avoir  à 
sa  disposition  les  résultats  d'un  certain  nombre  d'expériences, 
dans  lesquelles  on  aurait  mesuré  ou  évalué  les  quantités  D, 
J  et  U.  Le  diamètre  D  est  connu  par  une  mesure  directe. 
Pour  avoir  J,  on  peut  implanter  sur  le  tuyau  deux  tubes  pié- 
zométriques,  en  des  sections  distantes  d'une  longueur  L,  et 
mesurer  directement  la  différence  de  niveau  y  des  colonnes 

d'eau  qui  montent  dans  ces  tubes;  on  en  déduira  J  =  y-- 

Enfin,  si  l'on  recueille  dans  un  bassin  de  forme  simple  le 
liquide  écoulé  par  le  tuyau  dans  un  certain  temps  observé, 
la  variation  du  niveau  de  ce  bassin  fera  connaître  le  volume 
qu'il  a  reçu  dans  ce  môme  temps;  on  en  déduit  le  débit  Q 

par  seconde  et  par  suite  la  vitesse  moyenne  U=r  — ^« 

Prony,  ayant  à  sa  disposition  les  résultats  de  cinquante  et 

une  expériences  de  Couplet, 
Bossut  et  Dubuat,  construisit 
une  série  d'un  pareil  nombre 
de  points,  en  portant  comme 
abscisses  les  valeurs  de  U,  et 
comme  ordonnées  rectangu- 
laires correspondantes  les  va- 

leurs  de  ^yr*  I*  trouva  que  tous 

ces  points  se  trouvaient  dans  le  voisinage  d'une  certaine 
droite  MN  {Jîg.  3i5),  qu'il  était  possible  de  tracer  sans 
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s'écarter  beaucoup  d'aucun  d'eux.  II  en  conclut  que  yjr  était 
une  fonction  linéaire  de  U,  et  posa 

DJ  , ,, 

OU  bien 

k 

les  nombres  a  el  6  étant  regardés  par  lui  comme  des  con- 
stantes, auxquelles  il  attribua  les  valeurs 

a  1=0,0000173,     6=:o,ooo348. 

Pour  avoir  a,  il  suffisait  de  mesurer  sur  la  figure,  d'après 
l'échelle  des  ordonnées,  la  longueur  OM  ou  l'ordonnée  à 
l'origine;  de  même  on  aurait  b  en  mesurant  l'accroissement 
d'ordonnée  pour  un  accroissement  i  de  l'abscisse. 
On  se  rappelle  qu'on  est  arrivé  à  l'équation  (3)  du  n«  288 

en  mettant  ûfU-h6U*  au  lieu  de  -F(U);  on  aurait  donc, 
d'après  Prony, 

F(U)=rn(o,ooooi73U-ho,ooo348U*)  =  o,oi73U-ho,348US- 

cette  formule  suppose,  d'ailleurs,  l'emploi  de  nos  unités  ordi- 
naires, savoir  :  la  seconde  pour  le  temps,  le  mètre  pour  les 
longueurs,  le  mètre  carré  pour  les  surfaces,  le  mètre  cube 
pour  les  volumes,  le  kilogramme  pour  les  forces. 

Après  Prony,  d'Aubuisson  et  Eytelwein  ont  proposé  de  mo- 
difier les  valeurs  de  a  et  de  6,  et  ont  indiqué  les  valeurs  sui- 
vantes, s'accordant  mieux  avec  l'ensemble  des  expériences 
dont  ils  disposaient  : 

a  =  0,0000222,     b  =  0,000280    (Eytelwein); 
a  =  0,0000188,     ^:=  0,000343     (d'Aubuisson), 

D'autres  personnes,  pour  simplifier  les  calculs,  ont  proposé 
de  supprimer  le  terme  a\]  dans  le  binôme  aO  +  6U';  le  coef- 
ficient a  est,  en  effet,  petit  relativement  à  6,  de  sorte  que,  si 
U  n'est  pas  très  petit,  on  ne  commet  pas  ainsi  d'erreur  bien 
notable.  D'ailleurs,  comme  l'a  fait  observer  Dupuit,  lorsque  U 
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» 

est  petit,  le  frottement  des  parois  Test  aussi,  et  alors  on  n'a 
pas,  en  général,  besoin  de  le  connaître  bien  exactement;  en 
outre,  toutes  les  formules  peuvent  se  trouver  en  défaut  dans 
certains  cas  particuliers.  Aussi  Dupuit  n*a-t-il  pas  hésité  à 
poser  une  formule  qui  revient  à  prendre 

a-~o,     b  zno,  ooo385d>  ; 

en  augmentant  ainsi  un  peu  la  valeur  de  b,  on  compense  dans 
une  certaine  mesure  la  suppression  du  terme  aU. 

M.  Barré  de  Saint-Venant  a  reconnu  que  les  résultats  des 
cinquante  et  une  expériences  dont  s'était  servi  Prony  pou- 
vaient être  assez  bien  représentés  en  remplaçant  le  binôme 
aU  4-  ^U*  par  le  monôme  cU"*;  il  a  indiqué  pour  m  et  c  les 

valeurs 

1 2 
mz^  —  >     c  =  o ,  0002955. 

Darcy  a  procédé  avec  un  peu  plus  de  rigueur  que  ses  devan- 
ciers. 11  a  cherché  à  part  les  valeurs  de  a  et  de  ^  pour  une 
nature  déterminée  de  paroi  et  pour  des  diamètres  également 
déterminés;  faisant  ensuite  varier  successivement  la  nature 
de  la  paroi  et  le  diamètre,  il  est  arrivé  aux  conclusions  que 
voici  : 

1°  Lorsqu'il  s'agit  de  tuyaux  neufs,  le  frottement  de  l'eau 
contre  les  parois  varie  considérablement  avec  la  nature  et  le 
poli  des  surfaces;  ainsi  la  fonte  neuve  donne  lieu  à  un  frot- 
tement dépassant  de  moitié  celui  que  produit  une  surface  en 
bitume; 

20  La  nature  de  la  surface  tend  à  perdre  son  influence  à 
mesure  que  les  tuyaux  se  recouvrent  d'une  couche  de  dépôts 
amenés  par  l'eau  elle-même;  ainsi  toutes  les  surfaces  sont, 
après  quelque  temps  d'usage,  équivalentes  au  point  de  vue  de 
leur  frottement  sur  l'eau;  ce  frottement  est  à  peu  près  le 
double  de  ce  qu'il  serait  avec  la  fonte  neuve; 

3<»  Le  frottement  par  unité  de  surface  peut  toujours  être 
repi^senté  par  n(aU  +  ^U');  mais  dans  les  tuyaux  qui  ont 
servi  quelque  temps  il  s'exprime  d'une  manière  suffisamment 
exacte  par  le  monôme  UbiU-; 

4°  Les  nombres  a  et  b  varient,  non  seulement  avec  la  na- 


nVDRAULIQUB.  297 

lure  de  la  surface  (si  elle  est  neuve),  mais  aussi  avec  le  rayon 
R  du  tuyau;  le  nombre  bj  varie  seulement  avec  celte  dimen- 
sion; 

50  Ces  nombres,  dans  le  cas  de  luyaux  recouverts  de  dépôts, 
sont  exprimés  par  les  formules 


.,        0,00000000876 
a  =z  0,000002  H ^ ^— 

o , 0000062 


b  =0,0004/43  + 


bi=zo,  000607 


il     ' 

0,00000647 
R         ' 


pour  la  fonte  neuve  il  faudrait  diminuer  les  nombres  a  ei  b 
environ  de  moitié  (*). 

Comme  il  faut  toujours  compter  sur  l'existence  de  dépôts 
après  un  temps  plus  ou  moins  long,  on  voit  qu'en  définitive  on 
peut  adopter  le  monôme  ^lU*  au  lieu  du  binôme  al]  -f-  6U-; 
seulement  il  paraît  que  ce  nombre  varie  avec  le  rayon  du 
tuyau,  contrairement  à  l'opinion  de  Prony,  et  qu'il  est  plus 
grand  pour  les  petits  tuyaux  que  pour  ceux  d'un  calibre  assez 
fort. 

290.  Problèmes  particuliers  sur  Vécoulement  de  Veau  par 
une  conduite  adaptée  à  un  bassin.  —  Soient  d'abord  donnés 
deux  bassins  A  etB  {Jig*  3i6)  communiquant  par  une  con- 
duite sensiblement  rectiligne;  on  donne  les  pressions  /?,  p' 
sur  les  niveaux  de  ces  bassins  et  la  distance  verticale  z  de  ces 
niveaux,  ainsi  que  la  longueur  L  et  le  diamètre  D  de  la  con- 
duite. On  demande  de  déterminer  la  vitesse  U  dans  cette 
conduite  et  son  débit  Q  par  seconde. 

Si  nous  considérons  une  molécule  occupant  actuellement 


('  )  En  réalité,  Darcy  a  déterminé  avec  beaucoup  de  soin  le  frottement  de 
l'eau  sur  la  fonte  neuve;  il  a  ensuite  admis  (peut-être  sans  faire  un  assez 
grand  nombre  de  vérifications)  que  les  coefficients  devaient  se  doubler  après 
un  certain  temps,  à  cause  des  dépôts  amenés  par  l'eau.  On  peut  cependant 
s'en  tenir  à  cette  conclusion,  qui  tend  à  évaluer  le  frottement  d'une  ma- 
nière assez  large  et  peut  éviter  des  mécomptes  dans  les  applications  pra- 
tiques. 
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la  position  M  dans  la  section  CD  et  ayant  occupé  antérieure- 
ment la  position  Mo  dans  le  bassin  alimentaire  A,  il  sera  facile 
d'avoir  la  charge  entre  ces  deux  positions.  Les  mouvements 
étant  très  lents  dans  le  bassin  A,  la  pression  en  Mo  a  la  valeur 

Fig.  3 16. 


hydrostatique  et  par  suite  le  niveau  piézométrique  au  même 

point  est  à  la  hauteur  -^  au-dessus  de  celui  du  bassin;  de 

même  la  pression  varie  suivant  la  loi  hydrostatique  dans  la 
section  CD,  en  raison  du  parallélisme  des  filets  (n<»  277,  qua- 
trième règle),  et  au-dessus  de  CD,  à  cause  de  la  lenteur  des 
mouvements  (n^  277,  deuxième  règle),  d'où  il  suit  que  le  ni- 
veau piézométrique  en  M  est  le  niveau  du  bassin  B  relevé  de 

p'  1  P  —  p' 

jr-  Donc  la  charge  entre  M©  et  M  a  pour  valeur  z  -4-      ,.     > 

et  comme  la  vitesse  est  à  peu  près  nulle  en  Mo,  le  théorème 
de  D.  Bernoulli  généralisé  (n^  276)  donne 


U- 


r  -  p 

II 


î, 


en  nommant  Çla  perte  de  charge  répondant  au  parcours  MoM. 
Cette  perte  comprend  deux  parties  :  1°  si  la  conduite  entre 
dans  le  bassin  A  sans  évasement,  elle  fonctionne  à  son  ori- 
gine comme  un  ajutage  cylindrique  dans  lequel  la  vitesse  de 

1  U» 

sortie  serait  U,  et  il  se  produit  de  ce  chef  une  perte 

2  2^ 

(n<»  285);  2^  le  frottement  sur  toute  la  longueur  de  la  con- 
duite produit  une  autre  perte  exprimée  par  -j^  {aU -\- b\]^) 
(n«  288).  La  perte  totale  est  donc 

I       U*  4L,       ,,  ,-T9V 
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et  sa  substitution  dans  Téquation  précédente  conduit  à  Téqua- 
tion 

2  2^       I)  '  n 

qui  permet  de  calculer  facilement  U,  puisque  cette  inconnue 
n'y  entre  qu'au  second  degré.  L'équation  (4)  du  n®  288  ferait 
ensuite  connaître  la  valeur  du  débit  Q. 

Si  l'on  supposait  Q  donné  et  D  inconau,  les  autres  données 
restant  les  mêmes,  on  éliminerait  U  e  tre  les  équations  (4) 
et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  du  degré  supérieur  qui 
permettrait  d'avoir  D  par  tâtonnement.  On  calculerait  ensuite  U 
par  l'équation  (4)« 

Supposons  maintenant  que  là  conduite  partant  du  bassin  A 
se    termine    par    un    orifice    en 
mince  paroi  EF  (fig.  817)  n'a-  ^'^-  ^'7- 

boutissant  pas  à  un  second  bas- 
sin, mais  versant  directement 
l'eau  dans  une  atmosphère  à  la 
pression  7/.  Nommons 

z^  la  distance  verticale  entre  le  point  central  de  l'orifice  EF 

et  le  niveau  du  bassin  alimentaire  A; 
V  la  vitesse  du  liquide  dans  la  section  contractée  e/ qui  suit 

l'orifice  EF; 
m  le  coefficient  de  contraction,  c'est-à-dire  le  rapport  des^ 

aires  e/et  EF; 
S  Taire  ÈF; 

les  autres  notations  seront  les  mêmes  que  dans  le  problème 
précédent.  Alors  on  reconnaîtra,  comme  au  n°  278,  que  la 
charge  dans  le  parcours  d'une  molécule,  depuis  le  bassin  A 

P  —  p' 
jusqu'à  e/,  a  sensiblement  pour  valeur  5j-+- ~)  les  pertes 

se  calculant  d'ailleurs  comme  dans  le  premier  problème,  le 
théorème  de  D.  Bernoulli  généralisé  donnerait,  au  lieu  de 
l'équation  (5), 

iaK  ^"  P  —  P'^      u*  4L/       TT  t¥TlX 

2^        '  n  2  2^        I)  "^  ^ 
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D'un  autre  côté,  on  a  pour  expression  du  débit  Q 


On  tire  de  là 


Q=i7  7:D'U=:mSV. 

4 


4//2S 


valeur  qui,  portée  dans  l'équation  (6),  conduit  à 

L'équation  (7)  remplacerait  l'équation  (5)  du  premier  pro- 
blème; en  y  joignant  l'équation  (4)  on  pourrait,  soit  calculer 
U  el  Q  quand  toutes  les  autres  quantités  sont  connues,  soit 
calculer  le  diamètre  nécessaire  pour  un  débit  donné,  et  la 
vitesse  correspondante. 

291.  Généralités  et  faits  d^ expérience  concernant  le  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme  de  Veau  dans  les  canaux  décou- 
verts.  —  Quand  l'eau  coule  dans  un  canal  découvert,  par 
filets  rectilignes,  la  pression  dans  une  section  transversale 
quelconque  varie  suivant  la  loi  hydrostatique  (n<*  277,  qua- 
trième règle).  Les  lignes  d'égale  pression  doivent  donc  être 
des  horizontales,  comme  dans  le  cas  de  l'équilibre  (n<'261), 
et  il  en  est  de  même  de  la  ligne  qui  marque  la  position  de  la 
surface  libre  dans  le  profil.  Mais  la  règle  sur  laquelle  nous 
nous  appuyons  pourrait  se  trouver  en  défaut  dans  le  cas  d'un 
mouvement  sensiblement  curviligne  des  filets,  surtout  si  en 
même  temps  la  vitesse  était  assez  grande;  on  pourrait  alors 
observer  une  certaine  courbure  ou  pente  de  la  surface  libre 
dans  un  même  profil.  Toutefois  ce  sont  là  des  circonstances 
qu'on  peut  regarder  comme  exceptionnelles,  et  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas  davantage. 

Depuis  longtemps  l'expérience  a  fait  connaître  que  les  vi- 
tesses aux  divers  points  d'une  même  section  ne  sont  pas 
égales.  La  vitesse  maximum  V  a  lieu  à  la  surface,  vers  le  point 
qui  répond  à  la  plus  grande  profondeur;  la  vitesse  minimum 
existe  en  quelque  point  de  fond;  nous  nommerons  W  celle 
du  point  situé  au  fond,  sur  la  même  verticale  que  celui  dont 
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la  vitesse  est  V.  On  appelle  encore  ici  vitesse  moyenne  celle 
qui,  multipliée  par  Taire  de  la  section,  donne  le  débit  ou  la 
dépense  du  cours  d'eau,  c'est-à-dire  le  volume  de  liquide 
traversant  la  section  dans  l'unité  de  temps.  En  désignant  par  U 
cette  dernière  vitesse,  Dubuata  proposé  la  relation  empirique 

(8)  U=:i(V  +  W). 

D'un  autre  côté,  Prony  a  cherché  le  rapport  entre  U  et  V, 
et  l'a  trouvé  variable  avec  V;  les  expériences  de  divers  hy- 
drauliciens  l'ont  conduit  à  poser 

(9)  u=^v^:r37r5' 

formule  dans  laquelle  les  vitesses  sont  censées  évaluées  en 
mètres  parcourus  dans  une  seconde.  Si  l'on  calcule  le  rap- 
port ^  pour  diverses  valeurs  de  V,  on  trouve  les  résultats  que 
voici  : 

Vz^O^jO,        0",5,         l'^jO,         i™,5,        2»»,0,        2™, 5, 

y:=o,75,       o,79,       o,8i,       o,83,       o,85,       0,87. 

On  voit  par  conséquent  que  ce  rapport,  variable  de  0,75 
à  1,00  ne  s'écarte  pas  beaucoup  de  0,80  dans  les  circon- 
stances ordinaires,  où  la  vitesse  est  modérée,  sans  être  très 
petite;  aussi  se  contente-t-on  souvent  de  la  relation  simple 

(10)  U=:0,8V. 

Il  serait  difficile  de  croire  à  la  complète  généralité  des  for- 
mules (8),  (9)  et  (lo),  qui  ne  tiennent  aucun  compte  de 
toutes  les  circonstances  par  lesquelles  un  courant  d'eau  rec- 
tiligne  et  uniforme  peut  différer  d'un  autre.  D'ailleurs  les  ex 
périences  de  Dubuat,  qui  ont  contribué  à  rétablissement  de 
ces  formules,  ont  été  faites  dans  des  canaux  en  bois  de  petites 
dimensions,  difficilement  assimilables  aux  lits  des  cours  d'eau 
naturels. 

M.  Bazin,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  qui  a 
été  le  collaborateur  et  le  continuateur  de  Darcy,  a  proposé 
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une  nouvelle  formule  empirique,  pour  exprimer  la  relation 
entre  U  et  V,  savoir  : 

(II)  V-U  =  i4vTW, 

en  désignant  par  i  la  pente  du  cours  d'eau  par  unité  de  lon- 
gueur; R  ce  qu'on  nomme  le  rayon  moyen,  c'est-à-dire  le 
quotient  de  la  section  transversale  il  du  courant,  par  la  lon- 
gueur X  de  la  portion  de  son  périmètre  en  contact  avec  les 
parois  du  lit  (').  La  longueur  ^  a  reçu  le  nom  de  périmètre 
mouillé,  ce  qui  suppose  évidemment  qu'on  la  considère 
comme  appartenant  à  la  section  du  lit,  et  non  plus  à  celle  du 
courant. 

292.  Équation  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  de 
l'eau  dans  les  canaux  découverts,  —  Soit  donné  un  courant 
d'eau  composé  de  filets  parallèles  et  rectilignes,  en  mouve- 
ment permanent  et  par  suite  uniforme  (n*»  277);  la  section  de 
chaque  filet  est  alors  constante,  et  leur  ensemble  figure  un 
cylindre  contenu  dans  une  paroi  solide  ou  lit  de  forme  égale- 

»  g  ment  cylindrique.  Considérons 

une  partie  de  ce  courant  com- 
prise entre  deux  sections  trans- 
versales AoBo,  AB  {Jig.  3i8), 
et  appliquons  à  ce  système  ma- 
tériel le  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées 
'''^'  sur  un  axe  parallèle  aux  filets. 

La  projection  des  quantités  de  mouvement  est  constante, 
puisque  chaque  molécule  se  meut  uniformément  et  en  ligne 
droite;  donc  la  projection  totale,  sur  le  même  axe,  des  forces 
extérieures  agissant  sur  ce  système  est  constamment  nulle, 
et  elle   est  nulle   en   particulier  pour  la   position   initiale 


(  '  )  Quand  la  section  du  courant  est  un  demi-cercle  de  rayon  r,  on  a 

1  û       r 

Û=-'rcr^,  y,  =  'Kr,  R  =  —  =-•   Le    rayon    moyen   est    alors   égal    à    la 

2  -  X        ^ 

moyenne  arithmétique  entre  les  rayons  extrêmes  (o  et  r)  des  couches  con- 
centriques en  lesquelles  on  peut  concevoir  la  section  décomposée;  la  déno- 
mination adoptée  semble  dans  ce  cas  assez  naturelle.  On  la  généralisée 
arbitrairement  et  étendue  au  cas  d'une  section  de  figure  quelconque. 
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AoBqAB  (*).  Dans  celle  position,  les  forces  exlérieures  à 
projeter  sonl  :  i*»  le  poids  du  volume  d'eau  AoBoAB;  2*  les 
pressions  sur  les  surfaces  AqBq  el  AB;  3«»  le  frotlemenl  sur  la 
paroi  solide  du  lil;  il  n'y  a  pas  à  s'occuper  des  réactions  nor- 
males du  lit  ni  de  la  pression  sur  la  surface  libre  du  courant, 
car  leurs  directions  sont  perpendiculaires  à  Taxe  et  leurs  pro- 
jections nulles. 
Désignons  par 

o  la  section  transversale  du  courant; 
X  le  périmètre  mouillé; 

/  la  distance  AqA  des  deux  sections  considérées; 
z  la  projection  verticale  de  /,  c'est-à-dire  la  pente  totale  entre 
les  points  Ao  el  A; 

i  le  quotient  y  ou  la  perte  commune  du  lit  et  du  courant,  par 

unité  de  longueur; 

a  l'angle  des  filets  ou  des  génératrices  du  lit  avec  la  verti- 
cale; 

U  la  vitesse  moyenne  du  liquide  dans  une  section  quel- 
conque; 

n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau. 

Le  poids  du  volume  liquide  AqBqAB  sera  iiu/,  el  il  aura 
pour  projection  UQlcosoL=zUi2z  ou  encore  UQli,  Les  pres- 
sions sur  AqBo  et  AB  seront  égales  et  contraires  el  se  détrui- 
ront dans  la  somme  algébrique  des  projections;  en  effet,  le 
filet  liquide  ayant  pour  section  un  élément  to,,  de  AqBo  dé- 
coupe sur  AB  un  élément  w  égal  et  situé  de  la  même  ma- 
nière; les  pressions  po  et  p  par  unité  de  surface  sur  ces 
deux  éléments  sont  égales,  parce  que  dans  chacune  des  sec- 
tions AqBo,  AB  la  pression  varie  suivant  la  loi  hydrostatique 
et  que  l'excès  de  p^  ou  p  sur  la  pression  atmosphérique  est 
représenté  par  une  même  hauteur,  projection  verticale  de 
Ao^o  ou  de  A(o;  donc  enfin,  les  surfaces  AoBo,  AB  sont  com- 
posées des  mêmes  éléments  supportant  des  pressions  égales, 


(')  La  nullité  de  celte  somme  de  projections  pourrait  encore  se  justifler 
ici  par  un  raisonnement  identique  à  celui  qu'on  a  fait  dans  le  cas  des  tuyaux 
(n-288). 
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et,  comme  ces  pressions  agissent  en  sens  contraires,  elles  se 
détruisent,  ainsi  que  nous  l'avons  dit.  Enfin  nous  admettrons, 
par  analogie  avec  ce  qui  a  été  fait  pour  les  tuyaux  (n«  287), 
que  le  frottement  du  lit  dans  Tintervalle  compris  entre  AoB© 
et  AB  peut  s'exprimer  assez  approximativement  par  ^xf^i(U)^ 
la  fonction  Fi(U)  devant  être  choisie  de  manière  à  reproduire 
le  mieux  possible  les  résultats  d'expériences.  Alors  on  aura 
l'équation 

qui,  divisée  par  n/y,  prend  la  forme 
(12)  lU=jjF,(U). 

293.  Détermination  de  la  fonction  Fi(U);  expressions  di^- 
verses  en  usage.  —  La  fonction  Fi(U)  se  détermine  par  des 
moyens  semblables  à  ceux  qu'on  a  indiqués  au  n°  289,  à  l'oc- 
casion des  tuyaux.  Un  courant  découvert  étant  donné,  on  peut 
d'abord  mesurer  directement  la  pente  i,  la  section  û,  le  péri- 

mètre  mouillé  y,  et  par  suite  on  a  le  rayon  moyen  R  =  - 

ainsi  que  le  produit  Rt.  On  mesure  ensuite  le  débit  Q  comme 
pour  les  tuyaux,  s'il  s'agit  d'un  courant  artiflciel  de  dimen- 
sions transversales  assez  petites;  dans  le  cas  d'un  courant 
naturel,  si  ce  procédé  devient  inapplicable,  on  peut  en  em- 
ployer d'autres,  dont  l'exposition  ne  rentre  pas  dans  notre 

programme.  Du  débit  on  déduit  la  vitesse  U  =:  -^-  On  connaît 

ainsi  les  valeurs  de  la  fonction  Fi(U),  égales  à  nR«,  pour  une 
série  de  valeurs  de  la  variable  U;  on  cherche  alors  une  for- 
mule telle  que 

F,(U)=:plJ-HTU'-h3ïî3-^-... 

qui  reproduise  le  mieux  possible  les  valeurs  de  Fi(U). 

Prony  a  constaté,  en  se  servant  de  diverses  expériences 
connues  avant  lui,  que  les  points  ayant  pour  abscisses  les 
vitesses  U  et  pour  ordonnées  les  valeurs  correspondantes  de 

-jr  se  trouvaient  à  peu  près  en  ligne  droite;  il  a  posé,  en  con- 
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séquence, 

ou,  d'après  Téqualion  (12), 

F,(U)=in(aU-+-^U«), 

les  lettres  a  et  6  représentant  des  coefficients  numériques 
auxquels  il  attribuait  les  valeurs 

ûT  =1  o ,  000044  >     b=:o,  000809, 

Suivant  Eytelwein,  qui  prenait  en  considération  d'autres 
expériences,  il  serait  mieux  d'adopter  les  valeurs 

a  ^0,000024»     ^=:o,ooo366. 
M.  de  Saint-Venant  a  proposé  l'expression  monôme 

F,(U)=:ncU'\ 

2 1 

dans  laquelle  il  fait  /n  =  —  et  c==o,ooo4oi.  Diverses  per- 
sonnes ont  adopté  la  formule  plus  simple  et  peu  différente 

F,(U)  =  nxo,ooo4U«; 

l'équation  (12)  devient  alors 

R/i:=o,ooo4U*, 

d'où  l'on  tire  la  formule 

U:=:5ov/R7, 

donnée  en  France  dès  1776  par  Chézy  et  connue  plus  ordinai- 
rement sous  le  nom  de  formule  de  Tadini, 

M.  Bazin  a  reconnu  qu'on  ne  pouvait  arriver  à  une  expres- 
sion passablement  exacte  de  F, (U),  sans  tenir  compte  à  la 
fois  des  dimensions  de  la  section  transversale  et  de  la  nature 
du  lit.  Adoptant  la  formule  monôme 

F,(U)  =  n^us 
il  exprime  le  coefficient  6,  par  la  formule 

BaB88E.  —  Cours  de  Mie,  \\.  ao 


2Î) 
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Q 

dans  laquelle  R  désigne  le  rayon  moyen  -  de  la  section,  k 

et  n  étant  des  coeffîcients  variables  suivant  la  nature  des  pa- 
rois du  lit.  A  cet  égard,  M.  Bazin  distingue  quatre  catégories 
de  parois  : 

I*  Parois  très  unies  :  ciment  lissé,  planches  rabotées; 

1^  Parois  moyennement  unies  :  pierres  de  taille,  planches 
brutes; 

3«  Parois  peu  unies  :  maçonnerie  de  moellons; 

4°  Parois  rugueuses  :  terrain  naturel. 

Ces  quatre  catégories  sont  comme  des  types,  entre  lesquels 
on  conçoit  facilement  des  catégories  intermédiaires.  M.  Bazin 
donne  les  formules  qui  leur  correspondent  respectivement  : 

Première  catégorie 6,  =  o,oooi5  (  i  h — ^.-—  J» 

Deuxième  catégorie.. . .     ^,  =  0,00019  (  ih — ^—^ 

(        o  3 
Troisième  catégorie 6,  =1  o, 00024  (  i  h — U- 

Quatrième  catégorie ...     6,  =  0,00028  (  i  h — ^ 

Toutes  les  formules  numériques  par  lesquelles  on  vient 
d'exprimer  Fi(U)  supposent  l'emploi  de  nos  unités  ordi- 
naires, rappelées  au  n<»  289. 

294.  Problèmes  divers  sur  le  mouvement  uniforme  de  Veau 
dans  un  canal  découvert.  —  On  peut  se  proposer,  au  sujet  du 
mouvement  uniforme  de  l'eau  dans  un  canal  découvert,  divers 
problèmes,  qui  ont  un  certain  intérêt  pratique  et  que  nous 
allons  passer  en  revue. 

Problème  I.  —  Étant  donnés  le  profil  transversal  d*un  lit 
prismatique  à  pente  constante,  la  pente  et  la  dépense,  trouver 
la  hauteur  à  laquelle  s'élève  Veau  dans  chaque  section,  quand 
le  mouvement  est  supposé  uniforme,  —  La  solution  peut  s'ob- 
tenir par  tâtonnement.  Une  hypothèse  faite  sur  la  position  du 
niveau  de  l'eau  relativement  au  lit  permet  de  calculer  ou  de 
mesurer  sur  un  dessin  la  section  û  du  courant,  le  périmètre 


HYDRAULIQUE.  3o7 

Q 

mouillé  X,  le  rayon  moyen  ~>  et  enfin  la  vitesse  moyenne  U, 

A. 

égale  au  quotient  de  la  dépense  donnée  Q  divisée  par  Q;  par 
suite  on  vérifie  si  Téquation  (12)  est  satisfaite.  On  arrive  à  y 
satisfaire  avec  l'approximation  qu'on  veut,  en  multipliant 
suffisamment  les  essais,  et  le  problème  est  alors  résolu. 
Adoptons,  comme  M.  Bazin,  la  formule 

iF.(U)  =  A:(,+  g)u«=A:(,  +  ^)u- 

il  0 

l'équation  (12)  deviendra,  en  remplaçant  R  par  7  et  U  par  —  » 

ce  qui  peut  s'écrire 


(i3) 


VS^-^^'l) 


Avec  les  figures  ordinaires  que  présentent  les  profils  des 
lits  naturels  ou  artificiels,  le  premier  membre  est  une  fonc- 
tion toujours  croissante,  depuis  o  jusqu'à  00 ,  quand  la  hau- 
teur de  l'eau  en  dessus  du  point  le  plus  bas  du  profil  varie 
elle-même  de  o  à  œ .  Cela  prouve  d'abord  que  dans  un  lit 
donné  la  dépense  correspondant  à  un  mouvement  uniforme 
croît  à  mesure  que  le  niveau  du  courant  s'élève;  secon- 
dement que,  si  l'on  donne  la  dépense  en  même  temps  que  le 
profil  du  lit,  il  n'y  a  qu'une  seule  hauteur  d'eau  capable  de 
faire  prendre  au  premier  membre  la  valeur  donnée  du  second, 
et  que,  par  conséquent,  le  problème  tel  qu'il  est  posé  com- 
porte une  solution  unique. 

Problème  IL  —  Réciproquement,  la  ligne  d'eau  étant  con- 
nue, ainsi  que  la  pente  et  le  profil  du  lit,  trouver  la  dépense, 

—  Les  données  permettent  d'avoir  û,  7  et  1^=7;  l'équa- 
tion (12)  donne  alors  U,  et  l'on  en  déduit  la  dépense  Q=::  Uti. 
Si  l'on  adoptait  les  formules  de  M.  Bazin,  on  aurait 


R/=:A-^-hg)u», 
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d*oii  résultent 


Nous  devons  faire  observer  que,  par  suite  de  Tincertitude 
qui  affecte  l'expression  de  Fi(U),  les  résultats  de  ce  calcul 
pourront  être  assez  inexacts,  surtout  si  le  profil  transversal 
présente  beaucoup  d'irrégularités  dans  sa  forme  et  s'il  ne  se 
maintient  pas  bien  constant  sur  une  certaine  étendue.  Dans 
la  pratique  on  préfère  mesurer  le  débit  par  les  moyens  directs 
que  nous  avons  déjà  mentionnés  (n°  293). 

Problème  III.  -*-  Connaissant  la  dépense  et  la  section  trans- 
versale, on  demande  la  pente,  —  On  chercherait  d'abord  la 

0  û 

vitesse  moyenne  U  =  ~>  et  le  rayon  moyen  R  =  -;  l'équa- 

tion  (12)  ne  renfermerait  plus,  comme  inconnue,  que  la 
pente  i  et  en  donnerait  facilement  la  valeur. 

Problème  IV.  —  Étant  données  la  pente  i  et  la  nature  des 
parois  du  lit,  on  demande  la  section  transversale  capable  de 
dépenser  un  volume  d*eau  Q  également  donné.  —  Supposons 
qu'on  adopte  les  formules  de  M.  Bazin;  alors  l'équation  (i3) 
est  applicable,  et  l'on  connaît  le  second  membre,  puisque  Q 
et  i  sont  donnés  et  que  k  est  connu  par  l'indication  de  la  na- 
ture des  parois.  La  section  cherchée  doit  donc  être  telle  que 

le  quotient  — — : r  ait  une  valeur  donnée.  Mais  cela  ne 

suffit  pas  pour  la  définir,  et  il  faut  ajouter  d'autres  conditions 
pour  que  le  problème  ne  soit  pas  indéterminé. 

Par  exemple,  on  peut  admettre  que  le  profil  transversal  du 
lit  sera  composé  d'une  horizontale  AB  (yî^.  Sig)  et  de  deux 
lignes  inclinées  faisant  un  même  angle  a  avec  la  verticale. 
Soit  CD  la  ligne  horizontale  du  niveau  de  Teau  ;  posons 

Alors  on  a 

fl=ixy-\-  y^  tangat, 

(l4)  {  ^       2.V 

'"  COSa 
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et  l'équation  (i3)  devient  en  conséquence 

r*(j?H- ytangg)* 

Ix  -\ ^  1  lûPY  H- r'ianga  -+-  n^n ^  ) 

\  COSa/  \  ^        ^  o  COSa/ 


3o9 


kQ' 


L'angle  a  étant  supposé  donné,  on  aurait  encore  la  faculté  de 
choisir  arbitrairement  a:  ou  /,  ou  d'établir  une  relation  entre 
ces  deux  quantités;  l'équation  précédente  permettrait  alors 
d'en  avoir  les  valeurs,  ce  qui  résoudrait  la  question. 

Fig,  319. 


On  pourrait  aussi  faire  disparaître  l'indétermination  en  se 
donnant  une  figure  semblable  à  la  section  cherchée.  On  au- 
rait dans  ce  cas 

X  désignant  l'une  quelconque  des  dimensions  de  la  section, 
7  et  r  des  nombres  déterminés  et  connus.  La  substitution  de 
ces  valeurs  dans  l'équation  (i3)  conduit  à 

— r  =  — :-  > 

r{qx  -{-  nr)  i 

d'où  l'on  déduirait  x  et  par  suite  toutes  les  dimensions  de  la 
section  inconnue. 

Enfin,  comme  il  arrive  souvent  que  le  canal  doit  être  creusé 
à  fleur  de  terre,  on  peut  alors  s'imposer  la  condition  que  u 
soit  minimum,  afin  de  rendre  aussi  petit  que  possible  le  vo- 
lume des  déblais.  Sans  traiter  la  question  d'une  manière  gé- 
nérale, voyons  ce  qui  résulte  de  cette  condition  de  minimum 
dans  le  cas  simple  d'une  section  en  trapèze  isoscèle,  comme 
celle  que  représente  la  flg,  819.  Reprenons  l'équation  (i3). 
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SOUS  la  forme 

on  on  déduit,  par  la  difTérentiation,  dans  l'hypothèse  oùx  et  ii 
varient  pendant  que  i  et  Q  restent  constantes, 

TQ^  "^^  ^  ^^"^^  -H  (12  -t-  2n/)  dy. 

Or,  si  12  est  minimum,  dQ  est  nul;  Téquation  précédente  se 

réduit  alors  à 

(il-h2n/)d/  —  o, 

ce  qui  entraîne  la  condition  dy  =z  o.  Égalant  alors  à  zéro  les 
différentielles  des  expressions  (i4),  il  vient 

ydx'^{X'\-  2jtanga)  dy^^o, 

dx  H ^  =  o  ; 

cosa 

dv 
d'où  résulte,  par  l'élimination  de  —> 

2  y 
(i5)  X  -\-  2rtanga '-^  mo. 

^         °  cosa 

y 

Cette  dernière  équation  détermine  -  et  par  suite  une  sec- 
tion semblable  à  celle  qu'on  cherche;  on  rentre  ainsi  dans  un 
cas  déjà  traité. 

La  même  équation  met  en  évidence  une  propriété  intéres- 
sante de  la  section  inconnue.  Abaissons  du  milieu  0  de  la 
ligne  d'eau  CD  les  perpendiculaires  OF,  OG,  OH,  sur  les  côtés 
de  la  section,  et  cherchons-en  les  longueurs.  On  aura 


OG=ij,     OF=:OH  ==:  OG  cosaz=  -  (.r  4-  a/tanga)  cosa, 
et  par  conséquent,  d'après  (i5), 


OF=rOH=j. 

Donc  le  trapèze  minimum  a  ses  trois  côtés  à  égale  distance 
du  point  0;  donc  il  est  circonscriptible  à  un  cercle  dont  le 
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centre  est  au  milieu  de  la  droite  marquant  le  niveau  de  Teau 
dans  la  section. 


§  IV.  —  Écoulement  des  gaz  à  température  constante;  travail 
exercé  par  nn  gaz  sur  son  enyeloppe  ;  notions  succinctes  concer- 
nant Taction  mutuelle  d'un  solide  et  d'un  fluide  pendant  leur  mou- 
vement relatif. 

295.  —  Équation  analogue  au  théorème  de  D,  BernoullL 
—  Nous  avons  démontré  au  n°  273  une  équation  générale  ap- 
plicable au  mouvement  permanent  d*un  gaz  à  température 
constante,  soumis  à  des  forces  directement  appliquées  qui 
dériveraient  d'un  potentiel,  et  censé  dépourvu  de  viscosité  ; 
cette  équation  est 

T  —  ^  L/?  —  -  V*  =  const. 

Dans  le  premier  membre,  T  désigne  le  potentiel  des  forces 
rapportées  à  l'unité  de  masse,  p  la  pression,  V  la  vitesse,  K  le 
rapport  de  la  densité  p  à  la  pression/?;  de  plus  il  est  sous- 
entendu  que  ce  premier  membre  ne  conserve  une  valeur  in- 
variable qu'à  la  condition  de  prendre  une  suite  de  points  si- 
tués sur  la  trsgectoire  d'une  même  molécule. 

Dans  le  cas  où  la  pesanteur  serait  la  seule  force  directe- 
ment appliquée  aux  molécules  gazeuses  (indépendamment 
des  pressions  qui  peuvent  agir  sur  le  contour  de  la  masse 
totale  du  gaz),  si  l'on  prend  un  système  d'axes  rectangu- 
laires dans  lequel  l'axe  des  z  serait  vertical  et  descendant,  on 
aurait  pour  les  trois  composantes  d'un  poids  élémentaire 
rapporté  à  l'unité  de  masse 

X  =  o,    Y=o,    Z  =  ^, 
et  par  suite 

T=  Axrfx  -+-  Ydy  -v-Zdz)  =  gz; 

i'équalion  précédente  se  réduit  alors  à 

ff^—  77  Lp V*=:=  const., 

^         K    ^        2 
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ce  que  l'on  peut  écrire 

y -y;  _ .    ,  ^  »  ,  />. 

en  désignant  par  Vq,  Zq,  p^  les  valeurs  de  V,  z^  p  pour  une 
position  initiale  de  la  même  molécule.  On  voit  en  effet,  par 
l'équation  mise  sous  la  dernière  forme,  que  la  quantité 

z  —  hp a  des  valeurs  égales  dans  les  deux  positions  at- 
tribuées à  la  molécule  dont  il  s'agit. 

La  constante  ^K  se  remplace  par  une  autre  expression.  Si 
l'on  nomme 

n  le  poids  du  mètre  cube  de  gaz; 

8  le  rapport  de  sa  densité  à  celle  de  l'air,  à  égalité  de  pres- 
sion et  de  température; 

a  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  égal  à  o,oo366  ou  — 5; 

0  la  température  du  gaz  considéré,  en  degrés  centigrades; 

on  a  démontré  au  n**  261  la  relation 

7991  (H-ae) 

Or  on  a  par  définition  p  ==  Kp  et,  par  suite, 

p        p       799'(»-t-«9)' 
donc  finalement 

ou,  si  l'on  remplace  les  logarithmes  népériens  par  les  loga- 
rithmes vulgaires, 

Les  équations  (i)  et  (2)  sont,  pour  les  gaz  pesants  à  tem- 
pérature constante,  l'analogue  du  théorème  de  D.  Bernoulli. 
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296.  Vitesse  d'écoulement  d'un  gaz  à  température  con- 
stante, sortant  par  un  petit  orifice  en  mince  paroi,  —  Un  ré- 
servoir dans  lequel  le  gaz  est  supposé  entretenu  dans  un  état 
constant  présente  un  petit  oriHce  en  mince  paroi  AB  {fig,  820)  ; 
le  gaz  s'écoule  en  possédant  un  mouvement  permanent  et 
une  température  constante.  Considé-  p.    3^^ 

rons  un  filet  gazeux  ayant  une  sec- 
tion 9o  dsins  l'intérieur  du  réservoir 
et  une  section  a  lorsqu'il  traverse  la 
section  contractée  CD,  placée  un  peu 
au  delà  de  rorifice;  et  appliquons 
l'équation  (i)  ci-dessus  à  une  molé- 
cule de  gaz,  pendant  son  passage  de 
ffo  à  cT.  Nous  pourrons  considérer  Vq 
comme  négligeable  relativement  à  V,  et  réduire  l'équation  à 


V* 


._  .       .  _^  799i(f-f-ae)       p. 


Ig  '  0 


Supposons  en  effet  un  déplacement  élémentaire,  accompli 
pendant  le  temps  dt,  du  gaz  contenu  dans  le  filet  entre  do  et  cr; 
la  nouvelle  position  ff„  <j'  de  la  masse  différera  de  la  première 
par  les  tranches  df^v'^  et  <ja',  qui  doivent  avoir  des  masses 
égales,  puisque  les  masses  comprises  dans  a^j  et  <j'q(j'  sont 
composées  en  tout  des  mômes  molécules  et  que  la  partie 
commune  (j'g  cr  est  identique,  par  raison  de  permanence.  Or 
les  volumes  de  ces  tranches  sont  ^^W^^dt^  aV dt,  et  leurs 
masses  sont  par  conséquent  K/>o^oVo  dt,  KpoW  dt;  on  a  donc 

p^<j^y^—pfj\   ou   -TF  — 


V    -  Po 


•0 


y 

Ce  rapport  -^  est  petit,  principalement  parce  que  les  filets 

affluent  à  l'orifice  dans  toutes  les  directions  et  que  cette  con- 
vergence rend  nécessairement  <j  petit  en  comparaison  de  <Jq; 
de  plus  la  pression  extérieure  p,  en  général  peu  différente 

de  Pû,  est  au-dessous  de  cette  dernière,  et  l'on  a  —  <  i. 

Habituellement  on  néglige  aussi  la  hauteur  z  —  z^,  à  moins 
qu'elle  n'ait  une  valeur  exceptionnellement  grande;  cela  se 


3l4  CINQUIÈME   PARTIE.    —    CHAPITRE   TROISIÈME. 

justifie  par  ce  que,  les  gaz  élanl  1res  légers,  on  peut  le  plus 
souvent  négliger  leur  poids,  d'où  provient  le  terme  z  —  z^^ 
en  comparaison  des  pressions  exercées  à  leur  surface  (').  II 
est  alors  assez  indifférent  de  mesurer  la  pression  p^^  en  tel  ou 
tel  point  du  réservoir,  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  trop  près  de 
Torifice,  parce  que  ses  variations  sont  insensibles.  On  peut 
du  reste  rendre  la  suppression  de  z  —  z^  complètement  légi- 
time, par  le  moyen  que  yoici.  Nommons /?i  la  pression  en  un 
poinl  du  réservoir  assez  éloigné  de  l'orifice  et  répondant  à  la 
même  ordonnée  z  que  l'élément  cr;  comme  on  peut  aller  de 
ce  point  à  l'élément  <Jo  en  traversant  une  masse  gazeuse  où 

les  vitesses  sont  presque  nulles,  le  rapport  —  doit  satisfaire 

Po 

à  l'équation  démontrée  dans  l'Hydrostatique  (n^  261) 


f\ 


I  !^^—^—('-'  )' 

^  Po        799Ki-HaO)^^       "^^' 

V* 

en  portant  dans  l'expression  de  —  la  valeur  de  xï  —  ^o  tirée 

de  cette  équation,  il  vient 

(3)  Z!-ZMiii±^L^ 

2^'  0  p 

OU  bien,  si  l'pn  emploie  les  logarithmes  vulgaires, 

(4)  v:^.84o.(,-^a0)       £,. 

La  pression  p  sur  l'élément  cr  de  la  section  contractée  est 
ordinairement  confondue  avec  celle  de  l'atmosphère  qui  en- 
toure la  veine.  Cela  semble  exiger  que  la  vitesse  soit  modérée 

et  que,  par  suite,  le  rapport  —  ne  soit  pas  beaucoup  au-dessus 

P 
de  l'unité.  Car,  s'il  en  était  différemment,  l'épanouissement 

des  filets  deviendrait  très  rapide  après  la  contraction,  et  les 

molécules  décriraient,  avec  une  grande  vitesse,  des  trajec- 


(')  Ainsi,  un  cube  d'air  de  1°*  de  côté,  à  la  température  o**  et  sous  la 
pression  atmosphérique  moyenne,  ne  pèserait  que  i^9^iç^?t^  pendant  que  la 
pression  sur  chaque  face  du  cube  serait  de  io333^s. 
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loires  fortemenl  courbées;  les  forces  d'inertie  centrifuges 
dont  on  aurait  à  tenir  compte,  conformément  au  principe  de 
d'AIembert,  pour  déterminer  les  différences  de  pression  dans 
la  section  contractée,  auraient  des  valeurs  très  grandes,  et 
les  pressions  dans  l'intérieur  pourraient  surpasser  beaucoup 
celles  du  dehors.  Les  formules  (3)  et  (4)  seraient  toujours 
bonnes,  mais  on  ne  pourrait  pas  les  utiliser  pour  calculer  la 
vitesse,  parce  qu'on  ne  connaîtrait  pas  la  pression  /?,  et  sans 
doute  elles  conduiraient  à  un  résultat  trop  grand  si  l'on  v 
mettait,  au  lieu  de  p,  la  pression  autour  de  la  veine. 

.  La  rapport  —  devant  être  peu  supérieur  à  i,  on  peut  aisé- 
ment substituer  aux  formules  (3)  et  (4)  une  autre  formule 
sans  logarithmes.  On  a,  en  effet. 


\      Pi-^pJ       \      Pi-^p 
Pi-^p 

ou,  en  vertu  de  la  formule  connue  qui  donne  le  dévelop- 
pement de  L(i  ±:^), 


1 

4- 

Pi 

P 

Pi 

-^P 

1 

Pi 

P 

['-^5 


P\^p    L      ^\P\-^p/      ^\Pi-^j 

Lorsque  />,  diffère  peu  de  p,  le  rapport  — — -  est  très  petite 
et  Ton  peut  prendre  simplement 

j^/>i  _,  '^{Pi  —  P), 
P  Pi-^P    ' 

le  rapport  de  L  —  à  cette  valeur  approchée  est,  en  effet, 

i,oooo,     i,ooo2,     i,ooo8,     1,0391 

quand  on  suppose  ~  respectivement  égal  à 

r 

m 

1,00,     i,o5,     1,10,     2,00. 
La  valeur  2  étant  déjà  bien  au  delà  de  celles  qu'on  peut 
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attribuer  à  —  sans  rendre  impossible  l'application  de  la  for- 
mule (3),  on  voit  qu'on  a  simplement,  avec  une  approxima- 
tion bien  suffisante  dans  la  pratique, 

(5)  — =115982 — ^^ — — — —' 

C'est  la  formule  à  laquelle  on  serait  arrivé  en  traitant  le  gaz 
comme  un  fluide  homogène,  ce  qui  est  permis,  puisque  sa 
densité  varie  peu.  En  effet,  le  poids  du  mètre  cube,  sous  la 

pression  moyenne  -  {p\-\-p)  et  à  la  température  6,  est  ex- 
primé par  la  relation 


2X  799'(i-+-«^)' 
la  formule  (5)  équivaut  donc  à 

ig         n 

et  alors  elle  exprime,  comme  la  formule  (i)  du  n«  278,  que  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  V  est  égale  à  la  charge  entre  l'inté- 
rieur du  réservoir  et  l'élément  cr  de  la  section  contractée. 

297.  Calcul  de  la  dépense  par  un  orifice  en  mince  paroi, 
ou  par  un  orifice  muni  d'un  ajutage.  —  Quand  l'orifice  est 
en  mince  paroi,  les  filets  gazeux  éprouvent  d'abord,  après 
leur  sortie,  une  contraction  due  à  la  convergence  qu'ils  ont 
dans  l'intérieur  du  réservoir,  pour  affluer  de  toute  part  vers 
le  point  de  sortie;  puis  ils  deviennent  sensiblement  parallèles 
à  une  petite  distance  de  l'orifice,  en  traversant  une  section 
minimum,  dite  section  contractée.  Soient 

12  l'aire  de  la  section  contractée  ; 
A  celle  de  l'orifice  ; 
V  la  vitesse  d'écoulement; 

Q  le  volume  dépensé  par  seconde,  mesuré  sous  la  pression  p 
et  à  la  température  6. 

Il  est  clair  d'abord  que  le  volume  gazeux  qui  traverse  la 
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section  contractée  dans  chaque  seconde  est  ûV,  et  que  ce 
gaz,  soumis  à  la  pression />  par  Tatmosphère  ambiante,  a  con- 
servé sa  température  6,  puisque  nous  admettons  toujours  l'hy- 
pothèse d'une  température  constante;  d'ailleurs  l'expérience 
prouve,  suivant  d'Aubuisson,  que  Q  est  égal  à  0,65 A;  on  aurait 
donc 

(6)  Q=io,65AV, 

résultat  fort  semblable  à  ce  qu'on  a  vu  pour  les  liquides 
(n<»  278),  car  la  seule  différence  est  le  changement  du  coef- 
ficient 0,62  en  o,65.  La  vitesse  V  ayant  été  calculée  plus  haut 
(n®  296),  on  peut  donc  aussi  calculer  la  dépense  Q. 

Si  l'on  voulait  savoir  le  volume  Q'  occupé  par  Q  à  une  autre 
température  6'  et  sous  une  autre  pression  p',  on  aurait  immé- 
diatement, par  application  des  lois  de  Mariotte  et  de  Gay- 
Lussac, 

^        ^   I  -+-  aô   /?' 

Si  Ton  demandait  enfin,  non  pas  le  volume,  mais  le  poids  P 
dépensé  par  seconde,  il  faudrait  multiplier  Q  par  le  poids  il 

du  mètre  cube  de  gaz,  c'est-à-dire  (n«  261)  par ~ —> 

^  ^  799' (ï-^»^) 

ce  qui  donnerait 

_^ o ,  65  KYp  0 

""799'('-i-^^) 
ou,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3), 


(7)  P  —  0,6DXpi/2g   -. ^L— • 

Dans  le  cas  où  />,,  0,  A  et  8  seraient  supposés  invariables, 
cette  expression  varierait  encore  avec  la  pression  extérieure 
p,  et  il  est  naturel  d'en  chercher  le  maximum.  II  suffit  de 

considérer  le  facteur  variable  p  y^—  ou  plutôt  son  carré 

p*(L/?|  — L/?);  on  aura  son  maximum  en  égalant  la  dérivée  à 
o,  ce  qui  conduit  à  l'équation 
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soit 

2 


'(■■7-0="- 


La  solution  />  =  o  doit  être  rejetée,  car  elle  annule  />'  (  Lpi  —  Lp) 
ot  ne  donne  pas  le  maximum;  il  reste  donc 

L^  =  ^     ou    Pi=pe^=iM9P' 

p         a 

Nous  avons  dit  que  les  calculs  faits  pour  obtenir  la  valeur 
de  la  vitesse  supposent  —  voisin  de  i;  il  est  donc  très  dou- 
teux que  l'expression  (7)  de  P  reste  passablement  exacte 
pour /?t=:i,649/>.  Comme  Téquation  (3)  exagère  la  vitesse 
en  pareil  cas,  le  maximum  théorique  du  poids  dépensé  doit 
être  regardé  comme  une  limite  supérieure,  qu'on  n'atteindrait 
jamais  dans  la  réalité.  En  nommant  P,  cette  limite,  on  aurait, 

par  la  substitution  de  —^7-"  ^"  ^'^^  ^^  P  dans  l'équation  (7), 


p  _  o,65A/7 


- 1/ P- — ^  =  o,oi38A/?,  i/  -— ^• 

V    7991(1  H- a6)  '  ^'  y    i^-aO 


')649      V   7991(1  H- «6) 

La  valeur  correspondante  Vj  de  la  vitesse  s'obtient  en  faisant 
L--  =  -  dans  Téquation  (3);  elle  serait 


V,  =  y  ^  X  7991  — ^—  --n  ?.8o  4  /  — .— 


0 


C'est  une  vitesse  très  considérable,  qui,  par  les  raisons  déjà 
indiquées,  ne  serait  sans  doute  pas  atteinte. 

Lorsque  l'orifice  de  sortie  est  muni  d'un  ajutage  cylin- 
drique, il  faut,  d'après  d'Aubuisson,  calculer  encore  la  dé- 
pense par  la  formule  (6)  où  l'on  aurait  remplacé  le  coeffi- 
cient o,65  par  0,93.  Si  l'ajutage  est  légèrement  conique, 
l'angle  de  convergence  ne  dépassant  pas  12%  le  coefficient 
augmente  encore  un  peu  et  passe  à  0,94,  Le  poids  dépensé  P 
et  sa  limite  Pi  éprouveraient  évidemment  des  modifications 
proportionnelles. 
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298.  Travail  exercé  par  un  gaz  sur  son  enveloppe,  —  Pro- 
posons-nous d'évaluer  le  travail  exercé  par  un  gaz  sur  une 
enveloppe  ou  enceinte  à  parois  mobiles  dans  laquelle  il  se 
trouve  renfermé.  Soient  MN  {fig*  32 1)  une  position  quel- 
conque de  cette  enveloppe;  M'N'  une  position  inOniment  voi- 
sine. Pendant  ce  déplacement,  certains  éléments  cd  de  MN  ont 

Fig.  3a  I. 


pu  entrer  dans  le  volume  primitif,  et  d'autres  éléments  o),  ont 
pu  en  sortir;  une  des  deux  catégories  peut  aussi  se  réduire  à  o, 
mais  cela  est  indifférent  pour  le  calcul  que  nous  allons  faire. 
Si  p  est  la  pression  par  unité  de  surface  sur  o),  cet  élément 
supporte  de  la  part  du  gaz  une  pression /?a)  dirigée  vers  Texté- 
rieur;  le  travail  de  jpco  sera  négatif  et  égal  au  produit  de/?to 
par  la  projection  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  la 
force,  ce  qui  donne  —p^  pour  sa  valeur,  en  nommant  t  le 
volume  du  cylindre  oblique  wo)'.  Donc  le  travail  élémentaire 
sur  la  portion  AMB  qui  pénètre  dans  le  volume  primitif  aura 
pour  valeur  totale  —  2/?£,  la  somme  s  devant  s'étendre  à 
tous  les  volumes  e  engendrés  par  les  éléments  o).  On  verrait 
d'une  manière  semblable  que  la  pression  /?tWi  sur  l'un  des 
éléments  (Oj  fait  un  travail  élémentaire  positif  égal  au  produit 
de/?i  par  le  volume  e,  du  cylindre  oblique  wiWj,  et  le  total  de 
ces  travaux  aurait  une  expression  analogue  £/>i£i.  Le  travail 
élémentaire  dfô  du  gaz  sur  toute  l'enveloppe  est  donc 

Pour  être  en  mesure  d'effectuer  les  deux  sommations  indi- 
quées, il  faut  nécessairement  connaître  comment  varie   la 
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pression  aux  différents  points  de  l'enveloppe.  Nous  ferons  à 
cet  égard  deux  hypothèses  simplificatives.  D'abord  nous  ad- 
mettrons que  les  mouvements  des  molécules  gazeuses  sont 
assez  lents  pour  que  la  pression  s'écarte  peu  de  ce  qu'elle  serait 
dans  l'état  de  repos  (n'  2T7,  deuxième  règle).  En  second  lieu 
l'enveloppe  MN  sera  supposée  avoir  des  dimensions  modé- 
rées, de  manière  à  ne  pas  comporter  de  grandes  inégalités  de 
pression,  à  un  instant  donné,  pour  les  divers  points  du  gaz 
qu'elle  renferme;  dès  lors  ce  gaz  peut  être  assimilé  à  un  fluide 
homogène  pesant,  dans  lequel  la  pression  serait  donnée  par 

la  relation 

p  —  p^-^Uzy 

Po  désignant  une  constante,  n  le  poids  de  l'unité  de  volume 
du  gaz,  sensiblement  constant  en  tous  ses  points,  et  z  la  hau- 
teur d'un  point  au-dessous  d'un  plan  horizontal  de  compa- 
raison a:Oy. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  p  dans  les  produits />£  ou 
Pi^i  permet  de  décomposer  chacune  des  deux  sommes  2/>e, 
£/?i£i  en  deux  autres,  l'une  proportionnelle  à  /?o,  l'autre 
à  n,  et  l'on  trouve 

dtô  =  ^pi^i —  2/7  6  =/?o(2:e, —  Se)  -h  n(S<5ie|—  25e). 

Or  2ei  et  2e  ne  sont  autres  que  les  volumes  AN'BN,  AM'BM; 
en  leur  ajoutant  à  chacun  le  volume  ANBM',  commun  à  MN 
et  M'N',  on  voit  que  2e,—  2e  est  égal  à  la  différence  de  ces 
derniers  volumes.  Ainsi  donc,  dV  représentant  la  différen- 
tielle du  volume  occupé  par  le  gaz  quand  il  passe  de  sa  pre- 
mière à  sa  seconde  position,  nous  pouvons  d'abord  remplacer 
/?Q(2e,  —  2e)  par  podV.  De  même  si  l'on  ajoute  à  25, e,  et  à 
2se  le  moment  du  volume  ANBM'  relativement  au  plan  a^Oj, 
ce  qui  n'altère  pas  la  différence  de  ces  quantités,  on  voit  que 
cette  différence  représente  l'accroissement  du  moment  du  vo- 
lume total  MN  =  V,  relativement  au  même  plan.  Désignant 
donc  par  C  l'ordonnée  z  de  son  centre  de  gravité,  on  aura 

25jej  —  25e  =  ûf.  Vî  =1  CûfV  +  VrfÇ 

et,  par  suite, 

d/s  irz  (/?o -+- n î)  c^ -h  n  V e«. 
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On  peut  observer  enfin  quep^-^-  nç  représente  la  pression  au 
centre  de  gravité  du  gaz,  c'est-à-dire  une  valeur  moyenne 
entre  les  pressions,  du  reste  peu  différentes,  de  ces  divers 
points,  et,  secondement,  que  nV  exprime  son  poids  total.  Si 
Ton  désigne  respectivement  ces  deux  quantités  par />'  et  P,  la 
formule  précédente  deviendra 

(8)  dG=p'dV-hPdi:. 

S'il  s'agissait  de  calculer,  non  pas  le  travail  élémentaire  du 
gaz  sur  son  enveloppe,  mais  celui  de  Tenveloppe  sur  le  gaz, 
on  remarquerait  d'abord  que  toutes  les  forces  ci-dessus  repré- 
sentées par  /?(!),  /?,a)i  conserveraient  leurs  intensités,  mais 
changeraient  de  sens  en  vertu  du  principe  général  de  l'égalité 
entre  l'action  et  la  réaction  (n°  05).  On  admet  de  plus  que,  si 
un  fluide  en  mouvement  touche  une  paroi  fixe  ou  mobile,  les 
molécules  qui  sont  au  contact  à  une  certaine  époque  y  restent 
indéfiniment;  il  suit  de  là  que  les  molécules  gazeuses  en  con- 
tact avec  un  élément  to  de  la  paroi  ne  possèdent,  outre  le 
mouvement  de  «>,  qu'un  glissement  parallèle  à  son  plan  tangent, 
et  que,  par  conséquent,  la  projection  de  leur  déplacement  sur 
la  normale  ou  sur  la  direction  de  la  force />to  est  encore  égale 
à  la  hauteur  du  cylindre  oblique  axo'.  Donc  le  travail  élémentaire 
de  poi  sera  /?e,  c'est-à-dire  égal  et  de  signe  contraire  à  celui 
qui  avait  lieu  dans  le  premier  cas  ;  et,  comme  il  en  est  de  même 
pour  tous  les  éléments  <»  oub>i,  nous  pouvons  conclure  que  le 
travail  élémentaire  total  de  l'enveloppe  sur  le  gaz  a  pour  va- 
leur —  d(5  ou  —p'dV  —  P  dX,. 

Les  deux  termes  qui  entrent  dans  l'expression  du  travail  d^ 
ont  chacun  une  signification  simple  et  remarquable.  On  aper- 
çoit de  suite  que  P  d^  représente  le  travail  du  poids  de  la  masse 
gazeuse  (n^  153)  pendant  son  déplacement  infiniment  petit; 
pour  voir  la  signification  du  terme  p'dW,  nous  appliquerons 
au  gaz,  et  pour  ce  même  déplacement,  le  théorème  des  forces 
vives  (n°205).  Ici  l'accroissement  de  forces  vives  peut  être  re- 
gardé comme  nul,  parce  que  les  gaz  sont  des  corps  très  légers, 
ayant  peu  de  masse,  et  parce  que  nous  avons  admis  l'hypo- 
thèse de  mouvements  assez  lents;  la  somme  des  travaux  de 
toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  auxquelles 

Bresse.  —  Cours  de  Méc,  11.  ai 
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Je  gaz  est  soumis,  doit  donc  également  s'annuler.  Or,  dans  le 
déplacement  considéré,  ces  travaux  sont  :  i^  celui  de  la  pe- 
santeur ou  P^;  2<>  celui  qu'effectue  l'enveloppe  ou 

30  celui  des  actions  intérieures.  La  nullité  de  la  somme  exige 
que  ce  dernier  ait  pour  valeur /?'ûfV.  Le  terme />'rfV  est  donc 
le  travail  des  actions  mutuelles  entre  les  molécules  du  gaz. 

Dans  les  applications  usuelles  de  la  formule  (8),  il  arrive 
ordinairement  que  le  centre  de  gravité  du  gaz  n'éprouve  pas 
de  grands  déplacements  verticaux;  d'ailleurs  la  grande  légè- 
reté des  gaz  autorise  le  plus  souvent  à  négliger  leur  poids  en 
comparaison  des  pressions  exercées  à  leur  surface,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  (n*>296).  Alors  on  pourrait 
réduire  la  formule  (8)  simplement  à 

(9)  ciQ^p'cIW 

L'expression  de  rf<B  peut  s'intégrer  dans  certains  cas  parti- 
culiers, et  l'on  détermine  alors  le  travail  effectué  par  le  gaz 
pour  un  déplacement  fini.  Nous  nous  bornerons  quant  à  pré- 
sent à  citer  deux  exemples. 

I*  Si  l'intérieur  de  l'enveloppe  communique  avec  un  réser- 
voir indéfini  à  pression  //,  la  pression  p'  du  gaz  qu'elle  ren- 
ferme demeure  constante  pendant  que  son  volume  varie  de 
Vq  à  Vf  En  négligeant  le  poids  du  gaz,  le  travail  reçu  par  l'en- 
veloppe dans  le  passage  de  V'o  à  Vi  serait 


C  =/,'(■  'rfV-_//(V,-V.). 


2°  Si  l'intérieur  de  l'enveloppe  est  sans  communication 
avec  l'extérieur,  et  que  le  gaz,  conservant  une  température 
invariable,  change  à  la  fois  do  volume  et  de  pression,  confor- 
mément à  la  loi  de  Mariette,  on  aura,  en  nommant  p'^^  p\  les 
valeurs  initiale  et  finale  de  la  pression/?',  Co»  îi>  ^o,  Vi  les  or- 
dohnées  Ç  et  volumes  V  correspondants, 

p'\^P,\,^p,N,; 
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la  formule  (8),  mise  sous  la  forme 

peut  alors  s'intégrer,  parce  qixep'Y  et  P  sont  des  constantes, 
et  Ton  trouve 


^=i:/yVL^H-P(C,-Ca)] 


OU  encore,  en  vertu  de  l'égalité  p\  Vj  —  p'^  Vq, 

Le  produit /?'V  pourrait  se  remplacer  par  p'^Vo  ou  par/?,  V, ; 
d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  on  néglige  le 
plus  souvent  le  terme  proportionnel  au  poids  P. 

299.  Notions  succinctes  concernant  les  actions  mutuelles  d* un 
solide  et  d'un  fluide,  en  mouvement  Vun  par  rapport  à  Vautre. 
—  Si  l'on  connaissait  complètement  le  mouvement  d'un  fluide 
parfait,  on  pourrait  connaître  aussi  la  pression  en  chacun  de 
ses  points,  en  se  servant  des  équations  de  l'hydrostatique  mo- 
difiées par  l'introduction  des  forces  d'inertie,  conformément 
au  principe  de  d'Alembert.  La  recherche  de  la  pression  totale 
reçue  par  un  solide  en  contact  avec  ce  fluide  ressemblerait  alors 
tout  à  fait  à  celle  qu'on  a  indiquée  d'une  manière  générale  au 
n°266,  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Mais  on  reconnaît  bien  vite 
que  ce  procédé  est  en  réalité  inapplicable.  En  efl'et,  les  fluides 
naturels  présentent  une  certaine  viscosité,  dont  les  lois  sont 
trop  mal  connues  pour  qu'on  puisse  en  tenir  compte.  En  se- 
cond lieu,  les  questions  de  ce  genre  se  présentent  ordinaire- 
ment sans  comporter,  comme  donnée  préalable,  la  connais- 
sance entière  du  mouvement  du  fluide,  tout  au  plus  donne-t-on 
le  mouvement  qu'il  aurait  si  le  solide  était  supprimé.  Par 
exemple,  un  courant  d'eau  existe,  et  l'on  donne  la  vitesse  pri- 
mitive de  ses  divers  filets;  un  corps  solide  est  ensuite  placé 
dans  ce  courant  et  assujetti  au  repos  absolu.  Alors  le  mou- 
vement des  filets  est  dérangé  par  la  présence  .de  ce  corps, 
et,  pour  déterminer  la  pression  résultante,  il  faudrait  d'abord 
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chercher  en  quoi  consiste  le  dérangement.  Or  celte  question 
préliminaire  n'a  pas  encore  été  résolue.  Aussi  ne  peut-on 
donner  sur  tout  ce  qui  concerne  les  actions  mutuelles  dont  il 
s'agit  que  des  indications  bien  vagues  et  bien  incomplètes. 
Dans  un  seul  cas,  celui  du  choc  d'une  veine  liquide  contre  un 
plan,  on  a  pu  traiter  la  question  théoriquement  d'une  ma- 
nière satisfaisante;  voici  comment. 

Considérons  un  liquide  pesant  et  homogène,  sortant  d'un 

vase  par  un  oriQce  et  tombant  dans  l'air  sous  forme  d'un  jet 

sensiblement  parabolique  sur  une  certaine  étendue.  Ce  jet 

rencontre  un  plan  fixe  FD  i^fig.  822)  qui  l'oblige  à  se  dévier; 

^.     ,  l'expérience  prouve  alors  que  la 

Fig.    022.  '  '  ■ 

veine  se  gonfle  aux  environs  de 
sa  rencontre  avec  le  plan,  mais 
qu'à  une  certaine  distance,  à  par- 
tir de  la  section  AB  par  exemple, 
le  mouvement  reste  ce  qu'il  sérail 
sans  la  présence  de  l'obstacle; 
d'ailleurs,  en  vertu  de  l'inflexion 
subie  par  les  trajectoires  en  des- 
sous de  AB,  les  filets  tendent  \\ 
devenir  parallèles  au  plan  cho- 
qué, et  nous  admeltrons  qu'efl'ec- 
tivement,  en  tous  les  points  de  la 
surface  d'un  cylindre  droit  repré- 
senté en  coupe  par  EFCD,  les  molécules  liquides  se  meuvent 
avec  des  vitesses  parallèles  au  plan.  Le  mouvement  est  censé 
arrivé  à  l'état  de  permanence.  On  demande  la  réaction  to- 
tale R  exercée  normalement  par  le  plan  sur  le  liquide  dans 
l'étendue  de  la  base  FI)  du  cylindre  EFCD,  déduction  faile  de 
la  pression  atmosphérique. 

La  question  se  résout  en  appliquant  au  système  formé  du 
liquide  compris  entre  AB  et  le  cylindre  le  théorème  général 
des  quantités  de  mouvement  projetées  (n*»  199).  Soient 

V  la  vitesse  dans  la  section  AB  ; 
a  son  angle  avec  la  normale  au  plan  ; 
p  l'angle  de  celui-ci  avec  Thorizon; 
P  le  poids  du  liquide  ABCDEF; 
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n  le  poids  de  Tunilé  de  volume; 
u  la  section  AB  ; 

dt  un  temps  infiniment  petit  pendant  lequel  le  système  est 
passé  de  la  position  ABCDEF  à  la  position  A'B'C'D'E'F'. 

La  quanti  té  de  mouvement  de  la  partie  commune  A'  B'  C  D  E  F, 
étant  la  même  au  commencement  et  à  la  Wn  du  temps  dt,  dis- 
paraît dans  Taccroissement  de  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  projetées  durant  cet  intervalle  de  temps.  Nous 
projetterons  sur  la  direction  môme  de  la  force  R  ;  alors  la  pro- 
jection des  quantités  de  mouvement  des  molécules  comprises 
dans  la  tranche  annulaire  CDEFC'D'E'F'  disparaît  aussi,  et 
Taccroissement  dont  nous  parlons  se  réduit  à  la  projection, 
changée  de  signe,  de  la  quantité  de  mouvement  que  pos- 
sède la  tranche  ABA'B'.  Or  la  masse  de  cette  tranche  a  pour 

valeur  -QWdt,  et  sa  quantité  de  mouvement  projetée  est 

n  n  ** 
iiV*rf^cosa;  il  faut  donc  égaler  -i2V*<i^cosaàlasomme 

g  g 

des  impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures,  projetées 

sur  le  même  axe. 

Nous  avons  d'abord  le  poids  P,  dont  la  projection  sur  R  est 
—  Pcosp  et  l'impulsion  correspondante  —  Pûf^cosp.  En  se- 
cond lieu,  il  y  a  la  pression  atmosphérique.  Elle  s'exerce  d'a- 
bord sur  tout  le  contour  ACBE;  elle  existe  aussi  sur  AB, 
puisque  cette  section  appartient  à  la  portion  parabolique  de 
la  veine;  de  plus,  comme  nous  cherchons,  non  pas  la  réaction 
totale  de  la  surface  FD  dans  le  sens  de  la  normale,  mais  seu- 
lement son  excès  sur  celle  qui  se  produirait  si  la  pression  sur 
FD  était  partout  égale  à  celle  de  l'atmosphère,  nous  devons 
supposer  aussi  la  pression  atmosphérique  agissant  sur  le  li- 
quide dans  l'étendue  ¥li,  car  ce  serait  la  force  "qui,  jointe  à  R, 
donnera  la  réaction  totale  ;  enfîn  nous  pouvons  la  considérer 
également  comme  agissant  sur  la  surface  cylindrique  CDEF, 
car  les  pressions  sur  cette  surface  disparaissent  en  projection, 
et  leur  altération  ne  produit  aucune  erreur.  De  cette  manière 
la  pression  atmosphérique  agit  sur  tout  le  contour  du  système 
matériel;  elle  donne  donc  une  résultante  et  une  impulsion 
nulle  (n<*  266,  S*).  II  ne  reste  plus  après  cela  que  la  force  R, 
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dont  rimpulsion  R^^  se  projetle   en  vraie  grandeur.  Donc 
on  a 

g 
d'où  l'on  lire  l'inconnue 

(lO)  R=PcOS?-4-  -UV'COSa. 

La  pression  subie  par  le  plan  se  compose  de  la  pression  at- 
mosphérique el  de  la  même  force  R  dirigée  en  sens  contraire. 
Le  premier  terme  P  cosp,  qui  figure  dans  l'expression  de  R, 
représente  la  composante  normale  du  poids  P,  c'est-à-dire 
la  pression  normale  sur  le  plan,  dans  le  cas  où  le  système 
ABCDEF  solidifié  resterait  en  repos  ou  glisserait  en  s'ap- 
puyant  sur  lui.  L'autre  terme  peut  se  nommer  pression  vive 
ou  pression  supplémentaire  due  à  l'existence  de  la  vitesse  V; 
on  voit  que  ce  terme  est,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  pro- 
portionnel au  carré  de  la  vitesse.  Dans  le  cas  d'un  plan  ver- 
tical choqué  horizontalement,  il  faut  faire  ^  =  90*',  a=zo;  alors 
R  devient  égal  à  la  seule  pression  vive,  dont  l'expression  fort 

simple  est  alors  nu  —,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  cylindre  li- 

quide  ayant  pour  base  û  et  pour  longueur  le  double  de  la 
hauteur  due  à  la  vitesse. 

L'expression" générale —ûV^cosa  de  la  pression  vivo  peut 

.,    .     „    a     (Vcosa)'    ai. 

encore  s  écrire  n ^ Sous  cette  forme,  on  voit 

cosa        g 

qu'elle  est  égale  au  poids  d'un  cylindre  liquide  ayant  pour 

longueur  le  double  de  la  hauteur  due  à  la  composante  nor- 

11.  •-  (Vcosa)-  ,  12        ,    ^ 

maie  de  la  vitesse,  soit ,  et  pour  base ,  c  est- 

A'  ^  cosa 

à-dire  la  portion  du  plan  qu'intercepterait  là  veine  si  toutes 
les  molécules  se  mouvaient  en  ligne  droite  à  partir  de  la  sec- 
tion AB,  en  conservant  la  direction  de  V. 

La  section  AB  occupe  une  position  indéterminée  dans  la 
partie  parabolique  de  la  veine  liquide,  et  cependant  la  force  R 
doit  conserver  évidemment  une  valeur  unique  et  bien  déter- 
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minée,  quoique  son  expression  (lo)  contienne  des  quantités  P, 
12,  V  et  a  variables  avec  la  position  de  AB.  Voici  comment  on 
peut  wérïiier  a  posteriori  qu'il  en  est  effectivement  ainsi.  Nous 
allons  montrer  que  la  différentielle  dK  est  nulle,  quand  on 
passe  de  AB  à  la  section  infmiment  voisine  A'B'.  Le  pro- 
duit 12 V,  égal  au  débit,  ne  varie  pas,  et  Ton  a,  par  consé- 
quent, 

ûTR  =  cos ?  d/P -f-  -i2Vc^(Vcosa). 


fr 


Or  chaque  molécule  se  meut  comme  un  point  matériel 
isolé,  et  par  suite,  en  nommant  di  le  temps  employé  pour 
aller  de  AB  à  A'B',  la  vitesse  V  dans  cette  seconde  section 
sera  la  résultante  de  Vet  d'une  vitesse  verticale  gdt  {n^  15), 
puisque  g  est  Taccélération  totale  du  mouvement  de  la  molé- 
cule sous  l'action  de  son  poids.  En  projetant  sur  la  normale 
au  plan  FD,  on  aurait  donc 

V'C0Sa':=r  VcOSa  -h  g  dtZO<S>^ 

ou  bien 

^(Vcosa)  —  gdtco^^^. 

D'ailleurs  c^P  est  égal  à  —  n  x  vol(ABA'B')  ou  à  —  T\Q\  dt. 
La  substitution  de  ces  valeurs  de  d9  et  de  c?(Vcosa)  dans 
l'expression  de  dR  donne  bien  e/R  =  o  identiquement. 

En  dehors  du  cas  simple  que  nous  venons  d'examiner,  la 
théorie  ne  peut  pas  faire  connaître  exactement  la  pression 
exercée  sur  un  solide  par  un  fluide  en  mouvement  relatif;  il 
faut  alors  avoir  recours  aux  indications  de  l'expérience.  Mais 
nous  n'avons  pas  à  exposer  ici  les  résultats  des  expériences 
faites  sur  ce  sujet.  Nous  nous  contenterons  de  dire  que  si  une 
surface  plane  de  petite  étendue  se  trouve  en  mouvement  par 
rapport  à  un  fluide  indéfîni,  qui  l'environne  de  toute  part, 
elle  reçoit  du  fluide,  outre  la  pression  hydrostatique,  une 
pression  vive  excédante,  approximativement  proportionnelle 
à  son  étendue  et  au  carré  de  la  composante  normale  de  sa 
vitesse  relative.  Nous  remarquerons  aussi  que,  si  la  surface 
plane  FD  {fig>  822)  était  remplacée  par  une  surface  concave 
du  côté  de  la  veine,  les  molécules  liquides  qui  traversent  la 
section  cylindrique  CDEF  auraient  une  vitesse  dont  la  projec- 
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tion  sur  la  direction  de  R  ne  serait  pas  nulle;  par  conséquent 
on  aurait  à  tenir  compte,  en  appliquant  le  théorème  des 
quantités  de  mouvement  projetées,  de  la  quantité  de  mouve- 
ment de  la  tranche  annulaire  CDEFC'D'E'F',  qui  s'ajoute- 
rait en  projection  à  celle  de  la  tranche  ABA'B'  et  produirait 
ainsi  une  augmentation  de  la  force  R.  Au  contraire,  cette 
force  serait  diminuée  dans  le  cas  où  la  veine  choquerait  une 
surface  convexe  ou  un  plan  trop  peu  étendu  pour  la  dévier 
complètement,  parce  que  les  molécules  liquides  conserve- 
raient, après  le  choc,  une  vitesse  ayant,  en  projection  sur  R, 
le  même  sens  que  leur  vitesse  primitive. 


SIXIÈME  PARTIE. 

ÉTUDE  DES  MACHINES  A  L'ÉTAT  DE  MOUVEMENT 

THERMODYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


CONSIDéRATIONS  GÉNÉRALES;   APPAREILS   DESTINÉS  A  MESURER   . 

LE  TRAVAIL  DES  FORCES. 


§  1.  —  Considérations  générales  sur  les  machines  et  les  résultats 

de  leur  emploi. 

300.  Définition  des  machines;  importance  que  présente  le 
calcul  du  travail  des  forces  dans  les  machines;  effet  dyna- 
mique. —  Une  machine  est  un  ensemble  de  corps,  dont  les 
uns  nous  paraissent  fixes  (})  et  dont  les  autres,  susceptibles 
de  mouvement,  sont  destinés  à  recevoir  en  quelques-uns  de 
leurs  points  certaines  forces,  et  à  exercer  en  d'autres  points 
d'autres  forces,  qui  diffèrent  ordinairement  des  premières  par 
leur  intensité,  leur  direction  et  la  vitesse  de  leurs  points  d'ap- 
plication. 

11  y  a  toujours-  une  certaine  utilité  à  savoir  calculer  les 
forces  qui  agissent  sur  les  diverses  parties  d'une  machine. 
Leur  connaissance  permet  de  fixer  les  dimensions  des  pièces 
de  manière  à  leur  donner  une  résistance  suffisante  et  des  ga- 
ranties de  conservation  à  peu  près  indéfinie  ;  en  outre,  la 
grandeur  de  l'effort  que  la  machine  permet  d'exercer  en  tel 

(')  Abstraction  faite,  bien  entendu,  du  mouyement  de  la  Terre  dans  l'es- 
pace. 
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OU  tel  point  est  quelquefois  une  chose  importante  pour  le 
résultat  qu'on  veut  obtenir  par  son  emploi.  La  recherche  de 
«es  forces  est  un  problème  de  Statique,  si  les  machines  sont 
on  équilibre  ou  (dans  certains  cas  particuliers)  en  mouve- 
ment uniforme;  on  en  a  vu  un  assez  grand  nombre  d'exemples 
dans  le  Cours  de  première  année  (III*  Partie,  Chapitre  III). 
Si  les  machines  sont,  au  contraire,  en  mouvement,  c'est  un 
problème  de  Dynamique,  qui  peut  offrir  plus  ou  moins  de 
complication  et  sur  lequel  nous  ne  donnerons  ici  aucun  dé- 
tail ;  les  déterminations  de  mouvement  ou  de  réactions  mu- 
tuelles faites  sur  la  dynamique  spéciale  des  solides  (IV®  Partie, 
Chapitres  II  et  IIÏ)  peuvent  servir  d'exemple  et  donner  une 
idée  de  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  les  questions  de 
cette  nature. 

Le  plus  souvent,  ce  qui  est  beaucoup  plus  important  à  con- 
naître que  les  forces  elles-mêmes,  c'est  leur  travail.  L'emploi 
des  machines  dans  les  arts  industriels  a  bien  rarement  pour 
unique  but  de  faire  naître  un  effort  de  telle  ou  telle  intensité  ; 
presque  toujours  il  s'agit  de  surmonter  une  résistance  et  si- 
multanément de  déplacer  son  point  d'application.  La  machine 
exerce  donc  un  travail  sur  le  corps  soumis  à  son  action,  et 
en  reçoit  un  travail  de  sens  contraire;  presque  toujours 
aussi,  le  premier  de  ces  travaux  est  positif  et  le  second  né- 
gatif; cependant  ce  n'est  pas  une  règle  sans  exception.  Quand, 
par  exemple,/ on  descend  lentement  un  fardeau  par  le  moyen 
d'une  corde  enroulée  sur  une  poulie,  le  poids  du  fardeau  fait 
un  travail  positif  sur  le  système  de  la  corde  et  de  la  poulie, 
et  en  reçoit  un  travail  négatif.  Mais  ce  cas  est  exceptionnel, 
et,  pour  plus  de  simplicité,  nous  en  ferons  abstraction  dans 
ce  qui  va  suivre. 

On  nomme  ej}et  dynamique  d'une  machine  le  travail  total, 
généralement  négatif  ou  résistant,  mais  pris  en  valeur  ab- 
solue, reçu  par  elle  des  corps  extérieurs  qu'on  a  en  vue  de 
soumettre  à  son  action;  la  môme  quantité  se  nomme  aussi  le 
travail  utile. 

L'effet  dynamique  ou  travail  utile  d'une  machine  mérite  une 
attention  particulière,  car  on  peut  dire  d'une  manière  géné- 
rale qu'il  donne  la  mesure  du  service  rendu  par  la  machine. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire  concevoir  par  un  exemple.  Suppo- 
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sons  qu'une  machine  élève  dans  une  journée  un  poids  P  d'une 
matière  quelconque  (terre,  briques,  pierres,  liquides,  etc.)  à 
une  hauteur  H;  si  l'on  veut  arriver  au  môme  résultat  avec  des 
journées  d'ouvriers,  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  N  de 
ces  journées  et  leur  prix  total  en  argent  varieront  proportion- 
nellement à  chacun  des  facteurs  P  et  H,  et  par  conséquent 
proportionnellement  au  produit  PH  ou  à  l'effet  dynamique  de 
la  machine.  Soient  en  efTel  n  le  nombre  d'ouvriers  et  n'  le 
nombre  des  journées  de  chacun  d'eux,  d'où  résulte  N  =  nn'. 
Quand  on  voudra  monter  à  la  même  hauteur  H  non  plus  le 
poids  P,  mais  un  poids  double,  triple,  quadruple,  ...,  on 
pourra  le  faire  dans  le  même  nombre  de  jours  n'  pourvu 
qu'on  prenne  a,  3,  4,  ...  fois  plus  d'ouvriers;  donc  alors,  H 
et  n'  restant  constants,  n  et  N  auront  varié  en  proportion  di- 
recte de  P.  D'un  autre  côté,  s'il  s'agissait  de  monter  le  même 
poids  P  à  des  hauteurs  ail,  311,  4 H,  .. .,  on  serait  libre  de 
n'employer  toujours  que  n  ouvriers,  dont  chacun  ferait  dans 
sa  journée  (ou  ferait  exécuter  par  un  véhicule  quelconque) 
un  certain  nombre  de  voyages,  en  produisant  à  chaque  fois 
l'élévation  d'une  partie  déterminée  de  P.  Mais  la  distance  à 
franchir  pour  chaque  voyage  devenant  2,  3,  4,  •  •  •  fois  plus 
grande,  l'ouvrier  emploiera  pour  cela  2,  3,  4>  •  •  •  fois  plus  de 

temps;  au  bout  de  n'  journées  on  aurait  monté  seulement  -> 

■51  -jTî  •  •  •  du  poids  total  P,  et  pour  arriver  à  l'achèvement  de 

l'opération  proposée  il  faudrait  travailler  pendant  2/1',  3/i', 
4/i',  ...  journées;  donc  cette  fois,  P  et  w  ne  changeant  pas, 
n'  et  N  auraient  changé  dans  le  môme  rapport  que  H.  La  pro- 
position énoncée  se  vérifie  donc  dans  notre  exemple  particu- 
lier. On  pourrait,  par  des  considérations  analogues,  recon- 
naître son  exactitude  dans  le  cas  011  l'on  aurait  en  vue  la 
plupart  des  grandes  opérations  de  la  Mécanique  industrielle, 
comme  par  exemple  le  transport  horizontal  des  fardeaux,  le 
polissage  ou  le  sciage  des  /nétaux  ou  des  bois,  elc. 

La  cause  de  l'effet  dynamique  d'une  machine,  ce  sont  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  pour  produire  et  entretenir  son 
mouvement,  forces  dites  motrices,  qui  exercent  sur  elle  un 
travail  positif  nommé  travail  moteur.  Nous  allons  mainte- 
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nant  nous  occuper  de  la  relation  entre  cette  cause  et  son  effet, 
et  pour  cela  nous  appliquerons  à  la  machine,  considérée 
comme  système  matériel,  le  théorème  général  des  forces 
vives  (n®  205). 

301.  Relation  entre  le  travail  moteur  d'une  machine  et  son 
effet  dynamique,  —  On  a  dit  que  les  corps  soumis  à  l'action 
de  la  machine  font  sur  elle  un  travail  négatif  ou  résistant, 
qui  est  Teffet  dynamique  ou  le  travail  utile.  La  résistance  qui 
le  produit  se  nomme  la  résistance  principale.  Indépendam- 
ment de  celle-là,  il  en  existe  d'autres,  dites  résistances  secon- 
daires, qu'un  bon  constructeur  cherche  à  diminuer  autant 
que  possible,  sans  parvenir  à  les  supprimer  entièrement  :  ce 
sont  celles  qui  sont  produites  par  les  frottements,  la  raideur 
des  cordes,  la  communicalion  inutile  du  mouvement  à  l'air 
ou  au  sol  sur  lequel  repose  la  machine,  la  déformation  des 
solides  qui  la  constituent,  etc.  D'autre  part,  il  y  a  les  forces 
motrices  auxquelles  correspond  le  travail  moteur,  et  enfin  la 
pesanteur,  qui  agit  tantôt  comme  force  motrice  et  tantôt 
comme  résistance.  Afin  d'exprimer  l'égalité  entre  la  somme 
des  travaux  de  toutes  ces  forces  et  le  demi-accroissement  de 
force  vive,  désignons  par 

m  la  masse  d'un  point  de  la  machine; 

V  sa  vitesse  à  un  instant  quelconque; 

H  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  la  machine  au  môme 
instant,  en  dessous  d'un  plan  horizontal  de  comparaison; 

^0  et  Ho  les  valeurs  de  (^  et  H  à  l'instant  initial  ; 

Gm>  ^ey  ^f  les  Iravdux  accomplis,  entre  l'instant  initial  et  l'in- 
stant quelconque  répondant  à  t^  et  H,  par  les  forces  mo- 
trices (non  compris  la  pesanteur),  la  résistance  principale 
et  les  résistances  secondaires,  ces  travaux  étant  pris  en 
valeur  absolue. 

Alors  l'équation  des  forces  vives  sera 

Le  dernier  terme  du  second  membre  représente  le  travail 
de  la  pesanteur  (n°  153);  quanta  G^,  ce  n'est  autre  chose  que 
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Teffel  dynamique.  On  en  tire  la  valeur  de  Téquation  précé- 
dente, qui  donne 

(i)     s^=s,„—  s^-f-(H  —  Ho)2/w^—  -(Smt'*— S/n(^J). 

L'effet  dynamique  est  donc  égal  au  travail  moteur  augmenté 
du  travail  de  la  pesanteur  (pris  avec  le  signe  de  H  —  Ho),  et 
diminué  :  i°  du  travail  des  résistances  secondaires,  2*  du  demi- 
accroissement  de  force  vive  (pris  aussi  avec  son  signe  algé- 
brique). 

Lorsque  la  machine  s'accélère,  comme  par  exemple  lors  de 
sa  mise  en  marche,  2  me* —  S/n^^J  est  positif  et  sa  moitié  se 
retranche  effectivement  de  Teffet  dynamique;  l'inverse  a  lieu 
quand  il  y  a  ralentissement,  parce  que  Imv* —  2/wrJ  change 
de  signe.  Dans  le  premier  cas,  une  partie  du  travail  moteur 
s'emmagasine  en  quelque  sorte,  sous  la  forme  d'une  force 
vive,  dans  les  masses  qui  composent  la  machine;  dans  le  se- 
cond, au  contraire,  la  machine  rend  ce  qu'elle  a  reçu  et  trans- 
forme de  la  force  vive  en  effet  dynamique. 

Si,  au  commencement  et  à  la  fin  d'un  intervalle  de  temps 
quelconque,  la  machine  se  trouve  dans  la  môme  position  et 
avec  les  mômes  vitesses,  on  a 

(2)  ^c^^^m—^f* 

c'est-à-dire  que  l'effet  dynamique  est  simplement  égal  à 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  des  résistances  secon- 
daires, car  alors  le  travail  de  la  pesanteur  et  le  demi-accrois- 
sement de  force  vive  s'annulent  tous  les  deux.  La  môme  re- 
lation simple  doit  ôtre  conservée  quand  on  considère  la 
marche  indéfiniment  prolongée  de  la  machine.  En  effet,  les 
trois  termes  S^,  G;„,  S/  croissent  alors  indéfiniment,  parce 
que  les  forces  motrices  et  les  résistances  principales  ou  se- 
condaires existent  toujours  et  ajoutent,  pendant  chaque  élé- 
ment du  temps,  aux  quantités  de  travail  antérieurement  pro- 
duites par  elles,  de  nouvelles  quantités  de  même  ordre  que 
celles  qu'on  avait  eues  pendant  les  éléments  précédents;  au 
contraire,  la  hauteur  H  et  les  vitesses  r  sont  renfermées  entre 
des  maxima  et  des  minima  dont  elles  ne  peuvent  sortir,  et  il 
y  a  par  conséquent  des  limites  supérieures  pour  les  valeurs 
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des  termes  {II  — IIq)I> mg  et  -(Smr*— SmrJ).  Ces  termes 

tendent  donc  à  devenir  nuls  en  comparaison  des  trois  autres, 
et  à  la  limite  on  peut  les  supprimer  sans  erreur. 

On  peut  donc  dire  que  l'effet  dynamique  ou  le  travail  utile 
est  toujours  moindre  que  le  travail  moteur  exercé  sur  la  ma- 
chine, ce  qui  montre  une  différence  essentielle  entre  la  trans- 
formation des  forces  et  celle  des  travaux,  par  l'intermédiaire 
des  machines.  Une  force  peut  se  multiplier  dans  un  rapport 
quelconque;  même  en  tenant  compte  de  la  déperdition  pro- 
duite par  le  frottement,  on  peut,  si  Ton  choisit  convenablement 
les  dimensions  d'une  machine,  produire  au  moyen  d'une  petite 
force  une  autre  force  aussi  grande  qu'on  voudra  ;  dans  le  cas  du 
treuil,  par  exemple,  en  augmentant  de  plus  en  plus  celle  qui 
serait  le  bras  de  levier  de  la  puissance,  on  ferait  décroître  celle 
qui  serait  capable  de  surmonter  une  résistance  donnée,  et  la  di- 
minution ne  serait  limitée  que  par  les  difficultés  pratiques  de 
la  construction  (*).  Mais  le  travail  moteur  qu'on  donne  à  une 
machine  s'amoindrit  toujours  dans  sa  transformation  en  tra- 
vail utile;  la  machine  ne  restitue  jamais  intégralement  ce 

qu'on  lui  a  confié.  Il  est  clair  que  le  rapport  —^  mesure  la 

perte  proportionnelle  qu'on  fait  sur  le  travail  moteur,  tandis 

que  le  rapport  ^  mesure  la  proportion  du  travail  utilisé.  Ce 

dernier  rapport  est  ce  qu'on  nomme  le  rendement;  il  est  né- 
cessairement plus  petit  que  i,  car  dans  les  meilleures  ma- 
chines G/  ne  se  réduit  jamais  à  zéro.  Tout  l'art  du  construc- 
teur consiste  à  faire  le  rendement  aussi  voisin  que  possible  de 
l'unité. 

L'équation  (2)  montre  l'absurdité  d'un  problème  qui  a 
exercé  et  exerce  encore  aujourd'hui  l'imagination  d'un  grand 


('  )  On  rapporte  qu'Archiin(klc  a  dit  :  «  Avec  un  levier  et  un  point  d'appui, 
je  pourrais  soulever  le  inonde  (la  Terre)».  En  toute  rigueur  Archimèdc 
avait  raison.  Cependant  il  eût  peut-être  été  plus  correct  de  dire  :  «  je  ferais 
équilibre  au  monde»;  la  masse  de  la  Terre  est,  en  effet,  tellement  considé- 
rable, que  l'effet  dynamique  répondant  au  travail  moteur  donné  par  Archi- 
mède,  pendant  toute  sa  vie,  n'aurait  pu  imprimer  à  cette  masse  qu'une  vi- 
tesse absolument  imperceptible. 
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nombre  crinvenleurs,  et  qu'on  a  nommé  le  mouvement  perpé^ 
tuel.  11  s'agit  toujours,  pour  ces  inventeurs,  de  former  un 
système  en  mouvement  sous  la  seule  action  des  poids  qui  le 
composent  et  repassant  périodiquement,  un  nombre  de  fois- 
indéfini,  par  une  position  déterminée;  en  d'autres  termes, 
si  l'on  considère  un  nombre  entier  de  périodes,  il  faut  qu'un 
mouvement  s'entretienne  et  se  reproduise  constamment  sans^ 
aucune  dépense  de  travail  moteur.  Cela  n'aurait  certainement 
rien  d'absurde  ni  d'impossible,  si  les  frottements  et  autres  ré- 
sistances secondaires  n'existaient  pas;  un  pendule  oscillant 
autour  d'un  axe  horizontal,  symétriquement  des  deux  côtés 
du  plan  vertical  mené  par  l'axe,  donnerait  immédiatement 
une  solution  du  problème,  et  il  serait  facile  d'en  trouver  une 
foule  d'autres.  Mais,  quand  on  tient  compte  des  frottements 
et  autres  résistances  secondaires  inévitables,  on  voit  que  l'é- 
quation (2)  est  impossible  à  satisfaire  lorsque  G,„  s'annule, 
même  lorsqu'on  supprimerait  toute  résistance  principale  et 
qu'on  ferait  Gc  =  o,  et,  par  conséquent,  qu'il  n'y  a  pas  de  so- 
lution pour  le  problème  dont  il  s'agit. 

Mais,  si  les  machines  sont  impuissantes  à  créer  le  travail,  et 
même  si  elles  dépensent  en  pure  perte  une  partie  de  celui 
qu'on  leur  donne,  cela  n'empêche  pas  qu'elles  puissent  rendre 
de  grands  services,  en  transformant  et  appropriant  à  une  foule 
d'usages  divers  le  travail  des  forces  que  la  nature  met  à  notre 
disposition.  Ces  forces  sont  celles  de  l'homme  ou  des  ani- 
maux, celles  qui  sont  produites  par  la  pesanteur,  celles  qu'un 
courant  fluide  peut  exercer  sur  divers  obstacles,  celles  qui 
proviennent  de  l'expansion  des  gaz  ou  vapeurs,  enfin  les  forces 
dues  à  l'électricité  ou  au  magnétisme.  Très  souvent  elles  ne 
seraient  pas  immédiatement  applicables  à  telle  ou  telle  opé- 
ration, mais  elles  le  deviennent  au  moyen  des  machines.  Par 
exemple,  une  chute  d'eau  ne  contient  pas  en  elle-même  un 
moyen  direct  et  immédiat  de  moudre  du  blé  et  de  laminer  du 
fer;  mais,  si  l'on  emploie  la  chute  d'eau  à  faire  tourner  une 
roue  hydraulique  et  celle-ci  à  faire  tourner  des  meules  ou  un 
laminoir,  on  rend  ces  opérations  parfaitement  exécutables. 

302.  Diverses  parties  d'une  machine  :  récepteur,  transmis- 
sion, outil,  —  On  distingue  assez  ordinairement  dans  une  ma- 
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chine  plusieurs  parties  :  i®  le  récepteur,  qui  subit  directement 
Taction  du  moteur,  c'est-à-dire  de  l'agent  naturel  fournissant 
la  force  motrice  ;  2°  la  transmission  de  mouvement  du  récep- 
teur à  la  partie  suivante;  ^""Voutil,  qui  exécute  une  opération 
déterminée  sur  le  corps  soumis  à  la  machine.  Cette  distinc- 
tion n'a  au  surplus  rien  de  bien  essentiel  au  point  de  vue  de 
la  mécanique  théorique.  Chaque  pièce  mobile  d'une  machine 
peut  être  elle-même  considérée  comme  une  machine  rece- 
vant d'un  côté  un  travail  moteur  et  produisant,  d'un  autre 
côté,  un  effet  dynamique. 

303.  Unité  de  travail;  unité  spéciale  usitée  dans  V étude  des 
machines.  —  Le  travail  est  une  quantité  complexe,  produit 
d'une  force  par  une  longueur;  Tunité  qui  sert  à  l'évaluer  ré- 
sulte donc  naturellement  du  choix  des  unités  de  force  et  de 
longueur,  indiqué  précédemment  (n<»»  2  et  94).  Quand  les 
deux  facteurs  du  produit  sont  tous  deux  égaux  à  i,  le  produit 
prend  aussi  la  valeur  i.  L'unité  de  travail  est  donc  le  travail 
effectué  par  une  force  de  i^«,  déplaçant  son  point  d'applica- 
tion de  I™,  dans  sa  propre  direction;  cette  unité  se  nomme 
kilogrammètre. 

Dans  l'étude  des  machines,  on  considère  souvent  la  produc- 
tion régulière  d'une  certaine  quantité  de  travail  pendant  un 
temps  indéfini,  et  Ton  se  fait  idée  de  ce  qu'une  machine  donne 
ou  reçoit,  en  indiquant  les  valeurs  moyennes  de  l'effet  dyna- 
mique ou  du  travail  moteur  dans  chaque  seconde.  Rien  n'em- 
pêcherait sans  doute  d'évaluer  ces  quantités  en  kilogram- 
mctres  ;  mais  cela  aurait  assez  ordinairement  l'inconvénient  de 
donner  des  nombres  incommodes  à  cause  de  leur  grandeur. 
On  fait  alors  ici  la  même  chose  que  lorsqu'il  s'agit  des  poids 
et  que,  au  lieu  de  les  exprimer  en  kilogrammes,  on  les  ex- 
prime en  quintaux  ou  en  tonneaux,  on  emploie  une  unité 
plus  grande.  L'usage  s'est  depuis  longtemps  introduit  de 
prendre  pour  unité  une  quantité  moyenne  de  ^jS^i^  par  se- 
conde, produite  indéfiniment  et  régulièrement  dans  une  suite 
de  périodes  assez  courtes.  Cette  unité  se  nomme  cheval-va- 
peur, parce  qu'on  s'en  est  d'abord  servi  à  l'occasion  des  ma- 
chines à  vapeur;  on  emploie  aussi  la  dénomination  de  cheval 
dynamique  ou  simplement  celle  de  cheval. 
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Beaucoup  de  personnes  disent  à  tort  :  «  une  machine  de  la 
force  de  5o  chevaux,  loo  chevaux,  etc.  »  ;  il  s'agit  ici,  non  d'une 
force,  mais  d'un  travail.  Il  est  mieux  de  ne  pas  détourner  le 
moi  force  de  la  signification  précise  qu'on  lui  donne  en  Mé- 
canique et  de  lui  substituer  un  autre  mot,  par  exemple  le  mot 
puissance,  en  entendant  par  là  la  faculté  ou  capacité  de  pro- 
duire du  travail.  Ainsi  une  machine  de  la  puissance  de  5o  che- 
vaux serait  une  machine  qui  mettrait  régulièrement  et  indé- 
finiment à  notre  disposition  un  effet  dynamique  moyen  de 
5o  X  75  ou  3750^»°»  par  seconde. 

Après  ces  considérations  générales,  nous  avons  à  passer  en 
revue  les  principaux  moteurs  (c'est-à-dire  les  sources  du  tra- 
vail moteur)  en  usage  dans  l'industrie,  pour  les  étudier  soit 
au  point  de  vue  du  travail  qu'il  est  possible  d'en  tirer,  soit  au 
point  de  vue  du  récepteur  sur  lequel  se  développe  ce  travail; 
exceptionnellement  nous  étudierons  aussi  quelques  machines 
rentrant  dans  la  classe  des  outils.  Mais  auparavant  nous  allons 
nous  arrêter  quelque  temps  dans  une  digression  destinée  à 
faire  connaître  un  certain  nombre  d'appareils  destinés  à  la 
mesure  expérimentale  du  travail  des  forces. 

§  II.  —  Appareils  destinés  à  la  mesure  expérimentale 

du  travail  des  forces. 

304-.  Dynamomètre  de  traction  à  bande  ou  à  compteur,  — 
Cet  appareil  est  destiné  à  mesurer  le  travail  produit  par  un 
moteur  quelconque,  un  cheval  par  exemple,  attelé  à  une  voi- 
ture. 11  comprend  d'abord  une  pièce  composée  de  deux  res- 
sorts parallèles  en  acier  AB,  A'B'  {fig.  323),  dont  les  épais- 
seurs décroissent  du  milieu  aux  extrémités,  parce  qu'on  a 
reconnu  qu'on  augmente  ainsi  la  flexibilité  d'un  ressort  sans 
nuire  à  sa  solidité.  Les  extrémités  sont  réunies  par  les  tiges 
AA',  BB',  qui  rendent  les  deux  ressorts  solidaires;  deux  cro- 
chets C,  C  sont  adaptés  en  leurs  milieux.  Si  l'on  considère 
d'abord  à  part  l'ensemble  des  deux  ressorts,  on  constate  par 
l'expérience  qu'en  le  soumettant  à  deux  forces  F  égales  et 
contraires,  contenues  dans  le  plan  moyen  ABA'B'  et  perpen- 
diculaires à  AB,  les  milieux  D,  D'  des  deux  lames  s'écartent 
d'une  quantité  /  proportionnelle  à  F.  Après  avoir  déterminé 

Brb88B.  —  Cours  de  Sfée,  II.  sa 


A  — 


■ 

D 
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par  des  essais  directs  le  rapport  A-  =1  p>  qui  varie  avec  les  di- 
mensions des  ressorts  et  la  qualité  de  Tacier  employé  à  leur 

construction,  la  mesure  de  la 
longueur /donnera  le  moyen 
d'évaluer  numériquement  la 
3  force  F;  et  ici  se  manifeste 
Tutilité  de  la  disposition  in- 
diquée plus  haut  pour  aug- 
menter la  flexibilité  des  res- 
'^'  sorts,   car   plus  /  est  grand 

\t  pour  une  force  donnée,  plus 

rinstrument  est  sensible. 
Concevons  maintenant  que  le  système  ABA'B'  placé  hori- 
zontalement soit  attaché  à  une  voiture  par  le  crochet  C,  pen- 
dant que  le  moteur  qui  traîne  la  voiture  agit  sur  le  crochet  C\ 
les  lignes  AB,  A' B' étant  disposées  parallèlement  à  l'essieu  ou 
aux  essieux  des  roues.  La  force  de  traction  F,  exercée  sur  C 
par  le  moteur,  se  transmet  à  la  voiture  par  l'intermédiaire 
de  C,  et  en  même  temps  la  distance  Dh'  entre  les  milieux  des 
ressorts  prend  un  accroissement  /  comparativement  à  sa  va- 
leur initiale  répondant  à  F  =:  o.  Au-dessous  des  ressorts  se 
trouve  un  appareil  à  bande  de  papier  (n°89);  la  bande  se 
meut,  relativement  à  la  voiture,  d'un  mouvement  de  transla- 
tion proportionnel  au  déplacement  de  celle-ci  et  dans  une 

direction  parallèle  à  AB;  deux 
crayons   attaches    l'un  en   D, 


d' 

dt 


Fig.  324. 
m'  n' 


m 


; 


m  n 


l'autre  en  D',  marquent  chacun 

El      leur  trace  sur  le  papier.  Lors- 

"^  ~x~di     qu'on  examine  la  feuille  dérou- 

léc  après  l'expérience  finie,  on 

y  trouve  deux  lignes  dd,  d  d' 
{fig.  324),  Tune  droite,  tracée  par  le  crayon  D,  l'autre  courbe 
tracée  par  le  crayon  D'.  Si  entre  ces  deux  lignes  on  trace  la 
droite  d^d^  parallèle  à  dd  ei  telle  que  ddy^  soit  égale  à  la  di- 
stance initiale  DW  des  ressorts,  les  ordonnées  m^m'  de  d'd' 
relativement  à  celte  dernière  droite  indiqueront  les  valeurs 
successivement  prises  par/.  Ces  ordonnées  sont  donc  propor- 
tionnelles à  la  force  de  traction  F,  et,  comme  les  abscisses  x 
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sont  proporlionnelles  aux  espaces  parcourus  par  la  voiture, 
il  en  résulte  que  le  travail  de  F  est  proportionnel  à  l'aire 
comprise  entre  la  courbe  d'd'  et  la  droite  c^i^j.  On  a,  en  effet, 

p_./ 

et  si  l'on  nomme  A:'  le  rapport  des  abscisses  x  (ou  des  déplace- 
ments relatifs  du  papier)  aux  déplacements  correspondants  Ç 
de  la  voiture, 

Donc  aussi 

F^.^4^    et    jrV^=Jpprfx. 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Nous  avons  déjà  dit  que  le  rapport  k  se  détermine  par  des 
essais  directs  sur  le  système  des  deux  ressorts.  Le  rapport  k' 
pourrait  se  calculer  sans  peine,  si  Ton  donnait  la  défmition 
géométrique  des  engrenages  ou  poulies  qui  transmettent  au 
papier  son  mouvement  relatif.  On  peut  déterminer  aussi  tout 
d'un  coup,  par  une  expérience  directe,  le  produit  M' des  deux 
coefficients.  On  fait  agir  sur  la  voilure,  toujours  par  l'inter- 
médiaire du  dynamomètre,  une  force  constante  et  connue, 
pendant  un  parcours  déterminé.  Les  lignes  tracées  sur  le  pa- 
pier feront  connaître  /  fdx  pour  cette  expérience,  et  comme 
on  connaît  aussi  le  travail  de  la  force,  on  en  déduira  son  rap- 
port -rp  avec   /    fdx,  rapport  qui  reste  le  môme  quand  on 

fait  d'autres  expériences  avec  le  même  dynamomètre  et  la 
même  voiture. 

On  peut  substituer  à  l'appareil  à  bande  de  papier  un  sys- 
tème à  compteur.  La  lame  antérieure  A'B'  est  solidaire  avec 
une  boîte  E  qui  porte  à  sa  partie  inférieure  une  roulette  R, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  passant  par  son  centre  et 
perpendiculaire  à  A'B'  {fig.  3ù5).  Cette  roulelte  s'appuie  sur 
un  plateau  circulaire  horizontal  GH,  possédant,  outre  le  mou- 


340  SIXIÈUK   PARTIE.  —    CHAPITRE   PREMIER. 

vement  de  translation  de  la  voiture,  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  la  verticale  de  son  centre  0  avec  une  vitesse 
angulaire  sans  cesse  proportionnelle  à  celte  translation.  Le 
plateau  est  placé  de  telle  manière  que  son  point  de  contact 
avec  la  roulette  coïncide  avec  0  quand  les  ressorts  ne  sont 
pas  tendus.  Lorsqu'au  contraire  on  fait  agir  la  force  de  trac- 
tion F  sur  A'B',  comme  précédemment,  la  roulette  s'écarte 
du  centre  et  se  place  à  une  distance  ÔH=z/,  proportionnelle 

à  F.  Maintenant,  si  la  voiture  se 
^*^' ^^^'  déplace,   le   plateau   tourne   en 

©môme  temps  autour  de  Taxe  0, 
et  détermine  par  adhérence  le 
mouvement    de   rotation    de    la 
roulette   autour  de  son  axe;  le 
g,    nombre  N  de  tours  de  la  roulette 
~^    pendant  un  déplacement  fini  est 
enregistré  par  un  compteur  soli- 
daire avec  la  boîte  E  (n°8o),  et 
nous  allons  montrer  que  ce  nombre  est  proportionnel  au 
travail  de  la  force  F  dans  le  même  temps. 

Supposons,  en  effet,  un  déplacement  élémentaire  dk  de  la 
voiture;  le  plateau  tourne  simultanément  d'un  angle  da^  en 
rapport  constant  p  avec  d%y  de  sorte  que  doLz=zpd^;  le  point 
de  contact  de  la  roulette  avec  le  plateau  décrit  donc  un  arc 
/dai=^pfc^.  Si  l'adhérence  est  suffisante  pour  empêcher  le 
glissement,  la  roulette  tourne  autour  de  son  axe  d'une  quan- 
tité d^  égale  au  quotient  dep/d^  par  son  rayon  /-,  car  le  point 
de  contact  doit  avoir  même  déplacement  élémentaire  comme 
point  de  la  roulette  et  comme  point  du  plateau  (n®  M). 

L'angle  cfp,  égal  à^       y  sera  donc  dans  le  rapport  constant 

—  avec  le  travail  élémentaire  F  <i;,  en  continuant  de  nommer 
r 

f 
k  la  constante  ^  •  Par  suite  p  ou  aicN  sera  dans  le  môme  rap- 
port avec  le  travail  fini  /    F  <f?. 

Le  rapport  du  nombre  de  tours  au  travail  peut  encore  se 
calculer  dès  qu'on  a  la  valeur  de  k  et  la  définition  géomé- 
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trique  du  syslème;  ou  bien  on  le  déterminerait  par  une  ex- 
périence directe,  en  constatant  la  valeur  de  N  pour  un  travail 
connu  d'avance. 

Remarquons  enfin  que  le  roulement  des  roues  de  la  voi- 
ture sur  le  sol  constitue  un  mouvement  composé  :  i°  de  la 
translation  de  leur  centre  avec  une  vitesse  c  égale  à  celle  de 
la  voiture;  a"  d'une  rotation  autour  de  leur  essieu,  avec  une 
vitesse  angulaire  <»  proportionnelle  à  c,  car  elle  est  égale  au 
quotient  de  c  par  le  rayon  de  la  roue.  Si  donc  on  fait  passer 
une  corde  ou  courroie  sans  fin  sur  une  poulie  faisant  corps 
avec  le  moyeu  d'une  roue,  elle  communiquera  une  vitesse 
angulaire,  proportionnelle  à  i',  à  un  cylindre  ayant  son  axe 
fixe  relativement  à  la  voiture.  On  partira  ensuite  de  ce  cy- 
lindre pour  établir  les  engrenages  et  transmissions  conve- 
nables, soit  pour  l'appareil  à  bande  de  papier,  soit  pour  le 
plateau. 

303.  Manivelle  dynamométrique.  —  Cet  appareil  est  des- 
tiné à  mesurer  le  travail  fourni  par  un  homme  qui  fait  tourner 
un  arbre,  en  agissant  sur  une  mani- 
velle. La  manivelle  BMDN,  équilibrée 

par  un  contrepoids  C{_/Î^.3a6),  est  folle  l> 

sur  l'arbre  0,  mais  lui  transmet  le  mo- 
ment moteur  P/j,  en  agissant  sur  un 
ressort  implanté  dans  l'arbre  et  soli- 
daire avec  lui.  La  force  P  ainsi  que 
son  moment  Pp  sont  mesurés  par  la 
flexion  /  à  l'extrémité  du  ressort.  En 
arrière  du  ressort  se  trouve  un  appa- 
reil à  bande  de  papier,  porté  par  un 
châssis  animé  du  même  mouvement 
que  la  manivelle  et  l'arbre;  un  crayon 
placé  ï  l'extrémité  e  du  ressort  trace 
sur  le  papier  une  courbe  dont  les  or- 
données, par  rapport  à  une  droite  fa- 
cile à  retrouver,  donnent  les  valeurs 
successives  de/.  Si  la  bande  de  papier 

possède  relativement  au  châssis  un  mouvement  de  transla- 
tion parallèle  à  OB  et  proportionnel  au  mouvement  de  l'arbre. 
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Je  travail  moteur  sera  encore  mesuré,  comme  dans  le  dyna- 
momètre de  traction  à  bande  (n"  304),  par  l'aire  de  la  courbe 
doni  on  vient  de  parler.  Pour  obtenir  ce  mouvement  relatif 
du  papier,  le  châssis  porte  un  cylindre  dont  l'axe  est  parallèle 
à  la  direction  de  P  el  qui  engrène  par  vis  sans  fin  avec  une 
roue  fixe,  concentrique  avec  l'arbre  0  et  folle  sur  lui;  pour 
l'observateur  entraîné  avec  le  châssis,  cette  roue  fixe  possé- 
derait une  vitesse  angulaire  égale  et  contraire  à  celle  de 
l'arbre  0  et  transmettrait  à  l'axe  du  cylindre  une  rotation 
proportionnelle.  Ce  cylindre  serait  ensuite  utilisé  pour  arriver 
au  but,  comme  le  cylindre  E  de  lAfig.  i43i  p.  a^4du  Volumel. 
L'appareil  à  bande  de  papier  pourrait  se  remplacer  par  un 
compteur,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  (n"  304). 

306.  Dynamomètre  de  rotation  du  général  Morin.  —  Pour 
mesurer  le  travail  d'un  moteur  puissant  qui  agit  sur  un  arbre 
tournant,  au  moyen  d'une  courroie  sans  fin  passant  sur  une 
poulie  A,  le  général  Morin  a  employé  la  disposition  suivante  : 
soient  A  la  poulie  motrice  {Jig.  327);  B  une  poulie  folle  sur 

Fig.  ii^. 


laquelle  on  fera  passer  la  courroie  pour  interrompre  la  com- 
munication à  l'arbre  0;  on  place  à  côté  une  troisième  poulie  C 
qui  entoure  l'arbre  par  un  collier  à  frottement  doux,  mais 
qui  est  cependant  capable  de  lui  transmettre  le  mouvement, 
en  pressant  sur  l'extrémité  e  de  deux  ou  quatre  ressorts 
égaux  a,  encastrés  dans  l'arbre  et  faisant  corps  avec  lui.  La 
flexion  de  ces  ressorts,  proportionnelle  au  moment  moteur, 
est  pour  ainsi  dire  enregistrée  d'une  manière  continue  , 
comme  dans  la  manivelle  dynamométrique,  par  un  appareil 
à  bande  de  papier  placé  en  regard  de  l'un  d'eux;  on  en  dé- 
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duit  le  travail  de  la  force  motrice  exactement  de  la  même 
manière. 

Ici  encore  il  serait  possible  de  substituer  un  compteur  à 
l'appareil  à  bande  de  papier. 

307.  Dynamomètre  de  rotation  de  M.  Bourdon.  —  Un 
arbre  0  {Jîg.  338)  reçoit  le  mouvement  par  une  poulie  mo- 
trice A,  sur  laquelle  s'enroule  une  courroie  sans  fin;  un  se- 
cond arbre  0'  doit  recevoir  le  mouvement  du  premier  et  subir 


une  résistance  agissant  langentiellement  à  la  circonférence 
d'une  poulie  A'.  Pour  être  en  mesure  d'évaluer  la  force 
exercée  par  0  sur  0',  d'oi*!  l'on  déduira  ensuite  le  travail 
transmis  du  premier  arbre  au  second,  M.  Bourdon  effectue 
par  un  moyen  particulier  la  communication  de  mouvement 
entre  les  doux  arbres;  il  emploie  deux  roues  B,  B',  consti- 
tuant un  engrenage  sans  froltement  (n°  49,  g).  Si  l'on  nomme 
I  l'angle  que  les  bélices,  intersections  des  surfaces  des  dents 
avec  les  cylindres  primitifs,  font  avec  les  génératrices  de  ces 
cylindres,  la  pression  mutuelle  N  des  dents  en  contact  pourra 
se  décomposer  en  une  force  Ncosi  tangente  aux  circonfé- 
rences primitives,  et  une  forceNsini  parallèle  aux  axes  0,0'. 
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L'axe  0  est  muni  d'épaulements  qui  rcmpêchent  de  glisser 
longitudinalement  sous  raction  de  celle  seconde  compo- 
sanle,  mais  Taxe  0'  peul  au  conlraire  glisser  sur  ses  supports, 
dans  le  sens  de  N  sïni;  son  extrémité  K  vient  buter  contre  un 
ressorl  fixé  par  ses  deux  bouts  D,  E,  et  fait  prendre  à  ce  res- 
sort une  certaine  flexion  ;  d'ailleurs  le  déplacement  de  0'  ne 
fait  pas  cesser  le  contact  des  roues  B,  B',  parce  qu'on  a  eu 
soin  de  donnera  la  roue  B'  une  largeur  suffisante  pour  qu'elle 
reste  toujours  en  prise.  Le  milieu  G  du  ressorl  transmet  son 
déplacement  à  l'extrémité  H  de  la  petite  branche  GH  d'un 
levier  coudé  GHI,  el  l'extrémité  I  de  la  grande  branche  GI 
rend  ces  déplacements  très  visibles  et  faciles  à  mesurer  par 
son  mouvement  sur  un  arc  de  cercle  gradué.  Le  zéro  de  cette 
graduation  étant  placé  à  la  position  qu'aurait  le  point  I  dans 
le  cas  d'une  pression  nulle  sur  le  ressorl,  le  nombre  n  de  di- 
visions compris  entre  cette  origine  et  une  position  quel- 
conque de  I  est  dans  un  rapport  constant  K  avec  la  pression 
correspondante  N  sin  L  Ce  nombre  K  se  détermine  sans  peine, 
car  on  peut  déduire  de  N  la  flèche  /  du  ressort,  et  un  essai 
préalable  de  celui-ci  donne  le  rapport  entre  /  et  la  pression 
qui  en  est  la  cause. 
On  pourra  donc  poser 

Nsin/  =  K/i,    d'où  résulte    N  cos/=:  KncoiL 

L'angle  constant  i  étant  connu,  on  arrive  ainsi  à  connaître 
la  force  N  cosi  qui  remplit  à  l'égard  de  l'arbre  0'  le  rôle  de 
force  motrice.  Si  l'on  suppose  maintenant  le  mouvement  ar- 
rivé à  un  état  régulier  el  permanent,  la  force  Ncos*  varie 
peu;  pour  avoir  son  travail,  qui  est  le  travail  moteur  reçu 
par  0',  il  suffira  de  multiplier  le  déplacement  angulaire  de  cet 
arbre  par  le  moment  de  N  cosi  (n<»  102,  d).  En  nommant  a  le 
rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  B',  le  travail  se- 
rait 2'iraNcosf  pour  chaque  tour;el,  comme  on  peut  compter 
le  nombre  de  tours  pendant  un  temps  déterminé,  on  en  dé- 
duirait au  besoin  le  travail  dans  l'unité  de  temps. 

308.  Frein  de  Prony,  —  Le  frein  de  Prony  sert  à  mesurer 
le  travail  résistant  exercé  sur  un  arbre  0  {fig.  829)  par  di- 
verses machines-outils  qu'il  met  en  mouvement,  travail  qu'on 
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peut  considérer  comme  son  effet  dynamique.  On  cale  d'abord 
une  poulie  AV  sur  cel  arbre;  la  poulie  est  ensuite  serrée 
entre  deux  pièces  horizontales  BB,  B'B',  nommées  les  ma- 
chaires  du  frein,  au  moyen  de  deux  boulons  C,  C,  filelés  en 
vis  à  leurs  extrémités  supérieures  et  s'engageant  dans  deux 
écrous  qu'on  tourne  de  manière  à  produire  le  serrage.  La 
mâchoire  supérieure  se  prolonge  par  un  levier  horizontal  6E, 
passant  entre  deux  arrêts  fixes  D,  D',  qui  limitent  ses  oscilla- 
tions possibles  au-dessus  et  au-dessous  de  l'horizontale. 

Fin.  319. 


A  mesure  qu'on  serre  les  mâchoires  contre  la  poulie,  on 
supprime  peu  à  peu  la  communication  entre  l'arbre  0  et  les 
machines-outils  auxquelles  il  transmet  le  mouvement;  le 
frein  entraîné  par  la  poulie  vient  buter  contre  l'arrêt  supé- 
rieur D  et,  devenant  alors  immobile,  il  crée  par  son  frotte- 
ment sur  la  poulie  une  résistance  à  la  rotation  de  l'arbre. 
Quand  on  a  complètement  débarrassé  celui-ci  de  toute  com- 
munication avec  les  outils  et  supprimé  ainsi  toutes  les  résis- 
tances dont  on  veut  connaître  le  travail,  on  achève  le  serrage 
des  boulons  et  l'on  tûtonne  jusqu'à  ce  que  l'arbre  ait  repris 
la  môme  vitesse  angulaire  qu'avant  la  mise  en  place  du  frein, 
et  l'on  reconnaît  qu'on  a  rempli  celte  condition  quand  le 
nombre  de  tours  dans  un  temps  donné  est  redevenu  le  même. 
Dans  cet  état  le  frollenient  du  frein  produit  nécessairement 
un  travail  résistant  égal  à  celui  des  résistances  qu'on  a  sup- 
primées; car  autrement,  si  le  travail  moteur  reçu  par  l'arbre 
ne  varie  pas  (ce  que  nous  admettons),  le  mouvement  serait 
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devenu  plus  lent  ou  plus  rapide.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
mesurer  le  travail  produit  par  le  frottement  du  frein. 

A  cet  effet,  le  levier  supérieur  porte  un  plateau  suspendu 
à  son  extrémité  E;  on  met  successivement  des  poids  dans  ce 
plateau,  jusqu'à  ce  que  le  levier  reste  en  équilibre,  sans  re- 
cevoir aucune  pression  de  l'un  ou  l'autre  des  arrêts  D,  D'.  A 
la  vérité,  cet  état  d'équilibre  ne  peut  guère  se  réaliser  rigou- 
reusement dans  la  pratique,  parce  que  le  frottement  varie 
sans  cesse,  en  raison  de  l'altération  plus  ou  moins  sensible 
des  surfaces  frottantes;  mais,  en  augmentant  peu  à  peu  les 
poids  posés  dans  le  plateau,  on  reconnaît  que,  pour  une  cer- 
taine valeur  P'  du  poids  total,  le  levier  reste  toujours  pressé 
contre  l'arrêt  supérieur,  tandis  que,  pour  une  valeur  un  peu 
plus  grande  P^,  il  resterait  toujours  en  contact  avec  l'arrêt  in- 
férieur, et  que  pour  une  valeur  intermédiaire  P  il  oscille 
entre  les  deux,  sans  s'arrêter  à  l'un  plus  qu'à  l'autre.  C'est  ce 
dernier  état  qu'on  assimile  approximativement  à  J'équilibre, 
parce  que  le  frottement  est  tantôt  un  peu  au-dessus,  tantôt 
un  peu  au-dessous  de  l'intensité  nécessaire  pour  équilibrer 
le  poids  P. 

Nommons  maintenant 

r  le  rayon  de  la  poulie; 

F  l'une  des  forces  de  frottement  exercées  par  le  frein  sur  sa 
circonférence; 

p  la  distance  entre  le  poids  P  et  l'axe  de  rotation  0; 

Q  le  poids  total  du  frein; 

q  la  distance  entre  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gra- 
vité et  le  même  axe  0. 

Le  frein  est  supposé  en  équilibre,  et  par  conséquent  la 
somme  des  moments  des  forces  extérieures  qui  le  sollicitent 
doit  être  nulle  relativement  à  un  axe  quelconque  (n°129). 
Choisissons  l'axe  0,  ce  qui  a  l'avantage  de  faire  disparaître 
les  moments  des  réactions  normales  de  la  poulie  sur  le  frein; 
alors  l'équation  des  moments  se  réduit  à 

(l)  2FrrzzP/î-|-0^. 

On  connaît  ainsi  le  moment  total  des  forces  exercées  par 
le  frein  sur  la  poulie,  car  d'une  part  ces  forces  sont  égales  et 
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contraires  aux  réactions  de  la  poulie  sur  le  frein  (n®  95),  et 
d*autre  part  le  moment  des  composantes  normales  est  nul, 
comme  on  vient  de  le  dire.  Pour  avoir  le  travail  total  exercé 
par  le  frein  sur  Tarbre  dans  un  tour  complet,  il  suffit  (n°  102,  c?) 
de  multiplier  le  déplacement  angulaire  2Tt  par  le  moment 
2Fr  ou  Pp-hQq;  en  multipliant  encore  par  le  nombre  de 
tours  dans  une  seconde,  on  aurait  le  travail  dans  chaque  unité 
de  temps. 

On  peut  mesurer  par  une  expérience  préalable  le  moment 
constant  Q^  qui  figure  dans  la  valeur  de  2 F/*.  On  prend  le 
frein  séparément,  après  l'avoir  dégagé  de  l'arbre  tournant,  et 
on  le  pose  d'abord  sur  un  couteau  horizontal  K  {/Ig*  33o); 


Fig.  33o. 


II 


Q 


^i/LA.\AOCT 


puis  on  attache  son  extrémité  E  au  plateau  LL  d'une  balance, 
située  directement  au-dessus,  et  Ton  produit  enfin  l'équilibre 
du  tout  en  mettant  dans  l'autre  plateau  un  poids  w  conve- 
nablement déterminé  par  tâtonnement.  Quand  l'équilibre 
existe,  les  deux  parties  GH,  IG  du  fléau  de  la  balance  étant 
égales,  il  faut  que  le  frein  produise  sur  le  plateau  LL  une 
force  descendante  m,  et  par  conséquent  il  en  reçoit  une  force 
ascendante  de  même  intensité;  l'équilibre  du  frein  donne 
alors  l'équation  des  moments  relativement  à  l'axe  K 

wp  z=z  Qq. 

Cela  permet  de  mettre  l'équation  (i)  sous  la  forme 

l,Fr=i{P-hm)p; 
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on  voit  ainsi  qu'on  peut  faire  abstraction  du  poids  propre  du 
frein,  pourvu  qu'on  «ajoute  le  poids  constant  tîj  au  poids  P 
trouvé  dans  chaque  mesure  expérimentale  d'un  travail  au 
moyen  de  cet  instrument. 

Afin  de  prévenir  réchauffement  et  la  trop  grande  altération 
des  surfaces  frottantes,  pendant  l'emploi  du  frein,  on  a  soin 
d'humecter  continuellement  ces  surfaces  avec  de  l'eau. 

M.  Krelz,  ingénieur  en  chef  des  manufactures  de  l'État,  a 
introduit  dans  le  frein  de  Prony  diverses  modifications,  qui 
ont  pour  but  d'en  rendre  l'usage  plus  commode.  Il  remplace 
les  mâchoires  par  une  suite  de  voussoirs  en  bois  solidement 
articulés  les  uns  aux  autres,  au  moyen  d'une  garniture  métal- 
lique. Le  serrage  est  produit  par  un  écrou  a;  celte  pièce 


Fig.  33 I. 
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e 
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rappelle  simultanément  les  deux  voussoirs  b,  c,  faisant  corps 
avec  deux  vis  filetées  en  sens  contraires,  qui  s'engagent  dans 
l'écrou;  on  n'a  de  cette  manière  qu'un  seul  écrou  à  tourner 
au  lieu  de  deux.  Enfin,  le  levier  horizontal  ^  se  termine  par  un 
arc  de  cercle  ee  ayant  son  centre  sur  l'axe  de  rotation  O  ; 
le  poids  P  est  suspendu  à  un  lien  flexible  appliqué  contre 
cet  arc,  ce  qui  a  l'avantage  de  laisser  à  P  un  bras  de  levier 
constant,  malgré  les  oscillations  du  levier. 

309.  Indicateur  de  Watt.  —  Supposons  une  machine  à 
vapeur  à  double  effet,  avec  détente  et  condensation.  Au  com- 
mencement d'une  course  du  piston  P  dans  le  cylindre  ver- 
tical ABCD  {^g,  332),  la  vapeur  de  la  chaudière  arrive  libre- 
ment sur  une  des  faces  du  piston,  pendant  que  la  face  opposée 
communique  avec  le  condenseur,  espace  limité  toujours 
maintenu  à  une  basse  température  et  à  une  basse  pression  ;  le 
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piston,  plus  pressé  d'un  côlé  que  de  Taulre^  se  met  en  mou- 
vement. A  un  certain  point  de  la  course,  la  communication 
est  interrompue  entre  la  chaudière  et  le  cylindre,  mais  la 
vapeur  déjà  entrée  continue  d'agir  sur  le  piston  en  se  déten- 
dant, c'est-à-dire  en  passant  par  des  pressions  décroissantes. 
A  la  course  suivante,  le  rôle  des  deux  faces  du  piston  est  in- 
terverti; celle  qui  communiquait  avec  la  chaudière  est  mise 
en  communication  avec  le  condenseur,  et  réciproquement; 
le  mouvement  du  piston  a  lieu  en  sens  inverse.  Les  mêmes 


Fig.  33a. 
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alternatives  se  reproduisent  ensuite  indéfiniment.  Le  mouve- 
ment oscillatoire  du  piston  se  transmet  d'abord  à  un  balancier 
par  l'intermédiaire  d'un  parallélogramme  (n°  73),  et  ensuite 
à  un  arbre  tournant,  au  moyen  du  système  de  bielle  et  mani- 
velle (n<>  70). 

L'indicateur  de  Watt  sert  à  déterminer  le  travail  reçu  par 
le  piston  dans  la  machine  dont  on  vient  de  donner  une  des- 
cription sommaire  ;  il  pourrait  également  s'adapter  à  d'autres, 
mais  nous  raisonnons  sur  celle-ci  pour  fixer  les  idées.  Il  con- 
siste en  un  piston  G  mobile  dans  un  petit  cylindre  £F,  dont 
la  base  inférieure  s'ouvre  sur  le  couvercle  du  cylindre  à  va- 
peur ABCD;  ce  piston,  en  se  déplaçant,  comprime  ou  allonge 
un  ressort  à  boudin  r,  attaché  d'une  part  au  piston,  d'autre 
part  au  fond  supérieur  du  petit  cylindre.  Le  ressort  est  dans 
l'état  naturel  quand  la  pression  p  sur  la  face  inférieure  du 
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piston  G  égale  la  pression  atmosphérique  pa ,  qui  agit  con- 
stamment sur  l'autre  face;  suivant  que  la  différence/) — pa 
est  positive  ou  négative  le  ressort  se  comprime  ou  s'allonge, 
et  le  piston  G  monte  ou  descend  d'une  quantité  qui,  d'après 
les  expériences  faites  sur  les  propriétés  des  ressorts,  est  pro- 
portionnelle à  l'excès  de  la  plus  grande  des  deux  pressions 
sur  la  plus  petite.  La  tige  du  piston  G  porte  un  crayon  ou 
style  5,  marquant  par  sa  pointe  une  trace  sur  un  papier  en- 
roulé autour  d'un  cylindre  U,  qui  tourne  autour  de  son  axe 
avec  une  vitesse  dans  un  rapport  constant  avec  celle  du 
piston  P,  et  changeant  de  sens  en  môme  temps  que  cette  der- 
nière. 

Imaginons  que  la  pointe  soit  restée  en  contact  avec  le  pa- 
pier pendant  deux  courses  consécutives,  comprenant  en  pre- 
mier lieu  une  descente  du  piston  P,  et  ensuite  son  retour  au 
point  de  départ;  pendant  la  première  course,  le  dessous  du 
piston  G  supporte  la  pression  p  de  la  vapeur,  supérieure  à  la 
pression  atmosphérique  pa,  et  pendant  la  seconde  il  est 
soumis  à  la  pression  p'  du  condenseur,  moindre  que  /?«.  Si 
l'on  déroule  le  papier,  on  y  trouvera  une  courbe  tracée  par  la 
pointe,  dans  son  mouvement  relatif  sur  le  cylindre,  et  l'on 
peut  faire,  au  sujet  de  celte  courbe,  les  remarques  suivantes  : 

Soient  OX  le  développement  de  la  section  droite  sur  la- 
quelle la  pointe  se  trouverait  toujours,  si  la  pression  sur  les 
deux  faces  du  petit  piston  restait  constamment  égale  à  /?«, 
et  OY  la  génératrice  sur  laquelle  est  située  la  position  initiale 
de  la  pointe,  répondant  à  la  position  la  plus  élevée  du  piston  P  ; 
prenons  ces  deux  droites  pour  axes  coordonnées.  Les  ordon- 
nées de  la  courbe  sont  égales  aux  déplacements  du  piston  G, 
à  partir  de  la  position  qu'il  occupe  quand  le  ressort  n'est  pas 
tendu  ;  elle  est  donc  proportionnel  le  à  /?  —  pa  pendant  la  course 
descendante,  et  à  Pa  —  p'  pendant  la  course  ascendante, 
parce  que  l'espace  intermédiaire  V  entre  les  pistons  P  et  G 
est  rempli  de  la  vapeur  motrice  agissant  sur  le  piston  P  dans 
le  premier  cas,  et  communique  avec  le  condenseur  dans  le 
second.  Les  espaces  parcourus  par  le  piston  P  pendant  chaque 
clément  de  temps  di  sont  d'ailleurs  proportionnels  aux  angles 
décrits  simultanément  par  le  cylindre  H,  c'est-à-dire  aux  va- 
riations dx  des  abscisses  de  la  pointe,  comptées  suivant  OX. 
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Il  en  résulte,  comme  on  va  le  voir,  que  le  travail  exercé,  pen- 
dant les  deux  courses,  sur  la  face  supérieure  du  piston,  par  la 
vapeur  de  la  chaudière  et  les  gaz  du  condenseur,  est  propor- 
tionnel à  Taire  de  la  courbe  IKLRS  tracée  par  la  pointe. 

Cette  courbe  se  compose  de  deux  parties.  Tune  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  de  OX.  Au  commencement  de  la  période 
considérée,  la  soupape  d'admission  venant  d'être  ouverte,  la 
pression  augmente  rapidement  dans  l'espace  V,  devient  égale 
à  celle  de  la  chaudière,  et  conserve  ensuite  quelque  temps 
une  valeur  constante  représentée  par  la  droite  IK  parallèle 
à  OX;  puis,  quand  la  soupape  est  fermée  et  que  la  détente  se 
produit,  la  pression  dans  le  môme  espace  V  décroît,  et  le 
crayon  trace  Tare  de  courbe  KL,  dont  le  point  L  répond  à  la 
fin  de  la  première  course.  Quand  la  seconde  commence, 
la  communication  vient  de  s'établir  entre  le  condenseur  et 
l'espace  V;  la  pression  tombe  rapidement  à  la  valeur/?'  et 
reste  sensiblement  constante,  de  sorte  que  la  pointe  tracera 
pendant  cette  seconde  course  une  parallèle  RS  à  OX,  située 
au-dessous  de  cet  axe.  Cette  droite  est  comprise  entre  les 
mêmes  ordonnées  extrêmes  que  la  portion  IKL  du  contour 
total,  parce  que  le  mouvement  du  cylindre  II  change  de  sens 
en  même  temps  que  celui  du  piston  P. 

Maintenant  désignons  par 

û  l'aire  de  la  section  transversale  du  cylindre  à  vapeur; 

/  la  course  du  piston; 

Â:  le  rapport  constant  entre  les  différences/? — PaOupa—p' 

et  les  distances  de  la  pointe  traçante  à  l'axe  OX; 
A'  le  rapport  constant  d'un  espace  élémentaire  dz  décrit  par 

le  piston  P,  à  l'espace  correspondant  dx  décrit  par  la  pointe 

parallèlement  à  OX,  rapport  égal  à  -rr^  • 

Considérons  deux  droites  infiniment  voisines  MQ,  M'Q', 
parallèles  à  OY,  et  calculons  la  surface  intermédiaire.  On  a 

aireMNN'M':z::MNxNN'::ii  ^^^^  y  =i-^^{p-p^)Qdz, 
aire  NQQ'N' ==  P^  X  NN' =  ^^^ '^;  =.. -^ 
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d*oiL  résulte,  par  addition  membre  à  membre, 

a\TeMQQ'M'=j^ip-p')Qdz. 

Or  le  travail  positif  fait  par  la  pression  pQ  de  la  vapeur, 
lorsque  le  piston  P  parcourt  l'élément  dz  en  descendant,  a 
pour  valeur  piidz;  le  travail  négatif  fait  par  la  contrepres- 
sion/?'û  du  condenseur,  lorsque  le  piston  parcourt  de  nou- 
veau le  même  élément  dz  en  montant,  est  —p'Qdz;  en  les 
réunissant  on  a  pour  valeur  nette  du  travail  sur  la  face  supé- 
rieure du  piston,  pendant  le  double  parcours  de  ce  même 

élément  dzy 

{p—'P')Qdz, 

On  voit  donc  que  ce  travail  est  dans  le  rapport  constant  AAr'il 
avec  l'aire  MQQ'M',  et  par  conséquent  que  ce  même  rap- 
port existe  entre  le  travail  pour  la  période  entière  et  l'aire 
totale  IKLRSI. 

Le  rapport  k  sera  déterminé  par  un  essai  préalable  du  res- 
sort, sous  des  pressions  connues;  û  est  une  donnée  immé- 
diate, ainsi  que  /;  OT  est  donné  par  le  tracé  même,  et  Ton  en 

déduit  k'=i  -^=-»  On  pourra  donc  calculer  le  rapport  kk'Q 

OT 

d'un  travail  à  son  aire  représentative. 

Dans  le  calcul  ci-dessus,  on  n'a  tenu  compte  que  du  travail 
reçu  par  Tune  des  deux  faces  du  piston  P  pendant  une  double 
course;  comme  la  machine  esta  double  effet,  l'autre  face  en 
recevrait  autant  pendant  le  même  parcours.  Il  faut  donc  dou- 
bler le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  pour  avoir  le  travail* 
total  pendant  une  double  course;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
il  faut  regarder  ce  résultat  comme  égal  au  travail  net  reçu 
par  le  piston  dans  une  course  simple.  Cela  suppose  toutefois 
qu'on  regarde  les  deux  faces  du  piston  comme  ayant  Taire  Q, 
ou  qu'on  néglige  la  section  transversale  de  sa  tige;  les  me- 
sures fournies  par  l'indicateur  de  Watt  n'ont  pas  assez  de  pré- 
cision pour  qu'il  y  ait  lieu  d'agir  autrement. 

Transmission  de  mouvement  au  cylindre  porte-papier.  — 
Pour  réaliser  cetle  transmission.  Watt  enroulait  sur  le  cy- 
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lindre  H  un  cordon  qui,  après  avoir  fait  plus  qu'un  tour  entier 
sur  une  poulie  de  renvoi  a,  remontait  verticalement  et  venait 
s'attacher  en  quelque  point  U  de  Tappareil,  ayant  un  déplace- 
ment identique  ou  tout  au  moins  proportionnel  à  celui  du 
piston  {fig.  333).  Pendant  que  le  piston  monte,  il  tend  la 
partie  verticale  UZ  du  cordon  et  oblige  la  poulie,  ainsi  que 
le  cylindre,  à  prendre  un  mouvement  pro- 
portionnel à  celui  de  l'extrémité  U  •  Pour  ^  '*'^'  ^^^" 
que  la  transmission  ne  cesse  pas  quand  le 
piston  descend,  le  cylindre  H  est  pourvu 
d'un  ressort  qui  tend  toujours  à  le  ra- 
mener en  sens  contraire  du  mouvement  V^^'  h 
qu'on  vient  de  lui  donner;  de  cette  ma-  --j  ' 
nière  le  cordon  reste  toujours  tendu  et 
fonctionne  comme  si  les  parties  non  enroulées  ne  pouvaient 
fléchir. 

L'indicateur  de  Watt  présente  un  inconvénient.  Comme  le 
papier  qui  se  place  devant  la  pointe  traçante  est  toujours  le 
même,  si  l'expérience  se  prolonge  pendant  plusieurs  doubles 
courses  du  piston,  la  pointe  marquera  plusieurs  courbes,  qui 
devraient  se  recouvrir,  en  supposant  parfaitement  établie  la 
périodicité  du  phénomène  qu'on  observe.  Mais,  dans  la  pra- 
tique, cette  périodicité  ne  se  réalise  qu'à  peu  près  ;  alors  les 
coqrbes  ne  se  recouvrent  pas  tout  à  fait,  et  il  en  résulte  que 
l'ensemble  du  tracé  est  quelque  peu  confus.  Voici  comment 
un  habile  constructeur  de  Paris,  M.  Clair,  a  modifié  la  trans- 
mission ci-dessus,  pour  faire  disparaître  cet  inconvénient. 

D'abord  M.  Clair  présente  à  la  pointe  du  crayon  ou  style, 
non  plus  une  courte  bande  de  papier,  mais  une  bande  comme 
celle  de  l'appareil  décrit  au  n"  89.  Cette  bande  se  déroule 
d'un  premier  cylindre,  s'appuie  sur  un  second  placé  en  regard 
de  la  pointe  et  s'enroule  sur  un  troisième;  un  cordon  s'en- 
roulant  sur  un  quatrième  cylindre  fait  tourner  le  précédent 
par  l'intermédiaire  d'une  fusée  et  donne  au  papier,  toujours 
dans  le  même  sens,  une  translation  proportionnelle  à  la  rota- 
tion de  nn.  C'est  donc  à  ce  dernier  cylindre  qu'il  faut  donner 
une  vitesse  angulaire  proportionnelle  à  la  vitesse  du  piston  P, 
mais  conservant  un  sens  invariable,  malgré  les  alternatives  du 
mouvement  oscillatoire  de  ce  piston. 

Brbssb.  — •  Cours  de  Mée,  II.  j3 
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Pour  y  arriver,  M.  Clair  conserve  d'abord  le  cordon  ver- 
lical  liZ  et  la  poulie  ou  tambour  a,  qui  en  reçoit  un  mouve- 
ment altcrnatir  proportionnel  à  celui  du  piston  P.  Un  contre- 
poids ou  un  ressort  agissant  sur  a  oblige  le  cordon  VZ  a 
rester  toujours  tendu.  Deux  cordons  horizontaux  b,  c  {fig.  334) 
se  détachent  de  ce  tambour  en  des  points  diamétralement 

Fig.  331. 


Opposés,  et  vont  au  contraire  s'enrouler  du  même  côté  sur 
deux  poulies  horizontales  et  de  même  rayon,  d,  e.  La  poulie  d 
est  calée  sur  l'arbre  plein  ff,  et  sur  cet  arbre  s'articulent  les 
cames  i,  i  d'un  encliquetage  Dobo  (  n"'  78  et  187);  la  poulie  e 
fait  corps  avec  un  arbre  creux  AA,  qui  enveloppe  le  précédent 
et  auquel  s'articulent  les  cames  m,  m  d'un  second  enclique- 
tage Dobo,  tout  pareil  au  premifir.  Le  cylindre  nn,  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut,  est  un  cylindre  creux,  qui  forme  l'an- 
neau extérieur  de  ces  deux  encliquetages.  On  se  rappelle 
qu'une  rotation  de  l'arbre  qui  porte  les  cames  se  transmet  à 
l'anneau  e\térieurquand  elle  est  dans  un  certain  sens,  et  que 
si  elle  est  de  sens  contraire  elle  fait  seulement  glisser  les 
cames  sur  l'anneau.  Or,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel 
tourne  a,  les  mouvements  imprimés  aux  deux  poulies  rf,  e  et  à 
leurs  arbres  étant  de  sens  contraires,  il  y  aura  toujours  un 
des  deux  encliquetages  qui  tournera  dans  le  sens  voulu  pour 
entraîner  le  cylindre  creux  nn,  pendant  que  les  cames  de 
l'autre  ne  feront  que  glisser.  Donc  le  cylindre  nn  aura  bien 
une  vitesse  angulaire  toujours  de  même  sens;  d'ailleurs  elle 
est  proportionnelle  à  celle  du  tambour  a  et  par  suite  à  la  vi- 
tesse du  piston  P. 
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Quoique  sur  les  deux  cordons  b,  c  il  n'y  en  ait  jamais  qu'un 
seul  fonctionnant  utilement  pour  la  transmission,  il  est  né- 
cessaire de  les  maintenir  toujours  tous  les  deux  eh  état  de 
tension,  car  un  cordon  détendu  ne  serait  pas  prêt  à  tirer  im- 
médiatement sa  poulie  à  l'instant  du  changement  de  sens. 
Pour  cela  on  emploie  des  ressorts  ou  contrepoids  agissant 
sur  les  poulies  c?,  e,  et  les  tirant  sans  cesse  dans  le  sens  d'une 
l'ctation  contraire  à  celle  que  leur  font  prendre  les  cor- 
dons ôy  c. 

Lorsqu'on  examine  le  tracé  obtenu  avec  cet  appareil  pen- 
dant une  double  course  du  piston  P,  on  trouve,  au  lieu  des 
deux  courbes  IKL,  RS  de  \2ifig»  332,  situées  l'une  au-dessus 
de  l'autre,  deux  courbes  qui  se  font  suite,  comme  l'indique  la 
fig.  335.  Et  si  l'observation  se  prolongeait  pendant  plus  de 
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deux  courses,  on  obtiendrait  une  série  d'autres  courbes  ana- 
logues, identiques  aux  premières  si  la  périodicité  se  réalisait 
rigoureusement,  ou  plus  ou  moins  différentes  dans  le  cas  con- 
traire. 11  serait  facile  d'en  déduire,  comme  avec  l'iadicateur 
de  Watt  ordinaire,  le  travail  reçu  par  une  face  du  piston  P 
dans  deux  courses  consécutives;  on  aurait  par  les  courbes  de 
lay?^.  335  plusieurs  évaluations  de  ce  travail,  et  l'on  en  pren- 
drait la  movenne. 
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CHAPITRE  DEUXIÈME. 


DES  MOTEURS  ET  DES  RECEPTEURS  DESTINES  A  RECUEILLIR  LEUR  TRAVAIL. 


§  I.  —  Moteurs  animés. 

310.  Quelques  données  expérimentales  au  sujet  des  moteurs 
animés,  —  Les  hommes  et  les  animaux  peuvent  produire 
chaque  jour  une  certaine  quantité  de  travail,  qui  dépend  de 
leur  mode  d'emploi  et  de  la  durée  des  périodes  d'action  ou 
d'inaction.  Un  grand  nombre  d'observations  recueillies  par 
Navier,  Poncelet  et  autres  auteurs  ont  fait  connaître  la  quan- 
tité moyenne  relative  à  chaque  mode  d'emploi,  en  supposant 
un  travail  indéfiniment  prolongé,  sans  aller  au  delà  de  la  fa- 
tigue que  réparent  le  repos,  la  nourriture  et  le  sommeil.  A 
chaque  manière  d'agir  répondent  d'ailleurs  une  certaine  in- 
tensité de  l'effort  moyen  P  exercé  directement  contre  la  résis- 
tance à  vaincre,  une  certaine  vitesse  V  de  point  d'application 
de  cet  effort  et  une  certaine  durée  t  du  travail  journalier;  le 
travail  moyen  par  seconde  est  par  conséquent  PV,  et,  si  t  est 
exprimé  en  secondes,  on  aura  PV^  pour  valeur  du  travail 
journalier. 

Le  Tableau  suivant  reproduit  quelques-uns  des  résultats 
obtenus. 
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Résultats  d'expériences  sur  le  travail  des  moteurs  animés. 


imdicatio?!  dc  motecr  et  de  son  mode 
d'action. 


1^  Un  homme  montant  une  rampe 
douce  OU  un  escalier,  sans  charge, 
son  travail  consistant  dans  l'élé- 
vation de  son  poids 

2"  Un  homme  montant  des  fardeaux 
sur  son  dos,  en  haut  d'une  rampe 
ou   d'un  escalier,  et  revenant  à 

vide 

>  Un  homme  agissant  sur  une  ma- 

'      nivelle 

j  'i»  Un  scieur  de  long 

'  >»  Un  cheval  attelé  à  une  voiture, 

I      allant  au  pas 

'i"  Un  cheval  attelé  à  une  voiture, 

I   '  allant  au  trot 

'  7**  Un  cheval  attelé  à  un  manège, 

I      au  pas 

I  8<*  Un  bœuf  attelé  à  un  manège,  au 

I      pas 

()**  Un  mulet  atlelé  à  un  manège,  au 

pas 

(0**  Un  âne  attelé  à  un  manège,  au 

I      pas 

I 


EFFORT 
moyen. 

VITESSE 

moyenne, 
en 

en 

kilo- 

KrarumeH. 

mètres 

par 
seconde. 

65 

0,i5 

« 

65 

o,o4 

8 

0,75 

G 

0,75 

7« 

0,90 

4i 

2,20 

45 

0,90 

60 

0,60 

3o 

0,90 

i4 

0,80 

DCRÉE 

da 

TRAVAIL 

ira  rail 

par  Joar, 

do 

en 

cbaqae 

kiloirram- 

jour, 

mèlreit. 

on  heures. 

8 


8 
10 

10 

'»,5 

8 
8 
8 
8 


280S00 


56i4o 


172800 
162000 


2268000 
1 568 160 
ii66/|Oo 
io368oo 
777600 
32;i56o 


J 


On  trouve  dans  la  Mécanique  industrielle  de  Poncelet  un 
Tableau  plus  étendu,  dont  nous  avons  extrait  les  indications 
précédentes. 

On  constate  que  le  mode  d'action  a  une  influence  considé- 
rable sur  le  travail  journalier  d*un  moteur  animé;  pour 
rhomme,  par  exemple,  les  résultats  du  Tableau  ci-dessus  va- 
rient du  simple  au  quintuple,  et  encore  n'y  avons-nous  pas 
fait  figurer  un  mode  d'emploi  plus  défavorable  encore  que  le 
second. 
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Le  premier  mode  a  été  employé  avec  succès  à  Vincennes, 
dans  des  travaux  exécutés  par  le  Génie  militaire.  Il  s*agissait 
de  déplacer  un  certain  volume  de  terre  déblayée,  en  relevant 
à  une  hauteur  moyenne  de  i3"\  Chacun  des  ouvriers  em- 
ployés à  celte  opération  montait  en  haut  d'une  échelle,  puis 
se  plaçait  dans  un  plateau,  et  faisait  remonter  une  brouette 
par  son  poids,  pendant  qu'il  descendait  lui-même  en  se  repo- 
sant. 

Le  cheval,  dans  son  mode  d'action  le  plus  avantageux,  pro- 
duit ôB'^s'»  par  seconde  (70  :<  0,90),  ce  qui  est  un  peu  moins 
que  le  cheval-vapeur  (n**  303).  Il  s'en  rapproche  lorsqu'il  tire 
une  voiture  et  marche  au  pas.  Quand  on  l'attelle  à  un  manège, 
il  travaille  moins  bien,  à  cause  du  changement  continuel  de 
direction  ;  pour  cette  raison  il  convient  de  donner  au  manège 
au  moins  iS"*  de  rayon.  Malgré  cela  son  travail  diminue 
presque  de  moitié,  et  encore  faut-il  qu'il  n'ait  pas  à  sur- 
monter une  résistance  dont  l'intensité  varierait  beaucoup. 

§  II.  —  Récepteurs  hydrauliques. 

311.  Puissance  absolue  d'une  chute  d'eau;  son  effet  dyna- 
mique,  son  rendement,  —  Nous  passons  maintenant  aux  ré- 
cepteurs qui  permettent  de  recueillir  le  travail  de  la  pesan- 
teur sur  une  chute  d'eau.  Considérons  un  courant  qui,  entre 


Fi  g.  33G. 


A' 


B        y- 


'  ^  ^  ^/T^'  ^r/  ? /-^'-p-} 


deux  sections  transversales  peu  éloignées  AB,  CD  ^fig,  336), 
présente  une  pente  superficielle  plus  ou  moins  notable  II; 
son  débit,  supposé  permanent,  est  de  P*^»  par  seconde.  En  AB 
les  filets  sont  parallèles  et  ont  une  vitesse  Vq;  en  CD  le  parai- 
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lélisme  existe  aussi,  avec  une  vitesse  V.  A  défaut  du  parallé- 
lisme des  filets  dans  Tune  ou  l'autre  section,  on  pourrait, 
sans  changer  les  raisonnements  et  calculs  que  nous  avons  en 
vue,  supposer  que  le  mouvement  est  très  lent.  Le  système 
matériel  liquide  ainsi  défini,  et  compris  entre  les  sections  AB, 
CD,  peut  être  considéré  comme  une  machine  se  renouvelant 
sans  cesse,  au  moyen  des  molécules  qui  entrent  par  AB,  et 
remplacent  exactement  celles  qui  sortent  par  CI).  Le  travail 
moteur  est  celui  de  la  pesanteur  et  des  pressions  exercées  sur 
tout  le  contour  du  système;  l'effet  dynamique  sera  le  travail 
résistant  fait  sur  l'eau  par  un  appareil  quelconque  soumis  à 
son  action,  une  roue  hydraulique  par  exemple.  Nous  verrons 
tout  à  l'heure  la  relation  qui  existe  entre  cet  effet  dynamique 
et  le  travail  moteur  fait  par  l'eau  sur  la  roue,  travail  qu'on  a 
plus  d'intérêt  à  connaître,  parce  que  c'est  celui  dont  on  pro- 
fitera pour  mouvoir  des  machines-outils  ;  cherchons  d'abord 
l'effet  dynamique  de  la  chute,  tel  que  nous  venons  de  le  dé- 
finir, et  appliquons  pour  cela  le  théorème  des  forces  vives, 
pour  un  déplacement  élémentaire  répondant  à  un  élément  c?^ 
du  temps. 

Dans  ce  temps,  le  système  passe  de  la  position  ABCD  à  la 
position  A'B'C'D';  comme  les  masses  et  les  vitesses  sont  res- 
tées constantes  dans  chaque  élément  fixe  du  volume  commun 
A'B'CD,  à  cause  de  la  permanence  ('),  l'accroissement  de 
la  demi-force  vive  est  égal  à  la  demi-force  vive  de  la  tranche 
CDC'D',  moins  celle  de  la  tranche  ABA'B';  la  masse  de  cha- 
cune de  ces  tranches  étant  d'ailleurs  égale  à  la  masse  débitée 

par  le  courant  dans  le  temps  cit,  son  expression  est » 


(  '  )  En  loule  rigueur,  le  mouvement  de  l'eau  ne  peut  pas  être  permanent, 
parce  que  la  roue  a  ses  aubes  disposées  de  distance  en  distance,  à  des  inter- 
valles finis,  et  que,  par  suite,  elle  ne  se  présente  pas  toujours  de  la  même 
manière  au  courant  liquide  qui  arrive  sur  elle.  Mais  les  aubes  sont  iden- 
tiques entre  elles  et  régulièrement  espacées;  donc,  en  supposant  le  courant 
permanent  avant  son  entrée  dans  la  roue,  les  choses  se  retrouvent  dans  la 
même  situation  au  bout  du  temps  très  court  que  met  une  aube  à  remplacer 
la  suivante.  Il  y  a,  par  conséquent,  une  périodicité  très  fréquente  dans  l'étal 
du  système,  ce  qu'on  peut  assimiler  approximativement  à  la  permanence 
d'un  état  moyen. 
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d'où  résulte  pour  raccroissement  de  la  demi-force  vive  la  va- 
leur 

Pdt 

—  (V«-VJ). 

2g 

Calculons  maintenant  la  somme  des  travaux  des  forces,  à 
laquelle  il  faut  égaler  cette  quantité.  Dans  le  calcul  du  travail 
de  la  pesanteur,  on  sait  qu'il  est  permis  de  ne  pas  avoir  égard 
à  la  partie  commune  A'B'CD  et  de  raisonner  comme  si  la 
tranche  ABA'B'  avait  simplement  pris  la  place  de  CDC'D' 
(n*  153)  ;  le  poids  de  ces  tranches  est  Vdt^  et  si  Ton  nomme 
Yo,  Y  les  distances  respectives  de  leurs  centres  de  gravité  aux 
niveaux  des  points  A,  B,  on  aura  pour  expression  de  ce  pre- 
mier travail 

Pdt{n^Y-Yo). 

Désignons  maintenant  par 

(7o  un  élément  de  la  surface  AB, 
7o  sa  distance  à  l'horizontale  de  A, 
Pa  la  pression  atmosphérique, 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau. 

La  pression  par  unité  superficielle  en  ffo^st  pa-\-  lifo*  car 
la  pression  varie  dans  AB  suivant  la  loi  hydrostatique,  soit 
parce  qu'on  suppose  les  filets  parallèles,  soit  parce  qu'on 
admet  la  lenteur  des  mouvements  au  lieu  du  parallélisme 
(n®  277,  deuxième  et  quatrième  règle).  La  pression  sur  l'élé- 
ment «To  est  donc  ^o{pa'^^yo)y  ^t  cette  force  fait  un  travail 
égal  au  produit  Êo(/'a-+-  tijo )  de  la  pression/^^ -h  njo  par  l'élé- 
ment de  volume  &o  qu'engendre  la  surface  9o  ^ans  son  dé- 
placement, ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n'*  298,  à  l'occasion  des  gaz. 
Le  travail  élémentaire  des  pressions  sur  toute  la  section  AB 
sera  par  conséquent 

SeoC/^a^-n^o)  ou  bien  />aSEp-+- nsE^Vo. 
ou  encore,  attendu  que  ïeo/o  peut  se  remplacer  par  YoSs^ 
(no  150),  et  Seo  ou  vol  ABA'B'  par  ^^ 


P./.(Yo-f--f) 
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Le  système  reçoit,  au  contraire,  dans  la  section  CD,  des 
pressions  opposées  à  son  mouvement;  leur  travail  négatif 
s'évaluerait  de  même  et  s'exprimerait  par 

—  Pcit 

Nous  avons  ensuite  les  pressions  normales  sur  le  surplus 
du  contour  du  système,  qui  ne  font  aucun  travail,  comme 
étant  perpendiculaires  aux  déplacements  de  leurs  points  d'ap- 
plication; les  forces  intérieures  feraient  aussi  un  travail  nul 
si  l'eau  était  yn  fluide  parfait  (n<>  257)  ;  car,  en  vertu  de  son 
incompressibilité  supposée,  elle  se  déplace  sans  changement 
de  volume.  Mais,  comme  elle  a  une  certaine  viscosité,  nous 
admettrons  qu'il  en  résulte  un  travail  négatif,  tant  par  suite 
du  frottement  du  système  liquide  sur  les  corps  extérieurs, 
que  par  suite  des  actions  mutuelles  entre  ses  molécules. 
Nous  devons  admettre,  comme  conséquence  de  l'hypothèse 
d'un  mouvement  permanent,  que  ce  travail  augmente  unifor- 
mément avec  le  temps,  de  sorte  qu'on  le  représentera  par 
—  ^/dt  pendant  le  déplacement  considéré,  si  S/  est  sa  valeur 
absolue  par  unité  de  temps.  £nOn  nous  n'avons  plus  à  tenir 
compte  que  de  l'effet  dynamique  ou  travail  résistant  de  la 
roue  sur  l'eau  ;  G<.  étant  de  même  sa  valeur  absolue  par  unité 
de  temps,  cela  fait  pour  le  temps  dt  un  travail  —  Gc  d£. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  en  conséquence,  après 
suppression  du  facteur  commun  dt  et  réduction, 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  ^e. 


(I)  (?,=  P(lI^-    ~^-  -J_)-G 


r- 


Le  multiplicateur  de  P  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (i)  se  réduit  à  H,  quand  les  sections  AB  et  CD  sont 
prises  dans  des  bassins  ou  biefs  de  départ  et  d'arrivée,  dans 
lesquels  l'eau  peut  être  considérée  comme  à  peu  près  sta- 
gnante. Dans  cette  hypothèse,  les  vitesses  Vo  et  V  deviennent 
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négligeables,  el  l'effet  dynamique  ^e  se  réduit  à  PH  —  Ç/.  Le 
produit  PH  se  nomme  alors  puissance  absolue  de  la  chute 
d'eau;  c'est  une  limite  supérieure  de  son  effet  dynamique, 
puisqu'il  faut  la  diminuer  de  Cs/-  pour  obtenir  ce  dernier.  Le 

rapport  ^r—^  mesure  la  perte  proportionnelle  qu'on  fait  sur  le 
travail  que  la  chute  renferme  en  elle;  ~  ou  i  —  r^4  exprime 

F  H  Fil 

au  contraire  la  fraction  de  ce  travail  transformée  en  effet  dy- 
namique, et  on  la  nomme  le  rendement  de  la  chute. 

Maintenant  on  peut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue.  En 
même  temps  que  la  roue  exerce  sur  l'eau  un  travail  résis- 
tant —  ^f,  elle  en  reçoit  un  certain  travail  moteur  Ç^,,,,  et  ce 
dernier  est  au  fond  véritablement  le  seul  qui  nous  intéresse; 
car,  si  la  roue  est  capable  de  tourner  et  d'effectuer  des  opéra- 
tions mécaniques  sous  l'action  de  résistances  utiles,  c'est 
justement  parce  que  la  chute  lui  a  transmis  le  travail  G,„.  De- 
mandons-nous alors  quelle  relation  existe  entre  ^e  et  (s,„. 
Pour  la  découvrir,  considérons  une  molécule  d'eai^  m  qui 

touche  une  palette  A  de  la  roue  {fig-  SSy  ), 
et  agit  sur  elle  avec  une  force  R  qu'on 
peut  décomposer  en  deux  autres,  savoir  : 
1°  une  force  normale  N,  2°  une  force  tan- 
gentielle  F.  La  roue  réagit  sur  la  molé- 
cule, en  exerçant  sur  elle  une  force  R, 
égale  et  contraire  à  R  (n<»  95),  donnant 
des  composantes  N,,  Fj  égales  et  oppo- 
sées aux  précédentes.  Soient  mm'  le 
déplacement  de  la  molécule  dans  un  temps  infiniment  petit, 
pendant  que  A  vient  en  A';  m/w,  le  déplacement  simultané 
du  point  m  de  la  palette.  Le  travail  de  R  doit  se  prendre  dans 
le  déplacement  mm^  et  celui  de  Ri  dans  le  déplacement  mm'  ; 
de  plus  on  se  rappelle  qu'on  peut  substituer  aux  travaux  de 
chacune  de  ces  forces  la  somme  des  travaux  de  ces  compo- 
santes (n°  102).  Comme  la  direction  de  la  palette  change  in- 
finiment peu,  la  direction  de  m^m'  coïncide  à  la  limite  avec 
celle  de  F;  donc  les  deux  déplacements  mm'  et  mm^  ont 
môme  projection  sur  N,  et  par  suite  le  travail  de  cette  force 
est  égal  à  celui  de  N,,  mais  de  signe  contraire,  de  sorte  que 
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Ja  somme  algébrique  de  ces  deux  travaux  est  nulle.  Quand 
on  prend  les  projections  des  mêmes  déplacements  sur  la  di- 
rection de  F,  on  voit  que  leur  différence  est  égale  au  glisse- 
ment m^ni'  de  la  molécule  sur  la  palette,  et  l'on  en  conclut 
que  la  somme  algébrique  des  travaux  de  F  et  de  F,  a  pour  va- 
leur —  FAWj/n'.  On  a  donc,  en  employant  d'une  manière  gé- 
nérale le  symbole  GQ  pour  exprimer  le  travail  d'une  force  Q, 


Si  Ton  fait  ensuite  la  somme  des  équations  analogues  pour 
toutes  les  molécules,  telles  que  /w,  agissant  sur  la  roue  à  un 
instant  donné,  on  trouvera 


ou  bien,  en  divisant  par  dt  et  nommant  u  la  vitesse  de  glisse- 


ment  — -jr-y 
dt 


^ni—  ^r~   —  -Fw. 


On  voit  par  ce  résultat  que,  s'il  n'y  avait  aucun  frottement  ' 
de  l'eau  sur  les  palettes,  ce  qui  annulerait  les  actions  tangen- 
tielles  F,  le  travail  moteur  Ç,,^  serait  égal  en  valeur  absolue  à 
l'effel  dynamique  ci-dessus  calculé,  et  que  dans  le  cas  con- 
traire il  y  a  infériorité  de  S,,,,  la  différence  étant  égale  au  tra- 
vail du  frottement.  Dans  la  réalité,  ce  frottement  de  l'eau  sur 
les  palettes  peut  être  considéré  comme  négligeable  en  com- 
paraison des  pressions  normales;  pour  qu'il  en  fût  autrement, 
il  faudrait  attribuer  à  la  vitesse  de  glissement,  cause  du  frotte- 
ment en  question,  des  valeurs  exceptionnelles.  On  pourra 
donc  regarder  le  travail  moteur  reçu  par  la  roue  comme  ap- 
proximativement égal  à  l'effet  dynamique  de  la  chute,  bien 
qu'il  soit  en  réalité  un  peu  moindre. 

312.  Des  moyens  d* assurer  un  bon  rendement  à  une  chute 
d'eau  faisant  marcher  une  roue  hydraulique.  —  Pour  uti- 
liser la  chute  d'eau  le  mieux  possible,  il  faut  en  retirer  le 
plus  grand  effet  dynamique  et,  par  conséquent,  diminuer  au- 
tant qu'on  le  peut  le  terme  négatif  —  G/,  qui  se  retranche  de 
la  puissance  absolue  PH  de  la  chute  pour  donner  Ç,..  Or, 
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parmi  les  causes  qui  produisent  ce  terme^  nous  pouvons  en 
signaler  deux  qui  existent  toujours  plus  ou  moins  dans  toutes 
les  roues,  et  nous  indiquerons  succinctement  comment  on 
atténue  leurs  effets. 

D'abord,  si  Teau  entre  dans  la  roue  et  peut  en  conséquence 
agir  sur  elle,  c'est  qu'elle  possède,  à  son  point  d'entrée,  une 
certaine  vitesse  relative  w;  or,  dans  la  plupart  des  cas,  cette 
vitesse  donne  lieu  à  une  agitation  tumultueuse  et  à  de  grandes 
déformations  de  la  masse  liquide,  d'où  résulte  un  travail  no- 
table des  forces  de  viscosité.  Le  phénomène  étant  beaucoup 
trop  compliqué  pour  qu'on  puisse  le  soumettre  à  une  analyse 
exacte,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'une  hypothèse  plus 
ou  moins  plausible,  pour  arriver  à  l'évaluation  de  ce  travail. 
On  admet  que  les  molécules  d'eau  entrant  dans  la  roue  sont 
réduites  instantanément  au  repos  relatif  par  les  actions 
qu'elles  reçoivent  de  la  part  du  liquide  entré  précédemment. 
Il  faut,  en  conséquence,  que  ces  actions,  qu'on  assimile  ii  des 
forces  instantanées  (n«  195),  produisent  un  travail  négatif 

—  ra  —  (n°  205)  sur  une  molécule  de  poids  m  et  de  masse  -  > 
^^  g 

dans  son  mouvement  relatif,  pendant  qu'elle  passe  de  la  vi- 
tesse iv  à  la  vitesse  o.  Le  travail  relatif  des  forces  ordinaires, 
de  même  ordre  que  la  pesanteur,  est  négligeable,  parce  que 
le  déplacement  est  censé  nul.  En  faisant  la  somme  de  ces 

travaux  négatifs  —  nj  -—  pour  toutes  les  molécules  composant 

le  poids  P  qui  entre  dans  la  roue  pendant  l'unité  de  temps, 

on  obtient  le  total  —  P  —  ;  et  si,  au  lieu  de  considérer  le 


2^" 


travail  dans  le  mouvement  relatif,  on  le  prenait  dans  le  mou- 
vement absolu,  le  résultat  serait  le  même,  car  il  s'agit  ici  du 
travail  d'actions  mutuelles  entre  les  molécules  d'eau,  et  l'on  a 
vu  (n°  128)  qu'il  dépend  de  la  quantité  dont  varient  les  dis- 
tances entre  ces  molécules,  mais  non  de  leurs  déplacements 
absolus.  Ainsi  donc,  d'après  l'hypothèse  faite  en  commen- 

çant,  la  quantité serait  l'un  des  termes  à  comprendre 

dans  G/. 
11  y  a  donc,  en  général,  intérêt  à  faire  entrer  l'eau  avec  peu 
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de  vitesse  relative.  Cependant  cela  n*est  pas  nécessaire  quand 
la  direction  de  iv  est  tangente  aux  parois  solides  que  Teau 
vient  rencontrer,  et  que  la  disposition  particulière  des  appa- 
reils permet  au  liquide  introduit  de  continuer  son  mouve- 
ment relatif  dans  la  roue,  sans  qu'il  rencontre  sous  un  angle 
fini  d'autres  parois,  contre  lesquelles  il  produirait  un  choc. 
On  n'a  plus  à  craindre  alors  l'agitation  tumultueuse  dont  nous 
avons  parlé. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'eau  sortant  de  la  roue  pos- 
sède encore  une  vitesse  absolue  r',  et  qu'elle  soit  déposée 
dans  un  bief  de  niveau  invariable,  où  elle  perd  rapidement 
cette  vitesse  et  passe  à  l'état  de  liquide  stagnant.  Si  l'on  ap- 
pliquait à  une  molécule  quelconque  de  cette  eau  le  théorème 
de  Bernoulli  généralisé  (n'»  276),  entre  son  point  de  sortie  où 
la  vitesse  est  t''  et  le  point  où  elle  est  réduite  au  repos,  la 
charge  étant  nulle  parce  que  l'équilibre  existe  approximative- 
ment dans  le  bief,  on  en  conclurait  que  la  molécule  éprouve 


ç't 


une  perte  de  charge  C  égale  à  — >  car  l'équation  (:?)  du  n*276 
deviendrait 

. y 


Donc  celte  molécule  aurait  subi  un  travail  résistant  des 

(/s 

orces  de  viscosité,  égal  à  son  poids  multiplié  par  Ç  ou  —  > 


ce  qui  donne,  pour  l'ensemble  des  molécules  composant  le 
poids  P,  un  total  —  P  -    >  c'est-à-dire  un  autre  terme  P  — 

à  comprendre  dans  G/.  On  voit  par  conséquent  qu'on  a  in- 
térêt à  réduire  v'  autant  qu'on  le  peut. 

Généralement  les  considérations  qu'on  vient  de  présenter 
se  résument  en  disant  que,  dans  un  bon  récepteur  hydrau- 
lique. Veau  doit  entrer  sans  choc  et  sortir  sans  vitesse.  On 
pourrait  encore  ajouter  qu'il  est  bon  de  ne  pas  la  faire  couler 
rapidement  dans  des  canaux  trop  étroits  et  présentant  des 
changements  brusques  de  section,  car  cette  circonstance  en- 
traînerait des  pertes  de  charge  plus  ou  moins  sensibles,  et  à 
ces  pertes  de  charge  répondraient  des  travaux  produits  par 
les  forces  de  viscosité. 
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Après  ces  considérations  générales,  nous  allons  étudier  on 
particulier  quelques-unes  des  voues  hydrauliques  les  plus 
usitées,  en  comniençanl  par  celles  qui  tournent  autour  dun 
axe  liorizontal. 


313.  ftoae  en  dessous  à  aubes  planes,  emboîtée  dans  un 
coursier.  —  Les  roues  dont  il  s'agit  sont  le  plus  souvent  con- 
struites en  bois.  Un  arbre  A  (_/i'^,  338)  porte  une  espèce  de 
collier  c  en  fonte,  appelé  tourteau,  qui  est  calé  au  moyen  de 


tasseaux  de  bois  b.  Des  bras  D  entrent  dans  des  rainures  mé- 
nagées sur  le  tourteau,  et  lui  sont  reliés  par  des  boulon^,: 
ces  bras  servent  à  supporter  une  couronne  EE,  dont  les  sog- 
inents  sont  assujettis  entre  eux  et  aux  bras  par  des  ferrures. 
Sur  la  couronne  s'implantent  les  coyaux  F,  F,  . . . ,  petites 
pièces  de  bois  régulièrement  distribuées  tout  le  long  de  sa 

circonférence  et  destinées  l'i  soutenir  les  aubes  G,  G 

lesquelles  sont  des  planches  de  o°',o'i  à  o"',o3  d't'paissoor, 
situées  dans  des  plans  passant  par  l'axe  de  la  roue  et  occu- 
pant toute  la  largeur  de  celle-ci.  Pour  les  roues  qui  ont  peu 
de  largeur,  on  établit  seulement  deux  systèmes  de  tourteau. 
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bras,  couronne  etcoyaux,  ce  qui  suffit  à  donner  aux  aubes  un 
appui  convenable  ;  pour  les  roues  très  larges,  on  peut  mettre 
trois  de  ces  systèmes  ou  un  plus  grand  nombre. 

Le  nombre  des  aubes  est  ordinairement  multiple  de  celui 
des  bras,  afin  d'éviter  des  difficultés  d'assemblage  qui  pour- 
raient se  présenter  dans  le  cas  contraire,  si  un  coyau  arrivait 
juste  en  prolongement  d'un  bras.  Dans  les  roues  d'un  diamètre 
de  3"'  à  o"',  chaque  tourteau  porte  six.  bras;  on  en  met  huit  si 
le  diamètre  est  plus  grand.  L'espacement  des  aubes  peut  être 
deo'»,35  à  o",40  environ;  leur  profondeur  dans  le  sens  du 
rayon  reçoit  une  valeur  un  peu  supérieure,  comme  o'^'jôo 
ou  o°',7o  par  exemple. 

La  roue  se  meut  dans  un  coursier  compris  entre  deux  murs 
verticaux,  dont  la  distance  diffère  aussi  peu  que  possible  de 
la  longueur  des  aubes  dans  le  sens  parallèle  à  l'axe.  Le  fond 
de  ce  coursier,  dans  sa  partie  située  au-dessous  de  la  roue, 
présente  un  profil  sensiblement  rectiligne  et  horizontal; 
cependant  il  y  a  vers  l'aplomb  de  l'arbre  une  certaine  lon- 
gueur avec  un  profil  circulaire  très  rapproché  de  la  circonfé- 
rence extérieure  de  la  roue,  afin  que  l'eau  introduite  dans  la 
roue  soit  pendant  quelque  temps  emprisonnée  dans  l'intérieur 
des  aubes. 

Avant  d'entrer  dans  la  roue,  l'eau  sort  du  bief  d'amont  sous 
une  vanne  inclinée  de  môme  largeur  que  le  coursier  et  levée 
d'une  hauteur /i,  en  général  assez  petite  et  comprise  entre 
o",  i5  et  o"',2o.  Dans  la  section  AB  précédant  immédiatement 
la  roue  {Jig>  SSg),  la  veine  forme  un  faisceau  horizontal  de 
filets  parallèles,  avec  une  vitesse  v  due  à  la  hauteur  H  entre 
le  point  A  et  le  niveau  NN  du  bief  (n**  281).  Après  le  mouve- 
ment tumultueux  qui  résulte  de  son  choc  contre  les  aubes, 
nous  admettons  que  l'agitation  se  calme  progressivement  et 
que  l'eau  se  retrouve  en  CD,  au  delà  de  la  roue,  sous  la  forme 
d'un  autre  faisceau  de  filets  horizontaux  parallèles,  ayant  une 
profondeur  A'  et  une  vitesse  c';  cette  dernière  doit  peu  dif- 
férer de  la  vitesse  à  la  circonférence  de  la  roue  (ou  plus  exac- 
tement de  la  vitesse  au  milieu  de  la  hauteur  immergée  des 
aubes),  parce  que  l'eau  emprisonnée  dans  la  roue  a  dû  arriver 
au  repos  relatif,  pourvu  que  la  partie  circulaire  du  coursier 
ne  soit  pas  trop  courte. 
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Afin  de  déterminer  la  force  résultante  exercée  par  Teau  sur 
la  roue,  et  son  travail,  peu  différent  de  l'effet  dynamique  de 
la  chute  (n°  311),  nous  appliquerons  au  liquide  ABCD  le  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement  projetées  (n<»  199)  sur  un 
axe  horizontal  parallèle  à  (^  et  /.  Soii  dt  un  élément  du  temps 
pendant  lequel  ABCD  vient  en  A'B'C'D';  la  partie  commune 
A'B'CD  ayant  même  quantité  de  mouvement  au  commence- 
ment et  à  la  fin  du  temps  dt,  Taccroissement  de  la  quantité 

Fig.  339. 


r7?/^;rr/77777777777r/7/y/77777^ 


de  mouvement  projetée  est  égal  à  la  différence  des  quantités 
de  mouvement  des  tranches  CDC'IV  et  AB A'B',  c'est-à-dire  à 

en  nommant  P  le  poids  débité  par  le  courant  dans  l'unité  de 
temps.  Il  faut  égaler  cet  accroissement  à  la  somme  des  impul- 
sions des  forces  extérieures  projetées  sur  la  même  direction. 
Or  là  projection  du  poids  et  de  son  impulsion  est  nulle;  la 
résistance  opposée  au  courant  par  la  roue  résulte  de  pressions 
exercées  parles  plans  des  aubes,  sensiblement  verticaux  dans 
la  portion  immergée;  c'est  donc  une  somme  de  forces  hori- 
zontales, et,  en  la  nommant  F,  on  aura  -  Ydt  pour  l'impulsion 
correspondante,  qui  se  projette  en  vraie  grandeur.  Il  ne  reste 
plus  que  les  pressions  exercées  sur  toute  la  surface  limitative 
du  système,  pressions  dont  nous  pouvons  retrancher  partout 
la  pression  atmosphérique  paj  parce  que  son  action  sur  un 
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contour  fermé  donne  une  résullante  nulle  {n^  266,  3®);  il  suffit 
(l*avoir  égard,  en  chaque  point,  à  Texcès  de  la  pression  réelle 
sur/?a«  Cet  excès  est  nul  pour  la  surface  libre  de  Teau;  pour 
le  fond  et  les  parois  latérales  du  coursier,  il  ne  produit  q(ie 
des  forces  exactement  ou  à  peu  près  normales  à  l'axe  de  pro- 
jection. Finalement  nous  n'avons  à  nous  en  occuper  que  pour 
les  sections  AB  et  CD.  Soient 

/  la  largeur  commune  de  la  roue  et  du  coursier; 
p  l'excès  sur  la  pression  /?«,  en  un  point  de  AB  situé  à  la  pro- 
fondeur ^  au-dessous  de  A; 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d*eau. 

Les  pressions  variant  dans  la  section  AB  suivant  la  loi 
hydrostatique,  à  cause  du  parallélisme  des  filets  (n"  277, 
quatrième  règle),  on  aura  généralement 

la  résultante  des  pressions  élémentaires  sur  la  surface  AB 

sera  égale  au  produit  de  cette  surface  ou  de  Ih  par  la  pression 

n  h 

—  du  liquide,  au  point  en  contact  avec  son  centre  de  gravité 

{i\^  264),  lequel  est  à  la  profondeur  z  =  >  puisque  la  surface 
AB  est  un  rectangle.  La  pression  totale  a  donc  pour  valeur 
-n/A*;  on  obtiendrait  de  môme  une  résultante  en  sens  con- 

traire,  égale  à-n////-,  sur  la  section  CD,  ce  qui  fait  au  total 
une  impulsion  exprimée  par 

Lui  ( h*' ^  h") cit. 

Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  donne  par  suite, 
eu  supprimant  partout  le  facteur  ^^, 

I*(i-'  — (.')  —  - F -+-  -lU(/r  —  /i'''), 
d'où  l'on  tire  la  valeur  de  la  force  F 

F  —  -  (('  -  v')  —  in/  (/t'*  —  AM. 

o 
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Cette  force  est  égale  à  celle  que  la  roue  reçoit  de  l'eau,  en 
sens  contraire  de  celle  qu'elle  exerce  elle-même  (n°95),  c'esl- 
à-dire  dans  le  sens  de  son  propre  mouvement.  Considérée 
comme  agissant  sur  la  roue,  cette  force  résulte  d'actions  élé- 
mentaires appliquées  en  des  points  qui  ont  tous  à  peu  près 
une  môme  vitesse  c';  son  travail  dans  l'unité  de  temps  est 
donc  F i',  soit 

(I)  ?r'(r--\-M       in/c' (//'*- Z/-^), 

ce  qui  fait  connaître  cr*,,,  et  approximativer^ent  îsc  (n*»  311). 
L'expression  précédente  se  transforme  en  remarquant  qu**» 
les  tranches  ABA'B',  CDC'D'  ontdes  volumes  égaux,  puisque 
ces  volumes  sont  les  excédents  des  volumes  ABCD,  A'B'C'D' 
d'une  môme  masse  d'eau,  sur  la  partie  commune  A'B'Cl); 
l'égalité  s'exprime  par  la  relation 

{'.i)  l/tvdi  ~  Ih'v'cll     ou     /n—h'i-f. 

Or  l'expression  (i)  de  (?;„  ou  (r^  peut  s'écrire 

m 

donc,  en  remarquant  que  Ih'  v'  est  le  volume  et  n  Ihv  lepoids  P 

h' 
débité  dans  l'unité  de  temps,  et  substituant  en  outre  à  -r  la 

h 

valeur -7  tirée  de  (^),  il  viendra 


(3)        ,,=£..(..-..)_ipa(^^_^;) 


On  peut,  dans  cette  valeur  de  l'effet  dynamique,  considérer 
P,  r  et  h  comme  des  données  invariables  qui  définissent  le 
courant  liquide  arrivant  sur  la  roue,  et  demander  à  quelle 
vitesse  v'  de  la  roue  répondra  le  maximum  de  Gc.  On  dispose 
de  v'  entre  certaines  limites,  car  la  valeur  de  cette  vitesse 
dépend  de  la  résistance  utile  que  la  roue  doit  surmonter  et 
qu'on  peut  faire  varier  à  son  gré;  si  cette  résistance  est  très 
grande,  la  roue  ne  pourra  tourner,  et,  (^  étant  nul,  il  en  sera 
de  môme  du  travail  moteur  Fr';  si  cette  résistance  disparois- 
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sait,  v'  se  rapprocherait  beaucoup  de  v,  et  serait  môme  égale 
kv  en  négligeant  les  résistances  secondaires,  ce  qui  annule- 
rait (n°  310)  encore  F/,  puisque  la  force  F  deviendrait  nulle. 
Cherchons,  entre  ces  deux  limites  ('  =  0,  s-'  —  i^,  la  meilleure 
valeur  de  i^',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  meilleure  valeur 

v' 
du  rapport  —  —  j?.  En  faisant  (•'=  vjt  dans  Téquation  (3),  elle 

devient 

(T,  —  — .r(i  _  X)  _  1  P/W  -  —  r] 


ou  bien 


Le  maximum  demandé  répond  à  celui  du  fadeur  entre  cro- 
chets, lequel  facteur  contient,  outre  la  variable  x,  un  para- 

mètre  ~->  constant  dans  chaque  roue,  mais  pouvant  changer 

d'une  roue  à  Tautre.  Ce  paramètre  est  toujours  petit,  car  on  a 

i"  —  2^H    etparsuite    -  ■-     ,-.; 

r*        2  II 

or  h  ne  dépasse  guère  o"*,  20  et  il  est  rare  que  H  soit  moindre 

que  i*";  donc  ^  est  plus  petit  que  o,  10,  sauf  des  circonstances 

exceptionnelles.  Quand  on  se  donne  numériquement  la  valeur 
de  ce  rapport,  il  est  facile  d'avoir  le  maximum  de  (T^;  en  éga- 
lant à  o  la  dérivée  du  facteur  variable,  on  a  pour  déterminer 
./'  l'équation 

qui  se  résout  par  tâtonnement.  Si  Ton  attribue  successivement 

à  ^  les  valeurs 

o , 00 ,   o , oi ,   0,10, 

on  en  déduit  les  valeurs  correspondantes  de  x 

o,5oo,  0,553,  0,695, 
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et  celles  du  rapport  de  (r^  à  — 

o,5oo,  o,'|3f,  0,378. 

L'expérience  conduit  à  un  résultat  un  peu  différent,  en  ce 

qui  concerne  la  meilleure  valeur  de  -  ;  au  lieu  d'une  valeur 

supérieure  ou  au  moins  égale  ào,5y  elle  indique  une  valeur 
plus  petite  que  ce  nombre  ejt  voisine  de  o,  4-  Cela  tient  sans 
doute  à  ce  que,  si  la  roue  tourne  vite,  Teau  ne* reste  pas  assez 
longtemps  emprisonnée  dans  les  aubes  pour  bien  perdre  son 
excès  de  vitesse  i-  —  i',  et  sort  alors  avec  une  vitesse  r" supé- 
rieure à  la  vitesse  r'  de  la  roue.  Cette  circonstance  tend  à 

p 
diminuer  la  force  F,  dont  le  premier  terme  —  (r-  r')  devrait 


P 

être  remplacé  par  -(t  —  i';.  Par  suite,  la  valeur  (3)  de  (Bg  se 


fr 


trouve  affectée  d'une  erreur  en  plus,  qui  croît  avec  f',  et  dès 
lors  il  n'y  a  rien  d'étonnant  à  ce  qu'elle  nous  conduise  à  éva- 

luer  trop  haut  le  meilleur  rapport  -•  L'expérience  fait  d'ail- 
leurs connaître  que  le  rendement  pratique  d'une  chute  d'eau, 
avec  ce  genre  de  roues,  dépasse  l'arement  o,35  et  tombe 
quelquefois  à  des  chiffres  moindres. 
Il  est  à  remarquer  que,  si  l'on  voulait  se  livrer  à  une  étude 

théorique  sur  le  rendement,  on  ne  devrait  pas  considérer  p^ 

comme  étant  ici  sa  véritable  expression.  La  chute  H  doit  se 
mesurer  entre  des  biefs  où  l'eau  reste  à  peu  près  stagnante 
(n'^Sll);  il  faudrait  donc  prendre  la  hauteur  du  niveau  NN,  non 
pas  au-dessus  du  point  A  {fig.  339),  mais  au-dessus  d'un  bief 
situé  après  la  roue,  dans  lequel  l'eau  ne  posséderait  plus  de 
vitesse  appréciable.  On  serait  alors  entraîné  à  discuter  les 
positions  possibles  du  niveau  de  ce  bief  et  leur  influence  sur 
le  rendement.  Cette  discussion  ne  pouvant  se  faire  bien  com- 
plètement sans  recourir  à  des  théories  qui  ne  rentrent  pas 
dans  le  programme  du  Cours,  nous  nous  dispenserons  de  Ta- 
border. 
Donnons  seulement,  pour  terminer  ce  que  nous  avons  à 
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dire  sur  la  roue  en  dessous  à  aubes  planes,  la  raison  de  deux 
dispositions  indiquées  plus  haut. 

I**  L'orifice  de  la  vanne  du  bief  d'amont  doit  être  placé  près 
de  la  roue,  en  inclinant  cette  vanne,  parce  que,  s'il  en  était 
différemment,  l'eau  coulerait  avec  une  grande  vitesse  sur  un 
canal  de  longueur  notable,  avant  d'arriver  à  la  roue.  Le  frot- 
tement de  ce  canal  croîtrait  proportionnellomont  à  sa  longueur 
ainsi  que  la  perte  de  travail  correspondante. 

2**  La  hauteur  /*  doit  être  prise  enfre  o"',  i5  et  o'",2o.  Une 
trop  petite  épaisseur  de  la  lame  d'eau  donne  relativement  de 
l'importance  au  jeu  inévitable  entre  la  roue  et  le  coursier,  jeu 
qui  débite  en  pure  perte  une  partie  de  l'eau  motrice.  Une 
trop  grande  épaisseur  aurait  aussi  des  inconvénients.  Si  Ton 


v' 


fait  —  =^o,4,  l'équation  (2)  donne 

h  ~o,4""''*   ' 

et,  pour  //  —  c",  20,  on  aurait  déjà 

/i'--^o'",5o. 

Or  il  n'est  pas  bon  que  l'immersion  des  aubes  dépasse  no- 
tablement cette  hauteur  de  0^^,50,  car  les  aubes  prendraient 
alors  une  inclii^aison  sensible  en  sortant  de  l'eau  et  tendraient 
à  soulever  le  liquide,  ce  qui  créerait  une  résistance  nuisible 
au  mouvement  de  la  roue.  Les  limites  o™,i5  et  o"»,ao  ont  été 
conseillées  par  Bélanger. 

314.  Boue  Poncelet.  —  La  roue  en  dessous  à  aubes  planes 
(n*>  313)  ne  remplit  pas  les  conditions  d'un  bon  récepteur  hy- 
draulique (n®312);  à  son  entrée  dans  la  roue,  l'eau  vient 
choquer  directement  les  aubes,  et  elle  les  quitte  avec  une 
assez  grande  vitesse.  Poncelet  s'est  proposé  d'éviter  ces  in- 
convénients, tout  en  conservant  à  la  roue  son  caractère  spé- 
cial, qui  est  de  marcher  rapidement;  à  cet  effet,  il  a  imaginé 
les  dispositions  suivantes  : 

Le  fond  du  bief  supérieur  se  raccorde  avec  le  coursier, 
dont  le  profil  se  compose  d'une  droite  inclinée  à  o™,  10  par 
mètre,  suivie  d'une  partie  courbe  {fig»  34o).  La  droite  forme 
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une  penle  du  côté  de  la  roue  et  son  prolongement  serait  lan- 
gent à  la  circonférence  extérieure  de  celle-ci  ;  elle  se  termine 
aux  environs  du  point  d'introduction  de  Teau.  La  partie 
courbe  se  compose  d'abord  d'une  courbe  particulière  sur  le 
tracé  de  laquelle  on  reviendra  plus  loin;  à  la  suite  se  trouve 
un  arc  de  cercle  aussi  rapproché  que  possible  de  la  circonfé- 
rence extérieure,  d'un  développement  un  peu  supérieur  à 
l'intervalle  de  deux  aubes  consécutives,  puis  vient  un  appro- 
fondissement brusque  destiné  à  faciliter  le  dégorgement  de 
la  roue  dans  le  bief  d'aval,  dont  le  niveau  affleure  à  peu  près 
le  point  le  plus  bas  de  la  roue. 

Fig.  3i6. 
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L'eau  arrive  dans  le  coursier  en  passant  sous  une  vanne 
inclinée  de  3o<»  à  45°  environ  sur  la  verticale,  afin  de  dimi- 
nuer la  longueur  comprise  entre  l'orifice  et  la  roue;  les  bords 
de  l'orifice  sont  arrondis,  pour  éviter  les  remous  causés  par 
les  changements  brusques  de  direction  et  le  travail  résistant 
qu'ils  produisent. 

Les  aubes  sont  assemblées  entre  deux  couronnes  annu- 
laires qui  empêchent  l'eau  de  se  déverser  latéralement  ;  Técar- 
lement  intérieur  de  ces  couronnes  dépasse  de  quelques  cen- 
timètres la  largeur  de  l'orifice  laissé  libre  par  la  vanne.  Les 
aubes  sont  courbes;  elles  coupent  la  circonférence  extérieure 
sous  un  angle'  de  3o®,  et  la  circonférence  intérieure  sous  un 
angle  à  peu  près  droit.  Il  y  en  a  ordinairement  36  pour  les 
roues  de  3"*  à  4'"  de  diamètre,  et  48  pour  celle  de  6™  à  7™. 
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La  théorie  exacte  de  cette  roue  présentant  de  trop  grandes 
difficultés,  on  ne  la  fait  que  moyennant  des  hypothèses  sim- 
pliflcatives.  D'abord  on  considère  l'eau  qui  pénètre  dans  Tin- 
lervalle  entre  une  aube  et  la  suivante  comme  un  simple  point 
matériel,  mobile  sans  frottement  dans  Tintcrieur  de  la  roue. 
On  suppose  de  plus  que  la  vitesse  absolue  de  ce  point  est 
dirigée  suivant  une  horizontale  perpendiculaire  ù  Taxe  do 
rotation  et  passant  au  point  lé  plus  bas  de  la  roue;  enfin  les 
aubes  sont  censées  se  raccorder  tangenliellement  avec  la  cir- 
conférence extérieure.  Soient  maintenant  i'  la  vitesse  absolue 
de  Teau  à  son  entrée  dans  la  roue,  et  u  la  vitesse  de  la  roue 
sur  cette  circonférence;  le  point  matériel  dont  nous  avons 
parlé  arrivera  sur  la  partie  inférieure  de  Taube  avec  la  vitesse 
relative  \f—  u,  en  vertu  de  laquelle  il  va  se  mouvoir  dans  le 
canal  formé  par  deux  aubes  consécutives.  Pendant  ce  mou- 
vement relatif  de  très  courte  durée,  les  aubes  s'écartent  très 
peu  du  point  le  plus  bas  de  la  roue,  et  si  le  rayon  de  celle-ci 
est  assez  grand,  on  peut  assimiler  leur  mouvement  d'en- 
traînement à  une  translation  horizontale,  qui  sera  d'ailleurs 
uniforme  quand  la  roue  sera  parvenue  à  son  fonctionnement 
régulier.  Alors  les  forces  apparentes  du  mouvement  relatif 
sont  nulles  (n^*  113);  le  point  va  monter  le  long  de  l'aube  en 
vertu  de  sa  vitesse  relative  initiale  v  —  u,  et  s'élèvera  jusqu'à 

une  hauteur -}  ù  laquelle  répond  une  vitesse  relative 

nulle,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement  par  l'application 
du  théorème  des  forces  vives;  puis  il  redescendra  en  repassant 
par  les  mêmes  vitesses  en  sens  inverse.  Donc  il  sortira  de  la 
roue  avec  la  vitesse  horizontale  v  —  u,  de  sens  contraire  à 
celle  qu'il  a\ait  à  son  entrée;  sa  vitesse  absolue  ç'  à  la  sortie 
sera  (n°  28)  la  résultante  de  la  vitesse  d'entraînement  u  et 
de  la  vitesse  relative  v  —  u,  directement  opposée  à  la  pre- 
mière, et  l'on  aura  par  conséquent 

V'=:  u  —  ( i'  —  u)  =  2  W  —  Çy 

d'où  il  résulte  que  v'  sera  nulle  si  la  vitesse  u  à  la  circonfé- 
rence  extérieure  de  la  roue  est  égale  à  ->  valeur  qu'on  peut 
toujours  lui  faire  prendre  par  un  choix  convenable  de  la  ré- 
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bislance  utile,  comme  on   l'a  dit  dans  une  autre  occasion 
13). 

aurait  ainsi  réalisé  les  deux  comlilions  principales  d'uiu- 
c  roue  hydraulique,  puisqu'on  aurait  éviié  lo  clioc  à 
ée  en  introduisant  i'cau  suivant  une  direclion  tangente 
ubes,  et  que  la  vitesse  de  soilie  serait  réduito  ù  zéro.  II 
(cile  (le  constater  que  le  rendement  devrait  alors  être 
1  de  l'unité.  L'absence  de  choc  rendant  négligeable  le 
il  di!i  il  la  viscosité  du  liquide,  le  poids  P  débité  par 
ide  aurait  dû  recevoir  un  travail  lésislant  produit  par  ie? 

I  p 
s  actions  de  la  roue,  et  égal  à  - —  i-,  pour  passer  de  la 

;e  f  à  la  vitesse  »■'=  o  (n"  20.ï),  et  ce  travail  n'est  que 
cmenl  inférieur  au  produit  PII  e^pl'ilnanl  la  puissance 
ue  de  la  chute,  parce  que  la  vitesse  i*  est  due  ù  une 
ïur  H'  moindre  que  H,  mais  peu  dilTérente. 
is,  comme  l'a  remarqué  Poncelel,  les  choses  ne  se 
nt  pas  tout  à  fall  ainsi  dans  la  pratique. 
au  ne  peut  pas  entrer  <lans  la  roue  tangentiellement  h 
conférence  extérieure,  comme  on  l'a  supposé  ci-dessus, 
nons  en  cfFcl  ds  la  longueur  d'un  élément  de  celle  cir- 
rence  plongé  dans  le  courant,  /  la  longueur  de  la  roue, 
gle  de  ds  avec  la  vitesse  relative  "■  de  l'eau.  Il  entre  par 
•face  Ifls,  pendant  l'unité  de  temps,  un  prisme  de  liquide 

pour  longueur  w  et  pour  section  droite  Ids siti^,  soit 
ilume  livdss'in^;  le  volume  total  traversant  l'ensemble 
léments  ds  s'exprimerait  par  une  intégrale //ivrfjsin  3, 
n  voit  qu'il  s'annulerait  en  môme  temps  que  p.  Ainsi  ir 
:;ouper  la  circonférence  sous  un  certain  angle,  qui  ue 
être  nul:  il  faut  d'ailleurs  le  faire  aussi  petit  que  po^- 
,  afin  que,  au  point  de  sortie,  la  vitesse  relative  de  l'eau 

vitesse  d'entraînement  des  aubes  puissent  avoir  des  di- 
>ns  h  peu  prés  opposées  et  donner  une  résultante  assez 
;;  mais  il  ne  faut  pas  le  faire  trop  petit,  pour  ne  pas 
•e  diflicile  ou  impossible  l'introduction  de  l'eau.  C'est 
le  concilier  le  mieux  possible  ces  deux  conditions  coii- 
;s,  qu'on  a  été  conduit  par  ia  pratique  h  fixer  la  valeur 
il  So".  Il  ne  résultera  pas  de  lii  que  l'eau  vienne  choquer 
ilettes  à  son  entrée  dans  la  roue;  car  on  peut  toujours 
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s'arranger  pour  que  la  (Urection  de  la  vitesse  relative  soit  tan- 
gente au  premier  éli^ment  de  Taube  rencontrée;  mais  la  vi- 
tesse absolue  de  Teau  à  la  sortie  ne  peut  plus  être  nulle, 
puisqu'elle  résulte  de  deux  composantes  qui  ne  sont  plus  di- 
rectement opposées  et  font  entre  elles  un  angle  de  ijc». 
Quelque  rajSport  qu'on  établisse  entre  u  et  v,  la  résultante 
aura  toujours  une  valeur  t^'  différente  de  o,  et  par  conséquent 
l'eau    emportera   avec   elle   une   certaine   demi-force    vive 

I  P 

p'S  qui  diminuera  d'autant  le  travail  reru  par.  la  roue. 

Étant  donné  que  les  molécules  d'eau  arrivent  sur  la  roue 
avec  une  vitesse  absolue  déterminée  r,  due  à  la  hauteur 
connue  H',  et  que  la  vitesse  relative  tv,  tangente  au  premier 
élément  des  aubes,  coupe  la  circonférence  extérieure  sous  un 
angle  de  3o®,  on  peut  se  demander  quelle  vitesse  u  on  devrait 
donner  à  la  roue  pour  réduire  au  minimum  la  vitesse  ab- 
solue v'  du  liquide  à  sa  sortie.  Pour  répondre  à  celte  ques- 
tion, considérons  les  parallélogrammes  des  vitesses  à  rentrée 
et  à  la  sortie.  

Soient  MB  =  w,  MC  —  u  {/ig.  3'|i)  et  la  diagonale  MV  =i i* 


les  lignes  du  premier;  les  raisonnements  faits  plus  haut  pour 
démontrer  que  la  vitesse  relative  à  la  sortie  est  la  même  qu'à 
l'entrée,  sauf  le  changement  de  sens,  subsistent  toujours,  et 
par  conséquent  la  vitesse  absolue  v'  est  la  diagonale  MË  d'un 
second  parallélogramme  construit  sur  MC  et  sur  la  droite  Ml) 
égale  et  contraire  à  MB.  Les  deux  parallélogrammes  sont 
égaux,  comme  ayant  les  mômes  angles  et  les  mômes  cotés; 
donc  DG  =^  MA  in^  t^.  Quand  on  construira  la  figure  avec 
d'autres'valeurs  de  u  et  de  «•,  il  faudra  toujours  que  la  ligne 
1)C  conserve  une  longueur  constante;  par  rapport  a  cette 
droite  supposée  fixe,  le  point  M  variera  en  restant  sur  un  arc 
de  cercle  qui  limite  le  segment  capable  de  l'angle  I)M(^  —  i5o% 
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:ril  sur  la  corde  DG.  Les  valeurs  de  v"  seront  doubles  des 
fies  Ml  joignant  le  milieu  1  de  la  corde  avec  les  divers- 
nts  M  de  l'arc  de  cercle;  leur  minimum  répondra  au  cas 
l'on  placera  M  au  milieu  de  cet  arc,  ce  qui  entraîne  l'égn- 
!  Ml)  =:MC  ou  tf—  «.  Les  deux  ])arallélogranimes  devieri- 
it  alors  des  losanges,  et  l'angle  M  du  triangle  EMA  esl 
lit,  comme  Tormé  par  les  bissecuices  Je  deux  angles  sup- 
menlaii'cs;  par  la  considération  de  ce  triangle,  on  a,  dans 
lias  du  mitiimuni, 

v'    ^.MangMAE  —  i' langiS"— 0,268c. 
.a  dernière  égalité  conduirait  à  prendre 


eur  légèrement  supérieure  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
jnd  nous  supposions  nul  l'angle  BMC.  Quant  au  travail 

-  perdu  par  le  fait  de  l'existence  de  v',  il  serait  égal  à 


in  réalité,  la  diminution  est  plus  considérable,  car  l'cxpé- 
nce  indique  des  chiffres  variables  entre  o,5o  et  o,65, 
nme  valeur  du  rendement  d'une  chute  d'eau  faisant  mar- 
;r  une  roue  Poncelel.  11  faut  donc  chercher  une  aulre 
son  que  celle  du  défaut  obligé  de  raccordement  entre  les 
jcs  et  la  circonférence  extérieure,  pour  expliquer  ce  ré- 
tat.  La  cause  principale  des  pertes  de  travail  parait  con- 
ter en  ce  que  la  masse  liquide  comprise  entre  deux  aubes 
isôculives  ne  peut  pas  se  mouvoir  comme  un  point  isolé, 
and  une  molécule  entrée  la  première  arrive  à  la  hauteur 

sur  sa  trajectoire  relative,  d'autres  molécules  entrées  plus 

d  tendent  à  monter  encore,  et  il  est  évident  que  ces  m(,- 
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lécules  exercent  les  unes  sur  les  autres  des  actions  mutuelles 
qui  modifient  leurs  vitesses  relatives;  les  calculs  faits  plus 
haut  pour  obtenir  la  vitesse  relative  à  la  sortie  conduisent  donc 
à  des  résultats  inexacts-  Malgré  cela,  on  doit  reconnaître  que 
la  roue  Poncelet  réalise  un  grand  progrès  sur  les  roues  en 
dessous  à  aubes  planes,  avec  lesquelles  on  arrivait  à  des  ren- 
dements moitié  moindres. 

En  ce  qui  concerne  le  rapport  -»  l'expérience  modifie  peu 

la  détermination  que  nous  en  avons  faite,  car  elle  conduit  à 
lui  donner  la  valeur  o,55,  légèrement  supérieure  à  celle  que 
nous  avons  obtenue  théoriquement. 

Il  reste  à  savoir  comment  on  dirigera  les  filets  liquides  à 
leur  entrée,  pour  qu'ils  viennent  couper  la  circonférence  ex- 
térieure sous  l'angle  de  lo**,  de  sorte  que,  en  adoptant  la  va- 

ç 

leur  u  :=  —     ^   pour  la  vitesse  de  la  roue  à  sa  circonférence, 

4  COS ID° 

on  obtienne  par  là  même  un  parallélogramme  des  vitesses 
semblable  à  MBAC  (M  et  par  suite  une  vitesse  relative  «•  in- 
clinée, comme  les  aubes,  à  3o®  sur  la  direction  MC  de  u.  C'est 
dans  ce  but  qu'est  construite  la  courbe  spéciale  dont  nous 
avons  parlé  en  commençant  et  qui  forme  en  partie  le  profil  du 
fond  du  coursier.  Pour  en  déterminer  la  figure,  on  admet  que, 
dans  un  même  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue, 
les  filets  dessinent  des  courbes  parallèles,  et  que  par  suite  la 
normale  en  un  point  d'un  filet  va  couper  normalement  le  filet 
inférieur,  c'est-à-dire  le  profil  du  fond,  suivi  par  ce  dernier 
lilet.  Cela  posé,  soit  A  {/tg.  3/(2)  le  point  d'entrée  d'un  filet, 
rlont  la  vitesse  absolue  v  fait  Tangle  de  1 5'»  avec  la  vitesse  u  di- 
rigée suivant  la  tangente;  la  perpendiculaire  BAB'àrestune 
normale  au  profil  du  fond.  Or  cette  perpendiculaire  passe  à 
une  distance  du  centre  0  de  la  circonférence  extérieure  égale 
à  OAsiniS*»  et  par  suite  constante.  Toutes  les  normales  au 
profil  du  fond  sont  donc  tangentes  à  une  môme  circonférence 
rie  rayon  OB' =  ()Asini5®;  donc  ce  profil  est  une  développante 


(')  La  similitude  existe,  parce  que,  dans  le  triangle  MAC,  moitié  du  pa- 
rallélogramme, on  donne  le  rapport  des  deux  côtés  MC,  MA  et  Tangle 
I  ompris. 
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cle  OB',  Si  l'on  mène  une  tangente  à  ce  cercle  par  le 
l  où  le  filet  supérieur  commence  à  entrer  dans  la  roue, 
;ontrc  C  de  cette  tangente  avec  la  droite  inclinée  sera 
mencement  de  la  développante,  qui  se  terminera  en  un 
)  déjà  défini. 

Fi  g.  3^1. 


u  s'élève,  dans  son  mouvement  relatif,  à  une  hauteur 

a —  -,-.-  =3^0,26811',  peu  différente  de  7II.  D'après 
O^COS'lO"  '    '  4 

>our  éviter  le  jaillissement  de  l'eau  dans  l'intérieur  de 

i,  après  qu'elle  auraitparcouru  la  longueur  entière  des 

ce  qui  produirait  une  perle  de  travail,  il  faudrait  que 

eur  de  la  couronne  des  aubes  dans  le  sens  du  rayon  fil) 


litude  qui  alTecte  la  théorie  précédente,  et  pour  être 
ir  d'éviter  l'inconvénient  dont  il  s'agit,  Poncelet  a  con- 

ie  porter  cette  largeur  à  s  H, 

lioue  de  càtè.  -~  La  roue  diffère  peu,  dans  sa  conatruc- 
e  la  roue  en  dessous  décrite  au  n°3i3;  quelquefois  ce- 
nt les  aubes  sont  polygonales,  pour  une  raison  qui  sera 
e  plus  loin. 

u  entre  par  côté  dans  la  roue,  ce  qui  a  motivé  son 
elle  est  amenée  tantôt  par  un  déversoir  dont  le  seuil, 
,out  près  de  la  roue,  n'est  que  peu  inférieur  au  niveau 
f  d'amont  (do  o"",  aa  à  o™,  27  en  dessous),  tantôt  par  une 

sous  laquelle  elle  s'écoule  avec  plus  de  charge  et  de 
:,  ce  qui  permet  de  faciliter  l'introduction  de  la  veine 
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liquide,  en  restreignant  son  épaisseur,  sans  trop  diminuer  le 
débit. 

La  roue  est  emboîtée  dans  un  coursier  compris  entre  deux 
murs  verticaux  parallèles  passant  aussi  près  que  possible  des 
extrémités  des  aubes  ;  le  profil  du  fond  de  ce  coursier  se  com- 
pose {fig>  343)  d'un  arc  de  cercle  GE  pris  sur  la  circonfé- 

Fig.  343. 


rence  extérieure  de  la  roue,  auquel  succède,  après  le  point 
le  plus  bas  de  cette  circonférence,  d'abord  une  droite  El, 
faiblement  inclinée,  sur  une  longueur  de  i"  à  i^jJo,  puis  une 
droite  IF  avec  une  pente  plus  marquée,  par  exemple  une 
pente  de  o",o8  à  o",io  par  mètre.  Le  niveau  du  bief  d'aval 
est  placé  à  la  même  hauteur  que  le  niveau  de  Teau  entre  les 
aubes,  à  l'aplomb  de  l'axe  0  de  la  roue. 

Si  l'on  applique  la  formule  générale  (i)  du  n°  311,  en  pre- 
nant la  section  AB  dans  le  bief  d'amont,  en  un  point  où  le 
liquide  soit  à  peu  près  stagnant,  et  la  section  CD  à  une  petite 
distance  en  avant  de  E,  cette  formule  donnera,  la  vitesse  V© 
en  AB  étant  supposée  négligeable, 


G.==P    H 


2^ 


-cs^; 


et,  comme  l'eau  a  dû  perdre  dans  le  trajet  GE  sa  vitesse  rela- 
tive initiale,  on  attribuera  à  la  vitesse  V,  en  CD,  une  valeur 
peu  différente  de  la  vitesse  m  à  la  circonférence  de  la  roue.  11 
résulte  de  là  que,  pour  augmenter  l'effet  dynamique,  on  est 

P«* 

conduit  à  faire  tourner  la  roue  lentement,  car  le  terme  - — 

et  aussi,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  le  terme  5/  sont 


,  si  l'on  nomme 
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tous  deux  croissants  avec  u;  mais  on  est  limité  dans  la  dimi- 

niiiinn  de  u  par  les  considérations  suivantes. 

trchons  la  relation  entre  le  débit  Q  de  la  cliute  d'eau,  lit 
jr  /  de  la  roue,  la  profondeur  h  du  liquide  à  l'aplomb  ào. 
et  la  vitesse  «;  pour  cela  nous  exprimerons  d'abord  li- 
le  d'eau  compris  entre  deux  aubes  consécutives.  C(^ 
le,  quand  il  arrive  en  E,  est  un  prisme  droit  ajant  pour 
eur  /,  et  pour  section  droite  un  trapèze  de  hauieur  A  ci 

■geur  moyenne  (,(  i )  - 

pacement  des  aubes,  d'axe  en  axe; 
épaisseur; 

ayon  OE  de  la  circonférence  extérieure  Ci- 
produit  des  trois  dimensions  donne  im  volume 

nnme  il  se  débile  dans  l'unité  de  temps  un  nombre  -, 
lûmes  pareils,  il  en  résulte  l'égalité 


proximativement,  avec  une  exactitude  sufrisante  dans 
constances  ordinaires  de  la  pratique, 


0^..,9/A</, 


e  assez  voisine  de  o 


étant  toujours  peliles  et  donnant  iinr 


C(i  -  T-  )i|uandon  se  rappnji^tiedu  centre,  d'une  quaii- 


i:|>uisâcui- 
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On  voit  par  celte  équation  que,  si  l'on  diminue  la  vitesse  u 
en  conservant  /  et  A  constants,  on  fait  subir  une  diminution 
proportionnelle  au  débit,  ainsi  qu'au  poids  dépensé  P  qui 
entre  comme  facteur  dans  la  puissance  absolue  de  la  chutes- 
cette  puissance  et  a  fortiori  l'effet  dynamique  se  réduiraient 
donc  de  plus  en  plus.  Il  faut  donc,  à  mesure  qu'on  fait  dé- 
croître M,  augmenter  /  ou  h  ou  les  deux  facteurs  à  la  fois, 
de  manière  que  le  produit  o^gUiu  soit  égal  à  un  débit  qu'on 
se  sera  donné  d'avance,  suivant  la  quantité  d'eau  dispo- 
nible. Or  l'augmentation  de  h  au  delà  de  certaines  limites  a 
des  inconvénients  déjà  signalés  au  n"  313;  l'augmentation 
de  /  tend  à  rendre  la  roue  de  plus  en  plus  lourde,  dispen- 
dieuse à  construire  et  consommant  un  travail  notable  par  le 
frottement  des  coussinets.  D'ailleurs,  en  lui  laissant  une  cer- 
taine vitesse,  elle  peut  jusqu'à  un  certain  point  faire  fonction 
de  volant;  car  on  a  vu  (n**  2W  et  249)  que,  dans  le  moment 
d'inertie  réduit  d'un  système  de  treuils,  chacun  doit  compter 
proportionnellement  à  son  moment  d'inertie  propre  et  an 
carré  de  sa  vitesse  angulaire.  Par  toutes  ces  raisons,  il  ne 
convient  pas  de  prendre  u  trop  petit;  Texpérience  a  prouvé 
(ju'une  vitesse  de  i",3o  environ  à  la  circonférence  donne  do 
bons  résultats,  et  qu'il  ne  convient  pas  de  descendre  notable- 
ment au-dessous. 

La  dimension  h  ne  doit  pas  être  trop  grande,  comme  on  l'a 
déjà  dit,  elle  ne  doit  pas  être  non  plus  trop  petite,  afin  de  ne 
pas  donner  une  certaine  importance  à  la  perte  d'eau  par  le 
jeu  qui  reste  nécessairement  entre  la  roue  et  la  partie  circu- 
laire du  coursier.  On  pourrait  adopter  convenablement  un(* 
valeur  comprise  entre  o'°,i5  et  o",25.  L'équation  (4)  donne- 
rait alors,  en  y  faisant  h  successivement  égal  à  ces  limites 
et  il  —  i"%3o, 

-y  —  0,9////,     c'est-à-dire     o'^^ijj  <  Q  <  o'"*",  393  ; 

la  roue  pourrait  donc  débiter,  dans  de  bonnes  conditions,  un 
volume  d'eau  compris  entre  ijô'**  et  293''*  par  mètre  de  lar- 
geur. Si  l'on  se  donnait  le  débit  total  Q,  après  avoir  choisi  y 
ou  plutôt  après  l'avoir  déduit  de  u  et  de  /i,  on  en  déduirait  la 


p 

.T.-  '.-    ;•■ 

•       '  i  . 

V 
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largeur  /,  et  Ton  aurait  ainsi  fixé  les  valeurs  à  donner  aux 
trois  quantités  /,  h^  w. 

Mais  il  peut  se  faire  que  la  largeur  de  la  roue  soit  limitée 
par  le  local  où  elle  doit  trouver  place,  ou  par  des  considéra- 
tions d'économie,  et  qu'alors  on  ait  besoin  de  dépasser  un 
débit  de  298»*'  par  mètre  de  largeur.  Supposons  par  exemple 
Q  —  o™'^,72o  et  la  largeur  /  limitée  à  i"';  le  débit  par  mètre  de 

largeur  ^  atteint  alors  720*»*,  et,  pour  l'obtenir,  il  faut  néces- 
sairement prendre  h  >  o"»,25  ou  u  >  i",3o,  ou  faire  les  deux 
choses  à  la  fois.  En  pareil  cas,  on  peut  porter  h  jusqu'à 
o",4o  ou  o",  45  et  ensuite  faire  croître  u  dans  la  mesure  né- 
cessaire; mais,  comme  la  roue  ne  sera  plus  établie  dans 
d'aussi  bonnes  conditions,  il  faut  s'attendre  à  un  rendement 
moins  satisfaisant.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  l'équation  (4) 

donnant 

hu  =  o,  80, 

quand  on  suppose  Q  =:  o°*%72o  el  1=  i"',  on  pourrait  adopter, 
pour  valeur  de  h  et  «, 

m  m 

/i  =  0 ,  3o    avec     u  =  *. ,  667, 
A  =  o ,  35        ))       u  zzz  ij  286, 

hzizz  o ,  .\o  »  w  m  2  ,  000, 

h  =^0^40  »  W=:  1,778, 

Ni  l'expérience  ni  la  théorie  ne  donnent  le  moyen  de  faire 
un  choix  rationnel  entre  ces  solutions  et  une  infinité  d'autres 
qu'on  pourrait  indiquer,  puisque  h  et  u  se  déduisent  d'une 
seule  équation. 

Les  roues  de  côté  sont  qualifiées  de  lentes  ou  rapides,  sui- 
vant que  leur  vitesse  a  à  la  circonférence  reste  aux  environs 
de  i^'.So  ou  dépasse  notablement  cette  valeur.  Les  deux 
modes  d'introduction  de  l'eau,  que  nous  avons  mentionnés  en 
commençant,  s'appliquent  respectivement  à  ces  deux  cas. 

Dans  les  roues  lentes  on  emploie  le  déversoir,  avec  les  dis- 
positions indiquées  par  la y?^.  34'i.  Le  coursier  lEK,  générale- 
ment en  maçonnerie,  se  prolonge  par  une  pièce  en  fonte  KL, 
dite  col  de  cygne;  EKL  est  un  arc  de  cercle  aussi  rapproché  que 
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possible  de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Une  vanne  M, 
munie  à  sa  partie  supérieure  d'un  petit  appendice  métallique 
arrondi  E,  peut  glisser  en  s'appuyant  sur  le  col  de  cygne  ;  un 
système  de  deux  crémaillères  égales,  mues  par  des  roues  den- 
tées de  même  rayon,  permet  d'élever  cette  vanne  au  point 
convenable  et  de  s'en  servir  au  besoin  pour  modérer  ou  em- 
pêcher l'arrivée  de  l'eau  sur  la  roue.  L'appendice  métal- 
lique E  forme  le  seuil  d'un  déversoir  de  même  largeur  que  le 

Vie.  345- 


coursier,  par-dessus  lequel  l'eau  s'écoule  pour  entrer  dans  la 
roue;  le  point  le  plus  élevé  de  ce  seuil  doit  être  à  o^.ao  ou 
o<°,a7  au-dessous  du  niveau  dans  le  bief  d'amont,  hauteurs 
auxquelles  répondent  à  peu  près  les  débits  de  175'''  à  agS'" 
par  mètre  de  largeur,  qu'on  a  indiqués  [tout  à  l'heure  pour 
les  roues  lentes. 

Le  déversoir  étant  ainsi  extrêmement  rapproché  de  la  roue, 
la  vitesse  absolue  de  l'eau  à  son  point  d'entrée,  due  seule- 
ment à  la  faible  dénivellation  qui  se  produit  dans  le  bief 
d'amont,  sera  par  conséquent  petite;  el,  comme  la  roue 
marche  elle-même  lentement,  la  vitesse  relative  sera  mo- 
dérée, et  l'agitation  qu'elle  entraînera  peu  sensible.  L'appen- 
dice métallique  arrondi  E  a  pour  but  de  diminuer  la  contrac- 
tion de  la  lame  déversante,  et  de  diminuer  ainsi  la  vitesse 

BuMi.  —  Court  da  Méc^  I).  aS 


«1*!:»" 
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nécessaire  pour  un  débit  donné.  Il  sert  également  à  diriger 
les  filets,  de  manière  qu'ils  ne  coupent  pas  la  circonférence 
extérieure  sous  un  angle  trop  grand,  ce  qui  est  utile,  comme 
le  montrent  les  considérations  suivantes,  bien  qu'elles  s'ap- 
pliquent plus  spécialement  au  cas  des  roues  rapides. 

Dans  le  cas  des  roues  lentes,  on  est  arrivé  à  n'avoir,  à 
l'entrée  de  l'eau,  qu'un  choc  sans  importance,  en  s'y  prenant 
de  telle  façon  que  le  courant  liquide  arrive  avec  peu  de  vi- 
tesse sur  des  aubes  tournant  lentement;  la  vitesse  relative  est 
alors  petite,  parce  que  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  d'en- 
traînement, dont  elle  est  la  résultante,  sont  petites  toutes  les 
deux;  et  alors  on  s'inquiète  peu  des  directions  et  du  rapport 
de  grandeur  des  deux  composantes.  Il  en  est  différemment 
pour  une  roue  rapide.  Soient,  au  point  M  d'entrée  (/ig.  345), 


MU  la  vitesse  u  de  la  roue; 

MV  la  vitesse  absolue  (^  de  l'eau  ; 

7  l'aVigle  de  ces  deux  droites. 

La  vitesse  m  a  été  déterminée  précédemment;  mais  nous 

disposons  encore  de  v  et  de  y,  et  il  faut 
choisir  leurs  grandeurs  le  mieux  possible, 
pour  atténuer  le  choc  à  l'entrée,  tout  en 
satisfaisant  aux  autres  conditions  d'un  bon 
établissement  de  la  roue.  La  vitesse  rela- 
tive esHa  ligne  MVV  r=  w,  égale  et  paral- 
lèle à  UV;  on  voit  qu'elle  se  réduirait  à 
zéro  si  l'on  avait  y  =  o,  i^  =:  m.  Mai  s  il  n'est 
pas  possible,  comme  on  l'a  déjà  démontré 
(n*»314),  que  l'eau  entre  dans  la  roue  tan- 
gentiellement,  puisque  le  débit  devien- 
drait nul.  Dans  la  roue  Poncelet,  on  a  pris  yi^iS*;  dans  la 
roue  de  côté,  la  pratique  a  conduit  à  choisir  la  valeur  de  3o® 
comme  suffisante  pour  obtenir  une  facile  introduction  de  l'eau 
sans  trop  exagérer  la  vitesse  relative.  Alors,  puisque  U  est 
un  point  déterminé  ainsi  que  la  direction  MV,  la  plus  petite 
valeur  possible  de  UV  =  w  serait  la  perpendiculaire  abaissée 

de  U  sur  MV,  ou  «siny,  ou  enfin  -u  si  l'on  prend  y=z:  3o«; 

V  aurait  pour  valeur  correspondante  acos3o®  ou  o,866w. 
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Toutefois  ce  ne  sont  pas  ces  valeurs  qu'on  adopte  pour  v 
et  w.  Il  est  bon  en  effet  que  le  premier  élément  des  aubes 
soit  dans  la  direction  de  w  (n<*312),  afin  de  diminuer  l'agita- 
tion de  Teau  à  Tintérieur  de  la  roue.  Or,  si  ce  premier  élé- 
ment était  perpendiculaire  à  MV,  il  ferait  un  angle  de  lao"» 
avec  MU,  c'est-à-dire  avec  la  circonférence  de  la  roue,  et  par 
conséquent  un  angle  de  3o«  avec  le  rayon  qui  passe  en  M. 
Quand  par  l'effet  de  la  rotation  ce  rayon  viendrait  se  placer  ver- 
ticalement au-dessous  de  Taxe,  le  premier  élément  de  Taube 
aurait  déjà  une  inclinaison  de  3o<»  sur  la  verticale,  et  il  serait 
encore  plus  incliné  au  point  d'émersion;  les  aubes  tendraient 
donc  à  soulever  Teau,  ce  qui  gênerait  le  mouvement  de  la 
roue.  C'est  pourquoi  l'on  préfère  que  la  vitesse  relative  MW 
soit  dirigée  suivant  le  rayon  passant  en  M,  ou  suivant  la  per- 
pendiculaire à  MU;  le  parallélogramme  des  vitesses  est  alors 
un  rectangle  MUV  W.  L'angle  ^  conservant  d'ailleurs  sa  va- 
leur de  3o^,  on  en  déduit  les  relations 

cos3o«         '  ' 

iv^=i  u  tang  30*^  ^z  o ,  677  «. 

Voici  maintenant  ce  qu'on  devra  faire  pour  réaliser  pra- 
tiquement les  grandeur  et  direction  de  \>  qu'on  vient  de  dé- 
terminer. Si  l'eau  arrivait  sans  perte  de  charge  depuis  le  bief 
d'amont  jusqu'à  son  point  M  d'entrée,  la  création  de  la  vi- 

tesse  p  exigerait  une  charge  —  (n°276);  afin  de  tenir  compte 


2^ 


approximativement  des  pertes  de  charge  qui  se  produisent 
toujours,  on  augmentera  un  peu  cette  hauteur,  en  la  multi- 
pliant par  un  coefficient  supérieur  à  l'unité,  1,1  par  exemple, 

et  l'on  placera  le  point  M  à  la  hauteur  1,1  —  au-dessous  du 

2g' 

niveau  dans  le  bief  d'amont.  Ce  point  se  trouve  ainsi  déter- 
miné, car  il  se  trouve  sur  la  circonférence  extérieure  de  la 
roue  et  sur  une  horizontale  connue.  La  direction  de  la  vi- 
tesse «^  s'obtiendrait  en  menant  par  ce  point  une  ligne  inclinée 
à  3o*  sur  la  circonférence;  on  obligerait  ensuite  les  filets  à 
prendre  cette  direction,  en  faisant  couler  la  veine  sur  un 
coursier  de  o°»,3  à  o",5  de  longueur,  placé  entre  le  point  M 
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et  le  bief  d'amont,  dont  il  serait  séparé  par  une  vanne.  Quel- 
quefois la  vanne  pourrait  être  supprimée,  le  fond  du  coursier 
formant  alors  le  seuil  d'un  déversoii-  sur  lequel  Teau  du  bief 
passerait  sans  obstacle. 

Il  est  utile  que  l'eau  trouve  devant  elle,  après  son  entrée 
dans  la  roue,  une  surface  inclinée  ascendante  le  long  de  la- 
quelle elle  puisse  s'élever,  en  vertu  de  la  vitesse  relative  ini- 
tiale w,  car  la  pesanteur  intervient  alors  pour  diminuer  la 
demi-force  vive  -mw'  d'une  molécule  quelconque,  et  c'est 
autant  de  moins  à  dépenser  en  agitation  tumultueuse  et  à 
compter  dans  le  terme  souslractif  T/,  quand  on  calcule  l'effet 
dynamique.  C'est  pour  cela  que  le  point  M  se  place  toujours 
au-dessous  du  centre  de  la  roue  ;  ce  dernier  point  est  en  gé- 
néral à  o",4o  ou  ©"".So  au-dessus  du  niveau  du  bief  d'amont. 

Fie,  '4'>- 


Afin  d'augmenter  encore  la  banteur  à  laquelle  l'eau  peut 
s'élever  sans  rencontrer  d'obstacle,  Bélanger  a  imaginé, 
en  1819,  les  aubes  polygonales,  comme  celles  que  représente 
la^^.  346,  qui  sont  formées  de  trois  plans  consécutifs  se  cou- 
pant sous  des  angles  obtus  voisins  de  iSS",  dont  le  premier 
est  suivant  le  rayon  et  le  dernier  suivant  une  circonférence 
concentrique  à  l'axe  de  rotation.  On  manque  des  données  ex- 
périmentales nécessaires  pour  apprécier  les  effets  de  cette 
disposition. 
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Voyons  enfin  comment  on  pourra  calculer  Teffel  dynamique 
d'une  chute  d'eau  faisant  tourner  une  roue  de  côté  donnée. 
Tout  se  réduit  à  déterminer  le  travail  —  T/  des  forces  de  vis- 
cosité dans  l'intervalle  des  sections  AB,  CD  {/Ig.  343);  or  ce 
travail  se  compose  de  plusieurs  parties  que  nous  allons  re- 
chercher successivement. 


V* 


^g 


1**  Nous  avons  admis  plus  haut  une  perte  de  charge  o,i 

dans  l'intervalle  entre  AB  et  le  point  d'entrée  de  l'eau  dans 
la  roue.  Cela  équivaut  à  dire  que  la  viscosité  fait  un  travail 


me* 


—  o,i  — f  sur  chaque  molécule  de  poids  têt,  pendant  cette 

partie  de  son  parcours.  Le  total  des  travaux  analogues  pour 
toutes  les  molécules  composant  le  poids  P  dépensé  par  se- 


(P« 


conde  sera  donc  —  o,iP 

2^  Conformément  aux  indications  générales  du  n®  312,  nous 
admettons  que  le  travail  résistant  causé  par  l'agitation  tumul- 
tueuse après  l'entrée  de  l'eau  dans  la  roue  a  pour  valeur 


w* 


—  p  —  D'autre  part,  le  triangle  des  vitesses  MUV  (/ig.  345) 
donne 


la  perle  en  question  s'exprime  donc  par 

P 

Quand  on  fait,  comme  nous  avons  reconnu  qu'on  devait  le 
faire, 

'  cosSo*» 

r  j   ..  ^       rk  «'tanfi;'3o°  i^  m* 

celte  expression  se  réduit  a  —  P ou  —  ^P  —  • 

3<>  L'eau  entraînée  dans  la  roue  frotte  sur  la  surface  du 
coursier.  Pour  évaluer  l'intensité  de  ce  frottement,  nous 
chercherons  d'abord  ce  qu'il  serait  si  l'eau  coulait  librement 
dans  un  canal  découvert,  sans  intervention  de  la  roue.  La 
formule  de  Chézy  ou  de  Tadini  (n^  293)  nous  apprend  que  le 
frottement  est  alors  égal  à  o,4U*  par  mètre  carré  de  paroi 
mouillée,  U  désignant  la  vitesse  moyenne  du  courant.  Cette 
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vitesse  serait  d'ailleurs  liée  à  la  vitesse  maximum  V  et  à  la 
vitesse  de  fond  W  par  les  relations  approximatives 

U=:i(V-+-W),     U=:o,8V    (n«291); 

de  là  résulte  U 1=  ^  V,  et  par  suite  la  valeur  du  frottement 
sur  chaque  mètre  carré  de  paroi  mouillée  s'exprime  par 

0,4  X  — W*  ou  0,71  W-. 
9 
Maintenant  on  peut  admettre  avec  beaucoup  de  vraisem- 
blance que  le  frottement  de  la  paroi  ne  dépend  que  de  la  vi- 
tesse de  glissement  des  filets  en  contact,  et  qu'il  reste  le 
même  quand  cette  vitesse  ne  change  pas,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  loi  de  variation  des  vitesses  en  allant  du  fond  à 
la  surface  du  courant.  On  peut  donc,  dans  le  cas  où  il  s'agit 
du  coursier  d'une  roue  de  côté,  conserver  la  dernière  expres- 
sion qu'on  vient  de  trouver  pour  le  cas  d'un  canal,  pourvu 
qu'on  mette  à  la  place  de  W  la  vitesse  u  que  ne  tardent  pas 
à  prendre  les  filets  liquides  extérieurs,  en  se  mettant  au  repos 
relatif  dans  la  roue.  Par  suite,  si  L  est  la  longueur  du  cour- 
sier entre  les  points  G  et  D  {fig>  343),  les  notations  /et  h  con- 
servant le  sens  déjà  défini,  la  surface  mouillée  sera  h{l-\-ih) 
et  le  frottement  total  aura  pour  valeur  o, 71  L(/-f-  2/1)1/'.  Les 
points  d'application  de  tous  les  frottements  élémentaires 
ayant  tous  la  vitesse  w,  le  travail  produit  par  eux  dans  chaque 
seconde  sera  --o,7iL(/4- 2A)a'.  D'autre  part,  le  volume 
d'eau  dépensé  par  seconde  est  approximativement  0,9 //t«, 
d'où  résulte  P  =  900 //za.  Le  travail  dû  au  frottement  du  cour- 
sier peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

—  0,00070 — ^^ — 77 —     ou  bien     — o,oi5         .. ^P 

'       '^  Ui  In  2  g 

Connaissant  toutes  les  pertes  de  travail,  on  applique  la  for- 
mule générale  rappelée  en  commençant,  ce  qui  donne 

r        w'  c'       I 

.  L  2^  *     2g  2g^ 

Ih         2g] 
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Dans  le  cas  d'une  roue  rapide,  où  Ton  aurait  fait  y  —  3o% 

t'  — -—  =  --^ ,  cette  formule  se  simplifie  et  devient 

cos3o^       y/ 3 

G..^P[H-i,47- -0,0,5—^^^— -J. 

La  roue  de  côté  convient  très  bien  pour  des  hauteurs  de 
chute  de  i™  à  2°*  ou  2™,5o;  à  partir  de  3™,5o,  il  vaut  mieux 
employer  les  roues  dont  nous  allons  parler  bientôt  {n^  316). 
L'expérience  montre  qu'une  roue  de  côté  lente  établie  dans 
de  bonnes  conditions  peut  donner  un  rendement  de  0,80  et 
même  plus.  Ce  chiffre  pourrait  diminuer  beaucoup  dans  le 
cas  d'une  roue  rapide,  surtout  si  l'on  n'avait  pas  pris,  dans  la 
construction  de  la  roue,  les  précautions  que  nous  avons  indi- 
quées. Le  général  Morin  cite  une  roue  qui  existait  à  la  fon- 
derie de  Toulouse,  et  avec  laquelle  le  rendement  de  la  chute 
n'était  guère  que  de  o,4o. 
• 

316.  Boues  en  dessus  ou  roues  à  augets,  —  Ces  roues  ne 
sont  pas  emboîtées  dans  un  coursier,  comme  les  roues  de 
côté  et  les  roues  en  dessous  à  aubes  planes.  L'eau  s'introduit 
à  la  partie  supérieure;  elle  entre  dans  les  augets^  qui  sont 
en  quelque  sorte  des  vases  contigus  formés  par  deux  aubes 
consécutives,  terminées  latéralement  par  des  couronnes  an- 
nulaires, et  au  fond  par  une  surface  cylindrique  continue 
concentrique  à  la  roue,  de  sorte  que  ces  augets  ne  restent  ou- 
verts que  sur  la  circonférence  extérieure.  Tout  ce  système  est 
d'ailleurs  solidement  réuni  à  l'arbre  tournant  par  un  nombre 
suffisant  de  bras. 

On  emploie  pour  introduire  l'eau  deux  dispositions  repré- 
sentées par  lesy?^.  347  et  348.  Dans  là/lg.  347,  le  sommet  D 
de  la  roue  est  placé  un  peu  au-dessous  du  niveau  NN  du  bief 
supérieur,  à  o"\2o  ou  o'",25  plus  bas  que  ce  niveau;  l'eau  est 
amenée  jusqu'à  un  point  C  situé  à  o",4o  ou  o™,5o  en  amont 
de  l'aplomb  de  l'arbre,  au  moyen  d'un  canal  en  bois  AB,  ho- 
rizontal ou  faiblement  incliné,  dont  le  fond  se  termine  par 
une  plaque  métallique  très  mince  BC;  le  prolongement  de 
cetteplaqueserait  à  peuprèstangent  enD  à  la  circonférence 
extérieure.  Les  bords  latéraux  du  canal  se  prolongent  à  P" 
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au  delà  du  point  C,  pour  empêcher  Teau  de  tomber  à  côté 
de  la  roue.  L'eau  franchit  la  distance  CD  en  vertu  de  sa  vi- 
tesse acquise,  et  entre  dans  la  roue  à  peu  près  au  sommet 
de  celle-ci.  Comme  les  bords  des  augets  ne  laissent  entre 
eux  qu'une  ouverture  assez  étroite,  on  donne  à  l'eau  qui 
coule  dans  le  canal  ABC  la  forme  d'une  lame  mince,  en  la 
faisant  passer  sous  une  vanne  placée  vers  A  et  levée  seule- 
ment de  o",6  à  o°*,io.  Cette  vanne  présente  un  orifice  à 


Fig.  347. 


X 


\ 


:v\VV\\\\\\\\\\\\\\x'^\^^'<^>:\\^^'s'v^^^^^^ 


bords  arrondis,  pour  éviter  les  remous  à  la  sortie  des  filets 
liquides.  Comme  on  le  voit,  il  y  a  peu  de  hauteur  entre  le 
point  d'entrée  de  l'eau  et  le  niveau  du  bief  d'amont;  l'eau 
arrive  par  conséquent  avec  une  vitesse  modérée,  et  si  la  roue 
ne  tourne  pas  vite  (comme  cela  doit  être  pour  avoir  un  bon 
rendement),  la  vitesse  relative  sera  elle-même  modérée  et 
n'entraînera  pas  une  grande  perte  de  travail. 

La  disposition  de  la  fig.  348,  qui  a  été  souvent  employée, 
paraît  beaucoup  moins  bonne;  mais  elle  se  prête  mieux  que 
la  précédente  à  des  variations  notables  de  niveau  dans  le  bief 
d'amont.  Ce  bief  se  termine  tout  près  de  la  roue  par  une 
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cloison  en  bois  AB,  percée  de  fentes  CC  verticales,  analogues 
à  celles  d'une  persienne.  Une  vanne  mobile  permet  de  fermer 
tel  nombre  de  ces  ouvertures  que  Ton  veut,  de  manière  à  ne 
dépenser  que  le  volume  d'eau  disponible.  L'inconvénient  de 
cet  appareil,  c'est  que  l'eau  tombe  librement  d'une  assez 
grande  hauteur  dans  l'intérieur  des  augets  et  acquiert  ainsi 
beaucoup  de  vitesse;  l'agitation  tumultueuse  du  liquide  dans 
la  roue  devient  beaucoup  plus  considérable,  ce  qui  entraîne 
une  assez  grande  perte  de  travail. 


Fig.  348. 


'^'^^''«^^^^^^^'^^^^ 


La  première  question  à  résoudre  dans  l'étude  théorique  de 
la  roue  en  dessus,  consiste  à  rechercher  la  figure  que  prend 
la  surface  libre  de  l'eau  dans  les  augets,  afin  d'en  déduire  la 
position  pour  laquelle  les  augets  commencent  à  se  déverser, 
celle  pour  laquelle  le  déversement  est  complètement  achevé, 
et,  dans  l'intervalle,  quelle  est  la  quantité  d'eau  conservée 
dans  chaque  auget  occupant  une  position  donnée.  C'est  comme 
un  lemme  préparatoire  pour  rendre  possible  le  calcul  de  l'effet 
dynamique. 

Pour  déterminer  la  figure  de  la  surface  libre  de  l'eau  dans 
un  auget,  nous  admettrons  que  l'agitation  causée  par  le  choc 
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à  rentrée  se  calme  assez  rapidement  et  que  le  liquide  se  met 
en  équilibre  relatif.  Considérons  alors  une  molécule  d'eau  M 
{fig-  349),  de  masse  m,  située  sur  la  surface  libre,  à  la  dis- 
tance OM  =  r  de  Taxe  de  rotation  0.  L'équilibre  existe,  par 
hypothèse,  relativement  à  des  axes  mobiles  qui  tournent  uni- 
formément comme  la  roue,  avec  une  vitesse  angulaire  c^  au- 
tour de  0.  Les  forces  directement  appliquées  à  M  sont  : 
1^  le  poids  mg^  force  réelle  représentée  par  la  droite  verticale 
MG;  2®  la  force  centrifuge  nusî^r  représentée  par  la  droite  MC 

Fig.  349. 


en  prolongement  de  OM,  force  apparente  (n®263)  cfui  n'est 
autre  que  la  force  d'inertie  du  mouvement  d'entraînement  et 
qui  s'introduit  parce  qu'il  s'agit  ici  d'un  équilibre  relatif.  La 
résultante  des  deux  forces /w^,  mv^r  doit  être  normale  à  la 
surface  de  niveau  (n^  260)  qui  passe  par  le  point  M,  et  par 
conséquent  à  la  surface  hbre,  qui  est  partout  soumise  à  la 
pression  atmosphérique.  On  voit  d'abord  que  celte  résultante 
se  trouve,  comme  ses  composantes,  dans  le  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  qui  contient  le  point  M;  donc  tous  les  plans  tan- 
gents de  la  surface  libre  sont  parallèles  à  Taxe  0,  et  par  suite 
cette  surface  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  celte 
même  direction.  Nous  disons  de  plus  que  ce  cylindre  est  de 
révolution  ou  qu'il  a  un  cercle  pour  section  droite.  Construi- 
sons en  effet  le  parallélogramme  MGBC  sur  les  forces  mg^ 
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mia^r,  et  prolongeons  la  résultante  MB  jusqu'à  sa  rencontre  A 
avec  la  verticale  OA  du  point  O.  La  similitude  des  triangles 
MOA,  MGB  donne  l'égalité  de  rapports 


OA        OM  OA 

ou 


ï,.' 


MG         GB  mff       rniù^' 

d'où  résulte 


0A^~- 


La  distance  OA  est  donc  constante,  pour  tous  les  points  du 
profil  DK  de  la  surface  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
les  normales  MB  à  ce  profil  concourent  en  un  même  point, 

ce  qui  prouve  que  ce  profil  est  un  cercle  de  rayon  MA,  ayant 

son  centre  sur  la  verticale  du  centre  0  et  à  la  distance  -^ 

au-dessus  de  ce  dernier. 

Ce  résultat  montre  qu'en  toute  rigueur  l'équilibre  relatif  est 
impossible.  En  effet,  s'il  se  réalisait,  la  figure  DK  ne  devrait 
pas  se  modifier  pendant  le  déplacement  del'auget,  tandis  que 
le  rayon  MA  va  évidemment  en  augmentant  quand  l'auget 
s'abaisse  de  plus  en  plus.  Ainsi,  en  adoptant  pour  point  de 
départ  l'hypothèse  de  l'équilibre  relatif,  nous  arrivons  par 
des  déductions  exactes  à  une  conséquence  qui  la  contredit; 
donc  rigoureusement  l'hypothèse  est  inexacte.  Toutefois, 
quand  le  mouvement  relatif  du  liquide  se  réduit  à  ce  qui  est 
nécessaire  pour  la  modification  progressive  du  profil,  ce  li- 
quide est  bien  près  d'être  en  repos  relatif.  Nous  conserverons 
donc  comme  suffisamment  exact  le  résultat  de  notre  calcul. 

Pour  achever  de  déterminer  le  cercle  DK,  il  faut  tenir 
compte  du  volume  d'eau  q  que  doit  contenir  un  auget,  quand 
il  n'en  reçoit  plus  du  bief  d'amont  et  n'en  a  pas  encore  perdu 
par  déversement.  Nommons 

Q  le  débit  de  la  chute  d'eau  par  seconde  ; 
u  la  vitesse  de  la  roue  à  la  circonférence  extérieure; 
C  l'écartement  régulier  des  augels,  mesuré  d'axe  en  axe  sur 
la  même  circonférence. 

Dans  une  seconde,  il  passe,  en  regard  du  courant  qui  entre 
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U 


dans  la  roue,  un  nombre  7;  d'augets,  qui  emportent  en  tout 

un  NTolume  d'eau  -3- y  c'est  le  volume  fourni  dans  le  même 
temps  par  le  bief  d'amont,  et  Ton  a  par  suite 

Connaissant  le  volume  g,  on  le  divisera  par  la  largeur  /  de  la 

roue  parallèlement  à  son  axe  0,  et  le  quotient  j  donnera  Taire 

interceptée  par  le  profil  DK  dans  le  profil  connu  du  vide  res- 
tant libre  entre  deux  aubes,  c'est-à-dire  l'aire  DIFK.  Cette 

condition  détermine  le  rayon  AM  de  l'arc  DK,  dont  on  con- 
naît déjà  le  centre  A,  car  l'aire  DIFK  ne  varie  qu'avec  ce 
rayon,  dans  un  auget  de  position  donnée;  on  obtiendra  donc 
AM,  soit  par  un  tâtonnement  géométrique,  soit  par  le  calcul. 
Dans  une  certaine  position  TE' F'  de  l'auget,  l'arc  DK,  dé- 
terminé comme  on  vient  de  le  dire,  rasera  le  bord  extérieur  E'; 
cette  position  peut  être  trouvée  par  tâtonnement.  Dès  que 
l'auget  la  dépasse,  Teau  commence  à  se  déverser;  pour  toute 
position  en  dessous  de  celle-là,  le  cercle  décrit  de  A  comme 
centre  et  passant  par  le  bord  extérieur  n'interceptera  plus 

dans  le  profil  du  vide  entre  deux  augets  une  surface  y>  mais 

une  surface  moindre,  dont  le  produit  par  /  donnera  le  vo- 
lume variable  g'  restant  encore  dans  l'auget.  Quand  l'aire 
interceptée  se  réduit  à  o,  le  déversement  est  fini,  et  l'auget 
reste  vide  jusqu'à  ce  qu'il  passe  de  nouveau  en  regard  de  la 
veine  liquide  tombant  du  bief  d'amont. 
En  pratique,  s'il  s'agit  de  roues  tournant  avec  une  vitesse 


O 


modérée,  ^  sera  une  grande  distance,  et  l'on  pourra  rem- 
placer les  arcs  de  cercle  décrits  de  A  comme  centre  par  des 
horizontales.  Exemple  :  la  roue  a  un  diamètre  de  4°*  et  une 
vitesse  de  i™  par  seconde  à  la  circonférence;  il  en  résulte 

wml    et    -^  m  39™, 24. 

2  tO' 
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Le  maximum  dUnclinaison  des  droites,  telles  que  AM*,  sur  la 
verticale  serait  Tangle  ayant  pour  sinus  le  nombre 

=::o,o5i. 


39,24 


soit  moins  de  3^;  toute  surface  normale  à  ces  droites  ne  peut 
pas  avoir  de  dénivellation  sensible  dans  la  petite  étendue 
d'un  auget. 

Lorsque  la  roue  tourne  rapidement,  la  distance  ~  peut 

devenir  assez  petite  pour  que  la  surface  libre  présente  une 
concavité  notable  en  dessous  de  Thorizontale  passant  par  son 
point  extrême  £;  ainsi,  plus  la  vitesse  angulaire  augmente, 
moins  un  auget  peut  contenir  d'eau,  dans  une  position  don- 
née, ce  qui  se  comprend  sans  peine  a  priori^  puisque  la  force 
centrifuge  devient  de  plus  en  plus  grande  et  qu'elle  tend  à 
chasser  Teau  en  dehors.  C'est  là  un  inconvénient  des  roues 
rapides;  elles  perdent  plus  vite  Teau  qu'elles  ont  reçue,  et 
donnent  par  suite  un  rendement  moindre. 

La  recherche,  que  nous  allons  bientôt  faire,  des  pertes  de 
travail  à  retrancher  de  la  puissance  absolue  de  la  chute  d'eau, 
pour  obtenir  son  effet  dynamique,  fait  voir  que  ces  perles 
sont  croissantes  avec  la  vitesse  de  la  roue,  quand  il  s'agit 
d'une  roue  en  dessus.  On  est  donc  naturellement  porté  à  di- 
minuer cette  vitesse;  mais  ici,  comme  pour  la  roue  de  côté 
(n'^SlS),  diverses  considérations  empêchent  de  la  diminuer 
indéfiniment.  D'abord,  on  a  le  motifindiquéaun®315,  qu'une 
roue  conservant  une  vitesse  notable  fait  un  peu  l'office  d'un 
volant.  Ensuite  il  y  a  la  nécessité  de  ne  pas  trop  augmenter 
la  largeur  /  de  la  roue  et  la  profondeur  h  des  augets  dans  le 
sens  du  rayon,  qui  dépendent,  comme  on  va  le  voir,  de  la 
vitesse  u. 

Il  est  admis  en  principe  par  les  constructeurs  mécaniciens 
que,  pour  ne  pas  rendre  trop  prompt  le  déversement  des 
augets,  on  ne  doit  les  remplir  d'eau  que  jusqu'à  concurrence 

de  ^  environ  de  leur  capacité.  Or  cette  capacité,  c'est-à-dire 

le  vide  restant  libre  entre  deux  aubes  consécutives,  a  pour 
valeur  approchée  le  produit  IhC  de  ses  trois  dimensions,  en 
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négligeant  Tépaisseur  des  aubes  et  l'inégalité  des  circonfé- 
rences qui  limitent  le  profil  au  dehors  et  en  dedans;  on 
posera  donc  la  condition 

q  ■—  -^  =  7;  IhCy     d'où  résulte     0  =  0  Ihu. 
^        u        6  3 

On  voit  qu'une  trop  grande  diminution  de  u  conduirait, 
lorsque  le  débit  Q  est  donné,  à  l'adoption  de  grandes  valeurs 
pour  /  ou  A;  ou  la  roue  serait  trop  large,  et  par  suite,  lourde 
et  coûteuse;  ou  la  couronne  des  augets  serait  trop  profonde, 
et  l'eau  acquerrait  une  vitesse  assez  grande  en  tombant  dans 
leur  intérieur,  ce  qui  augmenterait  l'intensité  du  choc  à  l'en- 
trée. L'expérience  a  fait  reconnaître  qu'il  est  bon  de  choisir  u 
entre  i™  et  i"»,5o  et  h  entre  on*,25  et  o'",3o.  De  ces  données 

on  conclut  que  le  débit  -j  de  la  roue  par  mètre  de  largeur 
peut  varier  entre 

^  X  o,2D  X  I     et    «5  xo,3ox.i,5o, 

c'est-à-dire  entre  83^**  et  i5o"*  par  seconde.  Mais  ce  dernier 
nombre  doit  être  déjà  considéré  comme  une  limite  supé- 
rieure, dont  il  convient  de  ne  pas  trop  se  rapprocher;  en 
général,  il  est  bon  de  ne  pas  dépasser  un  débit  de  100*»* 
dans  une  seconde  et  par  mètre  de  largeur  de  la  roue.  La 
valeur  à  choisir  pour  /  résulte  de  cette  considération. 

Procédons  maintenant  au  calcul  de  l'effet  dynamique  par 
seconde,  réalisé  au  moyen  d'une  roue  à  augets  donnée.  On 
obtiendra  sa  valeur  en  retranchant  de  la  puissance  absolue 
de  la  chute  PH  le  travail  G/  (pris  en  valeur  absolue)  des 
forces  de  viscosité,  dans  le  passage  du  bief  d'amont  au  bief 
d'aval  (n^  311).  Ce  travail  G/  comprend  deux  parties  princi- 
pales. 

Il  y  a  d'abord  le  travail  produit  par  le  choc  à  l'entrée,  qu'on 
évalue,  suivant  ce  qui  a  été  dit  au  n<>312,  en  prenant  le  produit 

P(V« 

du  poids  d'eau  P  débité  dans  une  seconde,  par  la  hauteur 

due  à  la  vitesse  relative  w  avec  laquelle  cette  eau  s'introduit 
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dans  la  roue.  Supposons,  par  exemple,  le  cas  où  Ton  emploie 
la  disposition  de  la  fig.  347.  On  pourra  considérer  la  ren- 
contre de  l'eau  avec  la  roue  comme  se  faisant  au  point  où  la 
parabole  décrite  par  le  filet  moyen,  en  vertu  de  la  vitesse  avec 
laquelle  il  quitte  le  canal  d'amenée  en  C,  coupe  la  circonfé- 
rence passant  par  le  milieu  de  la  profondeur  des  augets. 
Soient 

V  la  vitesse  absolue  de  l'eau  à  ce  point  d'intersection,  vitesse 
due  à  la  hauteur  de  ce  point  au-dessous  du  niveau  NN,  si 
l'on  regarde  comme  négligeables  les  pertes  de  charge  dans 
le  parcours  qui  précède; 

a'  la  vitesse  sensiblement  égale  à  m,  que  possède  le  même 
point  considéré  comme  appartenant  à  la  roue  ; 

Y  l'angle  de  v  avec  a'  ou  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les 
deux  courbes. 

Le  triangle  des  vitesses  donne 

j^j  __  ^j  _^  tt'*  —  2  m'  p  cos  Y, 

ce  qui  permet  d'avoir  la  prenîière  partie  de  (5/. 

La  seconde  partie  est  le  travail  produit  par  le  fait  du  déver- 
sement de  l'eau  dans  le  bief  d'aval,  avec  une  certaine  vitesse. 
Soit  une  molécule  de  poids  t»  quittant  la  roue  à  une  hau- 
teur z  au-dessus  du  bief  d'aval.  Cette  molécule  n'ayant  dans 
l'auget  qu'un  mouvement  relatif  insensible,  elle  possède,  à 
l'instant  où  elle  sort,  la  vitesse  u  de  la  roue  ;  en  arrivant  au 
bief  d'aval,  elle  a  une  vitesse  ^'  égale  à  sfv^-^  2gz,  Cela  ré- 
sulte immédiatement  de  l'application  du  théorème  des  forces 
vives;  si  l'on  admet,  comme  dans  le  cas  d'une  veine  parabo- 
lique s'écoulant  à  l'air  libre,  que  chaque  molécule  liquide 
tombe  à  la  manière  d'un  point  isolé,  on  a 

(^'*  —  mM  •=  TSSy      d'.où       P'*  =1  U^  ■+-  2gZ. 

^g 

La  molécule  passe  ensuite  au  repos  dans  le  bief  d'aval,  et  il 
en  résulte  (n«  312)  qu'elle  a  reçu  des  forces  de  viscosité  un 

travail  égal  en  valeur  absolue  à ou  à  —  (m*  -^igz).  La 

°  *ig  ig^  ^   ' 


n- 

r 
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somme  des  travaux  analogues,  pour  toutes  les  molécules  qui 
composent  le  poids  P  dépensé  par  seconde,  sera 


w« 


P 1-  2ni5; 

le  premier  terme  étant  connu,  il  nous  reste  seulement  à  cal- 
culer le  second. 

Pour  cela  nous  chercherons  d'abord  Zmz,  en  n'étendant  la 
somme  qu'aux  molécules  d'un  auget.  Concevons  qu'on  ait 
déterminé,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  les  positions  de 
l'auget  pour  lesquelles  le  déversement  commence  et  finit,  et, 
dans  un  certain  nombre  de  positions  intermédiaires,  le  volume 
d'eau  q'  restant  dans  Tauget.  Désignons  alors  par 

c  la  hauteur  du  bord  extérieur  de  l'auget  au-dessus  du  niveau 
dans  le  bief  d'aval,  quand  le  déversement  commence  et  que 
l'auget  contient  encore  toute  l'eau  qu'il  a  reçue  du  bief 
d'amont,  soit  un  volume  g; 

c'  la  hauteur  analogue  quand  le  déversement  vient  de  se  ter- 
miner ; 

z  cette  hauteur  pour  une  position  intermédiaire  quelconque^ 
à  laquelle  répond  le  volume  d'eau  ^'; 

n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau. 

Pendant  que  s  varie  de  dz,  un  volume  d'eau  —  dg'  tombe 
de  la  hauteur  z;  la  somme  des  produits  des  volumes  élémen- 
taires par  leurs  ordonnées  z,  ou  --  iwzy  peut  donc  s'exprimer 

par  —  /   zdg'y  ou  bien  par  /   zdg\  Cette  dernière  intégrale 

s'évaluerait  par  une  quadrature  approximative,  quand  on 
aurait  trouvé  préalablement  les  valeurs  de  z  pour  une  suite 
de  valeurs  de  g',  variables  en  progression  arithmétique, 
depuis  o  jusqu'à  g.  11  sera  peut-être  plus  commode  de  recher- 
cher les  valeurs  de  g'  répondant  à  des  valeurs  croissantes  de  z, 
en  progression  arithmétique,   parce  qu'on  les  obtient  sans 

»0 


tâtonnement.  On  transforme  alors  l'intégrale  définie  /  zdg' 
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en  une  autre,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties;  on  a 


/  zdq'  =  q' z  —  /  q' dz. 


et  si  l'on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  q'  =  o,  7'  =  7, 
auxquelles  répondent  zi=c',  zz=zCy 


fzdq'  ^=z  qc  —  î     q'dz. 


On  déduit  de  là,  pour  la  somme  des  produits  wz  relative  à  un 
seul  auget. 


^TB z  ^=1 


°(^''"/  ^'^-); 


en  multipliant  ce  résultat  par   le   nombre   d'augets  qui  se 

déversent  dans  l'unité  de  temps,  c'est-à-dire  par  —?  et  obser- 

vant  que  P=znQ,  on  trouve,  pour  la  somme  complète  des 
produits  tn  s  qu'il  s'agissait  de  calculer, 


s/>'*)  ■• 


P    c~ 
\        q 

on  aurait  donc,  en  résumé,  comme  expression  du  travail  perdu 
par  unité  de  temps  en  raison  du  déversement  des  augets, 


KS-'-^X'H 


La  dernière  intégrale  définie  serait  facile  à  calculer  par  la 
formule  de  Simpson  ou  toute  autre  formule  de  quadrature 
approchée.  Si  l'on  voulait  se  contenter  d'un  moyen  assez  gros- 
sier, mais  peut-être  suffisant  dans  la  pratique,  on  remplacerait 

la  variable  q\  sous  le  signe  /  >  par  sa  valeur  moyenne  -  7,  et 

l'expression  précédente  se  réduirait  à 

/a*       c  -+-c' 


2 

Krbbsb.  —  Cours  de  Méc.  II.  26 


1 


402  SUlfcMB  PARTIE.  —   GBAPITRB   DEUXIÈME. 

absolument  comme  si  toutes  les  molécules  tombaient  d'une 

c  -\-  c' 
même  hauteur 

2 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer 
théoriquement  Fefiet  dynamique  de  la  roue  en  dessus. 

L'expérience  prouve  qu'une  roue  de  ce  genre,  quand  elle 
est  établie  dans  de  bonnes  conditions,  peut  donner  lieu  à  un 
rendement  de  0,80,  mais  que  ce  chifîre  diminue  avec  une 
roue  rapide  et  peut  s'abaisser  à  o,4o.  Les  roues  en  dessus 
sont  donc,  quant  au  rendement,  entièrement  analogues  aux 
roues  de  côté.  Mais  ces  dernières  conviennent  à  des  chutes 
petites  ou  moyennes,  de  1"  à  2™  ou  2",5o,  pouvant  à  la  rigueur 
s'élever  jusqu'à  3*,5o.  A  partir  de  3°»,5o,  la  roue  en  dessus 
devient  préférable  et  convient  très  bien  pour  des  chutes 
de  4"  à  6™.  On  peut  au  besoin  l'employer  jusqu'à  des  hauteurs 
de  chute  de  io<";  mais  sa  construction  devient  de  plus  en  plus 
difficile  à  mesure  que  sa  hauteur  augmente.  Dans  le  cas  de 
chutes  très  élevées,  on  aurait  recours  aux  turbines,  dont  il 
sera  question  un  peu  plus  loin. 

317.  Anciennes  roues  à  axe  vertical,  —  Les  anciennes  roues 
à  axe  vertical  présentaient  ordinairement  doux  dispositions 
différentes,  désignées  par  les  noms  de  roues  à  cuillers  et  roues 
à  cuve. 

Dans  la  première,  les  palettes  AB  {fig,  35o),  régulièrement 
distribuées  autour  d'un  arbre  vertical  CD,  présentent  une 
forme  légèrement  concave  dans  le  sens  de  leur  Jongueur  et 
dans  celui  de  leur  largeur,  ce  qui  justifie  le  nom  de  cuiller 
qu'on  leur  a  donné  ;  EF  et  GH  sont  les  coupes  d'une  palette  AB 
par  les  plans  XY  et  UV,  le  premier  horizontal  et  mené  à  mi- 
hauteur,  le  second  normal  à  l'axe  de  figure  de  la  palette. 
L'eau  est  amenée  à  peu  près  horizontalement  et  à  proximité 
de  la  roue  par  un  canal  en  planches,  où  elle  coule  en  sortant 
d'un  bassin  sous  une  assez  grande  charge,  et  par  conséquent 
avec  beaucoup  de  vitesse;  elle  vient  choquer  successivement 
chaque  palette  dans  la  partie  concave,  ce  qui  a  pour  résultat 
d'augmenter  l'action  mutuelle  (n<»  299).  Après  avoir  agi,  elle 
tombe  dans  le  bief  d'aval,  dont  le  niveau  est  un  peu  en  des- 
sous des  palettes. 
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Le  rendement  obtenu  avec  les  roues  à  cuillers  est  assez 

médiocre;  il  varie  de  ^  à  ^• 

6     o 

Fiff.  35o. 


La  roue  à  cuve  ne  donne  pas  un  résultat  beaucoup  meilleur. 
Une  cuve  cylindrique  verticale  en  maçonnerie  reçoit  l'eau  du 
bief  d'amont  par  un  canal  d'amenée  A  {/iff.  35i),  dont  les 
côtés  latéraux  présentent  un  certain  évasementen  s'éloignani 


Fig.  35 1, 


■::.x\I^^J^:^  ^\v.n  nnwv^." 


de  la  cuve,  et  dont  le  fond  est  tantôt  horizontal,  tantôt  en 
pente  du  côté  de  la  roue.  L'une  des  faces  latérales  de  C(» 
canal  est  d'ailleurs  tangente  au  cylindre  vertical  de  la  cuve. 
La  roue,  dont  l'axe  coïncide  avec  celui  de  cette  cuve,  consiste 
en  un  certain  nombre  de  palettes  placées  tout  autour  de 
Tarbre,  à  des  intervalles  égaux.  Ces  palettes  sont  des  surfaces 
hélicoïdales,  engendrées  par  un  profil  horizontal  concave  du 
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côté  qui  reçoit  l'action  de  l'eau,  en  donnant  à  ce  profil  un 
mouvement  de  vis  le  long  et  autour  de  l'axe  de  rotation.  Le 
jeu  de  l'appareil  se  comprend  sans  peine  :  l'eau  arrive  aver 
une  assez  grande  vitesse  par  le  canal  A,  tend  à  circuler  autour 
de  la  cuve,  et,  rencontrant  les  palettes  sur  son  passage,  les 
joblige  à  tourner  avec  l'arbre  qui  les  porte.  En  même  temps, 
elle  obéit  à  l'action  de  la  pesanteur,  traverse  la  roue  par  les 
espaces  libres  entre  les  palettes  et  tombe  dans  le  bief  d'aval, 
dont  le  niveau  se  trouve  placé  très  peu  au-dessous.  On  voit 
que  l'eau  doit  éprouver  une  agitation  considérable  à  son 
entrée  dans  la  roue,  et  de  plus  qu'elle  agit  sur  celle-ci  pen- 
dant trop  peu.  de  temps  pour  ne  pas  conserver  une  vitesse 
notable  à  la  sortie.  Aussi  le  rendement,  quelquefois  très  faible 
et  voisin  de  o,i5,  ne  monte  jamais  au  delà  de  o,4o. 

Nous  allons  laisser  de  côté  ces  machines  primitives,  pour 
en  étudier  d'autres  plus  perfectionnées. 

318.  Description  de  trois  types  principaux  de  turbines.  — 
Les  roues  à  axe  vertical  qu'on  nomme  turbines  présentent 
trois  types  principaux  dont  nous  donnerons  la  description 
sommaire. 

{a)  Turbine  Fourneyron,  —  Cette  turbine  est  représentée 
dans  ses  organes  essentiels  par  la  fig.  352. 

L'eau  du  bief  d'amont  A  descend  dans  le  bief  d'aval  B  en 
suivant  une  cuve  à  section  horizontale  circulaire,  dont  CD  est 
l'ouverture  supérieure.  Cette  cuve,  parfaitement  fixe,  repose 
sur  des  appuis  en  charpente  ou  en  maçonnerie;  elle  se  pro- 
longe par  un  autre  cylindre  circulaire  en  fonte  EGIF,  mobile 
verticalement,  qu'on  peut  abaisser  plus  ou  moins,  ainsi  qu'on 
l'expliquera  par  la  suite.  Le  fond  KK'K^L'^L'L  de  la  cuve  est 
relié  à  un  cylindre  creux  abcd  que  l'on  soutient  à  sa  partie 
supérieure;  ce  cylindre,  nommé  tuyau  porte-fond^  est  en 
outre  destiné  à  préserver  du  contact  de  l'eau  l'arbre  vertical  ef^ 
auquel  un  mouvement  de  rotation  doit  être  donné  par  la 
chute.  Ou  comprend  en  effet  que,  si  Teau  du  bief  d'amont 
arrivait  jusqu'à  l'arbre,  il  serait  nécessaire,  pour  éviter  les 
fuites,  de  faire  passer  celui-ci  dans  des  garnitures  fortement 
serrées,  ce  qui  occasionnerait  des  frottements,  indépendam- 
ment de  ceux  qui  naîtraient  du  contact  même  du  liquide. 


MOTEURS,    RÉCEPTEURS,    ETC.  4û5 

L'arbre  ainsi  que  le  tuyau  porte-fond  sont  d'ailleurs  concen- 
triques avec  la  cuve. 

Entre  le  bas  GI  de  la  vanne  cylindrique  EGIF  et  le  plateau 
annulaire  KL,  il  reste  tout  autour  du  périmètre  du  fond  une 
ouverture  GK,  IL,  par  laquelle  peut  s'écouler  l'eau.  Mais 
comme  il  est  important,  ainsi  qu'on  le  verra,  que  les  filets  ne 
s'écoulent  pas  dans  une  direction  quelconque,  on  les  guide  à 
leur  sortie  par  un  certain  nombre  de  cloisons  cylindriques  à 
génératrices  verticales,  que  soutient  le  plateau  KL  et  dont  la 
coupe  horizontale  définit  sufAsamment  la  disposition  ;  parmi 
ces  cloisons  directrices,  les  unes,  telles  que  ghy  vont  rejoindre 
les  parois  K'K'',  L'L';  les  autres,  telles  que  iky  sont  plus 
courtes,  afin  d'éviter  un  trop  grand  rapprochement  de  ces 
cloisons  vers  leurs  extrémités  les  plus  voisines  de  l'axe. 

En  regard  de  l'ouverture  GK,  IL  se  trouve  la  turbine  pro- 
prement dite,  comprise  entre  deux  plateaux  annulaires  SRMN, 
UTPQ;  ces  plateaux  sont  reliés  entre  eux  par  les  aubes,  qui 
sont  des  cylindres  à  génératrices  verticales,  donnant  en  coupe 
horizontale  une  série  de  courbes,  telles  que  Intypq,  ...;  le 
plateau  inférieur  est,  de  plus,  relié  à  l'arbre  par  une  surface 
de  révolution  TocpP,  calée  sur  celui-ci,  de  manière  à  former 
un  tout  parfaitement  solidaire.  L'arbre  repose  sur  un  pivot  in- 
férieur; un  levier  78,  mû  par  une  tige  85  qui  se  termine  en  un 
point  facilement  accessible,  permet  de  soulever  tant  soit  peu 
cet  appui,  lorsque  l'usure  des  surfaces  frottantes  a  produit  une 
légère  descente  de  l'arbre. 

Pour  comprendre  comment  l'action  de  l'eau  va  mettre  la 
turbine  en  mouvement,  supposons  d'abord  que  l'arbre  soit 
rendu  fixe.  Alors  les  filets  liquides,  sortant  de  la  cuve  par  les 
intervalles  entre  les  cloisons  directrices,  viendront  frapper  la 
concavité  des  aubes;  ils  exerceront  donc?  une  pression  plus 
grande  sur  la  partie  concave  que  sur  la  partie  convexe  d'un 
canal,  tel  que  Impq,  formé  par  deux  aubes  consécutives, 
^  d'abord  à  cause  du  choc,  et  aussi  à  cause  des  forces  d'inertie 
centrifuges  qui  répondent  au  mouvement  curviligne  des  molé- 
cules d'eau.  Il  résulterait  de  là  une  série  d'actions,  dont  les 
moments  relativement  à  l'axe  tendraient  tous  à  faire  tourner 
le  système  des  aubes  dans  le  sens  de  la  flèche  marquée  sur 
la  coupe  horizontale;  donc,  il  se  produira  effectivement  une 

26. 
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rotation  dans  le  sens  dont  nous  parlons,  si  Ton  rend  à  l'arbre 
la  liberté  de  tourner,  môme  en  lui  opposant  une  résistance 
dont  le  moment  serait  inférieur  à  celui  des  actions  motrices. 

Afin  de  diminuer  autant  que  possible  le  travail  des  frotte- 
ments pendant  le  trajet  de  Teau  depuis  le  bief  d'amont  jus- 
qu'à la  roue,  on  a  soin  :  i®  de  donner  à  l'ouverture  CD  un 
diamètre  assez  grand,  afin  que  l'eau  coule  dans  la  cuve  sans 
beaucoup  de  vitesse  ;  2^  d'arrondir  les  bords  de  cette  ouver- 
ture, afin  d'éviter  les  remous  qui  pourraient  résulter  des 
changements  brusques  dans  la  direction  des  filets  liquides; 
3«  pour  une  raison  toute  semblable,  de  munir  la  vanne  cylÎR- 
drique  d'appendices  en  bois  GG',  IF,  placés  à  la  partie  infé- 
rieure et  arrondis  sur  leurs  bords,  comme  le  représente  la 
figure.  La  garniture  de  bois  n'est  pas  d'ailleurs  continue;  elle 
se  compose  d'une  série  de  ma^ners,  occupant  chacun  l'espace 
libre  entre  deux  cloisons  directrices  consécutives,  de  manière 
que  la  vanne  puisse  s'abaisser  sans  obstacle  jusqu'au  fond 
KK'L'L. 

11  faut,  en  outre,  pour  obtenir  un  bon  rendement,  remplir 
les  deux  conditions  générales  indiquées  au  n^  312,  c'est-à-dire 
s'arranger  pour  que  l'eau  entre  sans  choc  dans  la  turbine,  et 
qu'elle  en  sorte  avec  une  vitesse  absolue  aussi  petite  que  pos- 
sible. Pour  remplir  la  première  condition,  le  constructeur 
dispose  des  angles  sous  lesquels  les  cloisons  directrices  gh  et 
les  aubes  pg  coupent  les  cylindres  qui  les  limitent  en  h  et  p; 
il  peut,  en  outre,  faire  varier  entre  certaines  limites  la  vitesse 
angulaire  de  la  turbine,  suivant  la  résistance  utile  qu'il  lui 
donne  à  vaincre,  comme  on  l'a  dit  au  n<»  313,  à  propos  de  la 
roue  en  dessous  à  aubes  planes.  Or  la  vitesse  relative  avec  la- 
quelle l'eau  entre  dans  la  turbine  au  point />  sera  la  résultante 
de  sa  vitesse  absolue  et  de  sa  vitesse  d'entraînement,  prise  en 
sens  contraire  ;  pouvant  faire  varier  la  direction  de  la  première 
composante  et  l'intensité  de  la  seconde,  pouvant,  en  outre, 
faire  varier  la  direction  du  premier  élément  de  l'aube  pg,  on 
comprend  sans  peine  qu'on  a  le  moyen  de  rendre  la  vitesse 
relative  en  p  tangente  à  l'aube,  ce  qui  supprime  le  choc  à 
l'entrée  de  l'eau. 

Quant  à  la  vitesse  absolue  de  l'eau  à  sa  sortie,  il  est  évident 
qu'elle  ne  peut  pas  être  nulle;  car,  si  cela  était,  les  molécules 
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liquides  resteraient  à  une  distance  constante  de  Taxe  et  ne 
sortiraient  pas  de  la  turbine;  le  débit  deviendrait  par  consé- 
quent nul.  Mais  on  peut  donner  à  la  vitesse  absolue  de  sortie 
une  valeur  modérée,  en  s'imposant  la  condition  que  la  vitesse 
relative  au  point  extrême  q  de  Taube  soit  égale  à  la  vitesse 
d'entraînement  et  que  l'angle  de  ces  deux  vitesses  soit  très 
ouvert,  de  i5o°  à  i6o*  par  exemple;  la  vitesse  absolue  de  sor- 
tie résulte  alors  de  deux  composantes  égales  et  presque  direc- 
tement opposées.  C'est  pour  ce  motif  que  les  aubes  coupent 
la  circonférence  extérieure  qui  les  limite,  sous  un  angle  assez 
aigu,  qu'on  prend  d'ordinaire  entre  2o<*  et  3o<». 

(6)  Turbine  Fontaine,  —  L'idée  première  de  cette  turbine 
appartient  à  Euler,  mais  l'babile  constructeur  dont  elle  porte 
le  nom  en  a  donné  la  réalisation  pratique.  La  fig,  353  repré- 
sente d'abord  une  coupe  verticale  de  l'appareil.  Un  pieu  ou 
support  métallique  vertical  A6  est  fixé  solidement  dans  la 
maçonnerie  formant  le  fond  du  bief  inférieur;  il  soutient  à  son 
extrémité  supérieure  A  un  arbre  creux  en  fonte  GDEF  qui 
l'entoure,  et  qui  se  prolonge  au-dessus  par  un  arbre  plein  por- 
tant les  roues  d'engrenage  ou  poulies,  pour  la  transmission 
du  mouvement.  Une  vis,  avec  un  écrou  C,  permet  de  régler  la 
position  de  l'arbre  dans  le  sens  vertical.  A  peu  près  au  niveau 
des  eaux  d'aval  (ou,  si  l'on  veut,  au-dessous)  se  trouve  ia  tur- 
bine HIKLMNOP,  reliée  invariablement  au  bas  de  l'arbre 
creux;  elle  est  comprise  entre  deux  surfaces  de  révolution  au- 
tour de  l'axe  vertical  de  rotation,  lesquelles  ont  HK  et  IL  pour 
lignes  méridiennes  ;  dans  l'intervalle,  on  place  les  aubes,  qui 
reçoivent  l'action  de  l'eau  et  rendent  les  deux  surfaces  soli- 
daires. L'eau  arrive  du  bief  supérieur  a  sur  les  aubes  de  la 
turbine,  en  s'écoulant  par  une  série  de  canaux  distributeurs, 
compris  entre  deux  autres  surfaces  de  révolution  fixes,  dont 
QH  et  RI  sont  les  lignes  méridiennes;  leur  intervalle  est  sub- 
divisé par  des  cloisons,  de  manière  à  former  une  suite  de  ca- 
naux juxtaposés,  dans  lesquels  les  filets  liquides  se  meuvent 
en  suivant  des  courbes  qui  présentent  une  certaine  inclinai- 
son à  leur  rencontre  avec  le  plan  horizontal  HIMN. 

Afin  de  donner  une  idée  nette  de  la  forme  des  cloisons  di- 
rectrices et  des  aubes,  imaginons  qu'on  fasse  une  coupe  par 
un  cylindre,  ayant  pour  axe  de  figure  l'axe  de  rotation  et  pas- 
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sant  par  les  milieux  des  intervalles  QR,  HI,  KL,  et  ensuite 
qu'on  développe  ce  cylindre  sur  un  plan.  La  coupe  développée 
des  cloisons  donnera  une  série  de  courbes  identiques,  telles 
que  cd^  e/,  ...,  comprises  entre  deux  droites  parallèles;  de 
môme,  pour  les  aubes  de  la  turbine,  on  obtiendra  les  courbes 
^gyJK  ...,  comprises  dans  une  autre  bande,  au-dessous  de 
la  première.  Maintenant  reconstituons  par  la  pensée  le  cy- 
lindre qui  a  été  développé,  et  concevons  des  surfaces  gauches 
engendrées  par  une  droite  horizontale,  qui  s'appuierait  con- 
stamment sur  Taxe  et  successivement  sur  chacune  des  courbes 
dont  on  vient  de  parler;  nous  aurons  ainsi  défini  les  surfaces 
des  cloisons  et  aubes. 

Il  est  sans  doute  inutile  de  décrire  les  dispositions  par 
suite  desquelles  Teau  du  bief  d'amont  ne  trouve,  pour  s'écou- 
ler dans  le  bief  d'aval,  d'autre  issue  que  les  canaux  formés 
par  les  cloisons  directrices  ;  à  cet  égard,  la  figure  paraît  donner 
des  indications  suffisamment  claires. 

On  se  rendrait  compte,  comme  dans  le  cas  de  la  turbine 
Fourneyron,  du  sens  dans  lequel  doit  tourner  la  machine,  en 
vertu  de  l'action  qu'elle  reçoit  de  la  part  de  l'eau;  ce  sens  est 
celui  de  la  flèche  iracée  au-dessous  du  développement  des 
aubes.  On  reconnaîtrait  aussi,  par  des  considérations  ana- 
logues, la  possibilité  de  remplir  les  conditions  générales  d'un 
bon  récepteur  hydraulique. 

(c)  Turbine  Kœcklin,  —  La  turbine  Kœcklin,  dont  la  dis- 
position d'ensemble  a  été  primitivement  imaginée  par  un  mé- 
canicien nommé  Jonval,  ne  se  distingue  pas  essentiellement 
de  la  turbine  Fontaine,  quant  à  l'arrangement  des  aubes  et 
des  cloisons  directrices,  ni  quant  au  mode  d'action  de  Teau. 
La  différence  la  plus  importante  consiste  en  ce  que  la  turbine 
est  placée  au-dessus  du  bief  d'aval,  comme  le  représente  la 
fig.  354,  coupe  verticale  de  l'appareil.  Les  cloisons  directrices, 
établies  dans  un  espace  annulaire,  dont  les  trapèzes  QUIII, 
STMN  indiquent  la  coupe,  sont  reliées  à  une  espèce  de  tour- 
teau en  fonte  qui  embrasse  l'arbre  AB,  sans  faire  corps  avec 
lui  ni  le  presser  fortement;  elles  forment  une  suite  de  canaux 
inclinés,  par  lesquels  l'eau  du  bief  d'amont  s'écoule  et  arrive 
sur  les  aubes  de  la  turbine,  placées  immédiatement  en  des- 
sous, comme  dans  la  turbine  Fontaine.  Ces  aubes  font  corps 
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avec  un  autre  lourleau  calé  sur  l'arbre;  elles  occupenl  l'es- 
pace annulaire  HIKL,  MNOP.    . 

Les  canaux  inclinés  Tormés  par  deux  aubes  ou  deux  cloisons 
consécutives  sont  limités  extérieurement  par  une  cuve  fixe  en 
fonte,  posée  sur  les  bords  d'un  puits  en  maçonnerie;  c'est  une 

Fig.  3S4. 


surface  de  révolution  aulourdel'axe  vertical  A B,  ayant  QHKI) 
pour  profil  méridien.  Au  bas  de  celle  cuve  se  trouve  un  cer- 
tain nombre  de  bras  soutenant  un  siège  central,  sur  lequel 
porte  le  pivot  de  l'arbre  tournant. 

L'eau  sortie  de  la  turbine  par  les  orifices  KL,  OP  s'écoule 
jusqu'au  bief  inférieur,  en  descendant  par  le  puits  en  maçon- 
nerie, el  passant  ensuite  dans  une  ouverture  qu'on  peut  dimi- 
nuer à  volonté  par  le  moyen  d'une  vanne  V.  Au  moment  de  la 
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mise  en  irain,  on  ferme  d'abord  la  vanne  V  et  Ton  ouvre  les 
orifices  QR,  ST,  en  ayant  soin  de  ménager  une  issue  à  Tair 
primitivement  renfermé  dans  le  puits;  quand  celui-ci  est  plein 
d'eau,  on  ferme  Torifice  par  lequel  est  sorti  Tair  et  Ton  ouvre 
progressivement  la  vanne,  de  manière  que  l'écoulement  de 
l'eau  s'établisse  du  plan  inférieur  de  la  turbine  jusqu'au  bief 
d'aval,  sans  que  le  puils  cesse  d'être  rempli  d'une  colonne  d'eau 
continue.  Il  faut  cependant,  p  )ur  que  cela  soit  possible,  que 
la  hauteur  comprise  entre  le  plan  des  orifices  KL,  OP  et  le  ni- 
veau du  bief  d'aval  ne  soit  pas  trop  considérable;  elle  ne  peut 
évidemment  pas  atteindre  io"",333,  hauteur  représentative  de 
la  pression  atmosphérique,  et,  pratiquement,  il  est  bon  de  la 
limiter  à  6°».  Moyennant  ces  précautions,  la  hauteur  en  ques- 
tion ne  doit  pas  être  comptée  comme  une  perle  de  chute,  car 
elle  correspond  à  une  diminution  de  pression  sur  l'eau  qui 
sort  de  la  turbine;  l'étude  théorique  du  mouvement  de  l'eau 
et  du  travail  qu'elle  transmet  démontre  alors  que  les  choses 
se  passent  comme  si  les  deux  niveaux  des  biefs  d'amont  et 
d'aval  remontaient  d'une  même  hauteur,  suffisante  pour  que 
le  dernier  s'élevât  au-dessus  de  KLOP. 

La  situation  de  la  turbine,  au-dessus  du  niveau  d'aval,  per- 
met très  aisément  (c'est  là  son  principal  avantage)  de  la 
mettre  à  sec;  il  suffit,  pour  cela,  de  permettre  la  rentrée  de 
l'air  par  l'extrémité  supérieure  du  puits  et  d'empêcher  l'arri- 
vée de  l'eau  du  bief  supérieur,  tout  en  laissant  ouverte  la 
vanne  du  canal  de  fuite.  On  peut  alors  visiter  la  machine  et 
faire  les  menues  réparations  qu'on  jugerait  utiles. 

319.  Théorie  simplifiée  de  la  turbine  Fourneyron,  —  Les 
considérations  et  calculs  théoriques  à  présenter  au  sujet  des 
trois  turbines  précédentes  offrent  entre  eux  beaucoup  de  res- 
semblance et  sont,  pour  ainsi  dire,  des  variantes  d'une  seule 
théorie  applicable  aux  trois  systèmes.  Nous  nous  bornerons, 
en  conséquence,  à  en  considérer  un  seul,  et  nous  choisirons  la 
turbine  Fourneyron. 

Une  théorie  complète  de  cette  machine  comporterait 
d'abord  la  solution  du  problème  général  suivant  :  Étant  don- 
nées toutes  les  dimensions  d'une  turbine,  sa  situation  relati- 
vement aux  biefs  d'amont  et  d'aval,  et  enfin  sa  vitesse  angu- 
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laire,  délerminer  le  volume  d'eau  qu'elle  dépense  et  le  travail 
qu'elle  reçoit  de  la  chute.  On  chercherait  ensuite  les  condi- 
tions pour  que  ce  travail  fût  le  plus  grand  possible^  avec  une 
chute  et  une  dépense  données. 

Mais  nous  ne  traiterons  point  la  question  en  termes  aussi 
généraux.  Afin  de  la  simplifier,  nous  admettrons,  dès  à  pré- 
sent, que  toutes  les  dimensions  ont  été  choisies  et  les  dispo- 
sitions prises,  pour  que  la  turlii  «e  remplisse  le  mieux  possible 
les  conditions  d'un  bon  récepteur  hydraulique,  telles  qu'on 
les  a  indiquées  ou  rappelées  au  n<*  318  (a);  à  ces  conditions, 
il  convient  encore  d'en  joindre  une  autre,  dont  l'utilité,  peut- 
être  moins  évidente,  tient  à  l'existence  inévitable  d'un  petit 
intervalle  ou  jeu,  entre  la  partie  tournante  de  la  machine  et 
les  parties  fixes.  Par  suite  de  ce  jeu,  le  liquide  qui  est  sur  le 
point  de  franchir  l'extrémité  des  cloisons  directrices,  pour  en- 
trer dans  la  turbine  proprement  dite,  se  trouve  en  contact 
immédiat  avec  l'eau  du  bief  d'aval.  Il  faut  alors  que  la  pres- 
sion de  ce  liquide  soit  très  peu  différente  de  celle  qui  existe 
au  même  niveau,  dans  le  bief  d'aval,  car  autrement  il  y  aurait, 
par  le  jeu  dont  il  s'agit,  aspiration  ou  jaillissement  d'eau,  sui- 
vant le  sens  de  la  différence  de  pression;  dans  le  premier  cas, 
l'eau  aspirée  produirait  une  perturbation  dans  le  mouvement 
à  l'intérieur  de  la  turbine;  dans  le  second,  une  partie  du 
débit  de  la  chute  passerait  sans  agir  sur  le  récepteur,  et,  en 
On  de  compte,  il  y  aurait  toujours  une  perte  de  travail. 

Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  nous  pouvons, 
pour  une  turbine  dont  on  donnerait  toutes  les  dimensions  cl 
la  hauteur  de  chute  :  i<^  établir  des  relations  auxquelles  les 
dimensions  données  devront  satisfaire;  2«  calculer  les  diverses 
vitesses  définissant  le  mouvement  de  l'eau,  tant  à  son  entrée 
dans  la  turbine  qu'à  sa  sortie;  3<»  déterminer  la  vitesse  angu- 
laire de  la  turbine,  son  débit,  le  rendement  de  la  chute  d'eau 
et  son  effet  dynamique. 

Soient,  en  effet, 

00  {fig.  355)  l'axe  de  rotation; 
NN,  N'N'  les  niveaux  des  deux  biefs; 

DE,  FG  le  profil  des  plateaux  de  la  turbine,  en  coupe  verti- 
cale; 


MOTBUBS,    RÉCEPTEURS,    ETC. 


4l5 


A6,  BC  les  profils  d'une  cloison  et  d'une  aube,  en  coupe 
horizontale. 

Nommons 

i>  la  vitesse  absolue  de  l'eau  en  B,  quand  elle  quitte  les  cloi- 
sons directrices  et  va  entrer  dans  la  turbine; 


Fig.  3.  5. 
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u  sa  vitesse  d'entraînement  et  w  sa  vitesse  relative,  au  môme 
point,  par  rapport  à  la  turbine  prise  pour  système  de  com- 
paraison ; 

v',  a',  w'  les  trois  vitesses  analogues,  pour  le  point  de  sorlie  C; 

b)  la  vitesse  angulaire  de  la  turbine  ; 

/•,  r'  les  distances  des  points  B  et  C  à  l'axe  00; 
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b,  b'  les  hauteurs  libres,  comprises  entre  les  deux  plateaux  au 

point  d'entrée  et  au  point  de  sortie  de  Teau; 
H  la  distance  des  niveaux  NN,  N'N',  c'est-à-dire  la  hauteur  de 

chute; 
3  rangle  sous  lequel  le  profil  AB  coupe  la  circonférence  de 

rayon  OB  =  r,  c'est-à-dire  l'angle  des  vitesses  v  Qi  u; 
0  l'angle  de  la  même  circonférence,  avec  le  profil  BC,  lequel 

angle  sera  considéré  comme  supplémentaire  de  celui  que  tr 

fait  avec  u; 
Y  l'angle  aigu  du  profil  BC  avec  la  circonférence  de  rayon 

ÔC  =  /•'; 
Q  le  volume  d'eau  débité  par  seconde; 
P  son  poids; 

n  le  poids  de  l'unité  de  vo.ume  d'eaa; 
Se  l'effet  dynamique  de  la  chute  ; 
jjL  son  rendement. 

Si  Ton  suit  une  molécule  depuis  un  point  de  départ  Mo  dans 
le  bief  d'amont,  où  elle  n'a  pas  de  vitesse  sensible,  jusqu'à  la 
position  M  où  elle  est  prête  à  entrer  dans  la  turbine  avec  la 
vitesse  absolue  Vj  on  constatera  facilement  que  la  charge 
entre  Mo  et  M  n'est  autre  que  la  hauteur  H.  En  effet,  la  pres- 
sion entre  Mo  et  le  niveau  NN  varie  suivant  la  loi  hydrostatique 
(n<»  277,  deuxième  règle);  de  M  à  N'N'  la  différence  de  pres- 
sion est  aussi  celle  qui  résulte  de  la  loi  hydrostatique,  en 
raison  de  la  dernière  condition  posée  ci-dessus,  pour  le  bon 
fonctionnement  de  la  machine;  donc  les  niveaux  piézomé- 
triques  en  Mo  et  M  dépassent  ceux  des  deux  biefs  d'une 
même  hauteur,  qui  représente  la  pression  atmosphérique,  et, 
par  conséquent,  leur  différence  est  H.  Dès  lors  l'application 
du  théorème  de  D.  Bernoulli  (n*»  274.),  dans  le  parcours  MoM, 
eu  égard  à  ce  qu'on  peut  négliger  la  vitesse  initiale,  conduit  à 
l'équation 

(l)  ^'=z2^H. 

Appliquons  ensuite  le  même  théorème  au  mouvement  relatif 
de  la  molécule  dans  la  turbine  (n«  275),  depuis  la  position  M 
jusqu'au  point  M' de  sortie.  Comme  on  s'est  arrangé  pour  que 
Teau  sorte  avec  peu  de  vitesse  absolue  (n*»  318,  a),  le  bief 
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d'aval  peut  être  considéré  comme  sensiblement  stagnant  ;  le 
niveau  piézométrique  en  M' dépasse  alors  MN'  de  la  hauteur  h 
(n'^âTT,  deuxième  règle),  et  coïncide,  par  conséquent,  avec 
celui  de  M;  la  charge  absolue  étant  ainsi  nulle  dans  le  par- 
cours MM',  la  charge  apparente  seule  produit  Taccroissement 
de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  relative,  et  Ton  a 

Or  une  des  conditions  du  rendement  maximum  consiste  en  ce 
que  w'  doit  être  égal  à  u'  (n<*  318,  a);  donc  aussi,  en  vertu  de 
réquation  (2),  w  est  égal  à  u,  et  le  parallélogramme  des  vi- 
tesses, à  rentrée  comme  à  la  sortie,  prend  la  forme  d'un 
losange. 

On  déduit  facilement  de  là  les  six  vitesses  ;/,  (^,  w,  m',  v'^  w'. 
D'abord,  sf  résulte  immédiatement  de  l'équation  (i)  ;  ensuite, 
le  triangle  isoscèle  BUV  donne 


(3) 


2  cos  p       cos  p  y  2  ° 


Les  vitesses  u  et  u'  étant  celles  de  deux  points  de  la  turbine 
placés  à  des  distances  r,  r'  de  Taxe,  on  a  nécessairement 


u u' 

7—  -l'y 


donc 


(4)  a'  =  (v'=i=— ^iA^IL 

rcos^  y  2° 

EnQn  la  considération  du  triangle  isoscèle  CU'V  conduit  à 

r  sm  -  Y 

1  2      / 

(5)  /=:2w'sin-Y=  ^sJ'igïL. 

2  '         rcosp    ^ 

Ce  calcul  donne  aussi  la  vitesse  angulaire  (o;  sa  valeur  est,  en 

m' 
effet,  —,y  soit,  en  vertu  de  l'équation  (4), 


(6) 


O) 


r  cos  p  y  2  ^ 


Pour  avoir  la  dépense  Q,  on  remarquera  qu'un  élément  ds 

ButtsB.  —  Court  de  Mie*  II.  27 


4l8  SIXIÈME   PARTIE.    —    GDÀPITRE   DEUXIÈME. 

de  la  circonférence  de  rayon  OB  =r  r  donne  un  orifice  de  sur- 
face bdsy  coupé  par  les  filets  liquides  sous  Tangle  p  et  avec  la 
vitesse  s^;  il  sort  par  cet  orifice,  dans  le  temps  dt,  un  prisme 
d'eau  ayant  pour  volume  le  produit  de  sa  base  bas  par  sa 
hauteur  v dt sin^y  soit  b^^^in'^dsdtyCQ  qui  donne  par  seconde 
un  débit  bvsxn^ds.  On  en  conclut,  en  négligeant  l'épaisseur 
des' cloisons, 

f        ds^=^  27r^/vsinp=^  2Trô/sinp  y/a^'H. 

0 

On  aurait  une  autre  expression  du  débit  en  considérant  la 
sortie  de  Teau  sur  la  circonférence  extérieure  2itr'  de  la  tur- 
bine; les  orifices  de  sortie  développés  ont  alors  une  surface 
totale  2TZ b'r\  et,  puisqu'ils  sont  coupés  par  la  vitesse  rela- 
tive w'  sous  l'angle  y>  on  trouverait,  de  même, 

(8)  Q=i2izb'r'^v's\ny=''^''^''^^pJ^jR, 
^    '  ^  *  rcos?     ^    ® 

Comme  l'incompressibilité  du  liquide  exige  que  le  volume 
entré  dans  la  turbine  soit  égal  à  celui  qui  en  sort,  les  deux 
expressions  (7)  et  (8)  représentent  un  môme  volume,  et  l'on  a, 
par  conséquent,  en  les  égalant, 

(9)  2  6r*sinp  cosp  ^^  b'r'^  sin^; 

c'est  une  première  relation  à  laquelle  sont  assujetties  les  di- 
mensions de  la  turbine,  pour  qu'elle  puisse  fonctionner  dans 
les  conditions  du  rendement  maximum.  Le  triangle  BUV  en 
fournit  une  autre,  exprimant  que  la  somme  de  ses  angles  égale 
180»,  ce  qui  donne 

(10)  2P-HÔ=:i8o«. 

La  connaissance  du  débit  Q  par  l'une  des  formules  (7)  ou 
(8)  entraine  la  connaissance  du  poids  Pi=:ïlQ  dépensé  par 
seconde,  et  aussi  celle  de  la  puissance  absolue  PH  de  la  chute. 
On  en  déduit  l'efi'et  dynamique  de  celle-ci,  en  retranchant  de 
PH  le  travail  des  résistances  secondaires  pendant  chaque  se- 
conde, dans  le  trajet  de  l'eau,  depuis  le  bief  d'amont  jusqu'au 
bief  d'aval.  Or,  en  raison  des  précautions  qu'on  a  prises,  dans 
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rétablissement  de  la  turbine,  ces  travaux  dus  à  la  viscosité 
paraissent  avoir  peu  d'importance  jusqu'au  point  où  l'eau, 
quittant  la  turbine,  entre  dans  le  bief  d'aval;  là  seulement  la 

vitesse  i^'  de  sortie  donne  lieu  à  un  travail  négatif  —  P  — 
(n<»  312),  de  sorte  qu'on  peut  poser  approximativement 

/  fî  N  (         '•'*  sin*  i  Y  \ 

(11)  s^zzzPfH-  — )^PHI  I i ^/; 

^    ^  \  2^/  \  r^cos*?  /  ' 

d'où  résulte,  en  divisant  par  PH, 

^  r'*sin*-Y 

-  ^  —  ^ 

^  "'  Pfl  ~  '  ""    r'cos^r 

ou,  en  vertu  de  la  relation  (9), 

,     ,  2  6sin3cos3  2  '  ^  «  I 

(12)  jjL-ini j—, '■ -—  =1  —  i-^tangp  tang-Y. 

6'smY         cos*?  b'       ^^       ®2' 

Les  relations  numérotées  de  i  à  12  donnent  la  solution  com- 
plète des  questions  qu'on  s'était  proposées. 

La  considération  du  rendement  |x  fait  voir  l'utilité  d'attri- 
buer de  petites  valeurs  aux  angles  p  et  y;  toutefois  on  ne 
peut  pas  les  diminuer  jusqu'à  o;  car  les  formules  (7)  et  (8) 
montrent  qu'alors  le  débit  serait  nul,  ainsi  que  la  puissance 
absolue  de  la  chute.  On  ne  peut  pas  non  plus  adopter  la  va- 
leur ^=zçp^^  qui  rendrait  impossible  l'équation  (9).  La  pra- 
tique a  conduit  à  prendre  7  de  20®  à  3o%  et  p  voisin  de  45*; 
l'équation  (10)  donne  alors  6  voisin  de  90**.  D'ailleurs  on  ne 
dépasse  guère  cette  limite  de  90*  et  l'on  se  tient  plutôt  un  peu 
au-dessous  ;  avec  6  obtus,  on  aurait  un  profil  d'aubes  tel  que 
B'C,  et  alors  l'intervalle  de  deux  aubes  consécutives  forme- 
rait un  canal  à  courbure  très  prononcée,  qui  produirait  une 
résistance  notable  au  mouvement  de  l'eau. 

Moyennant  les  valeurs  numériques  qu'on  vient  d'attribuer 

à  p  et  Y>  pourvu  qu'on  ait  soin  aussi  de  faire  y-,  inférieur  ou  au 
plus  égal  à  I,  la  formule  (12)  indique  pour  le  rendement  des 
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valeurs  très  satisfaisantes.  Si  Ton  prend,  par  exemple, 

pz:=45%       Y  =25%       ^=^0,8, 

on  aura 

\L=zi  —  o,  8  tangi2<>3o' =10,823. 

Mais  ce  n'est  là  qu'un  rendement  théorique;  dans  la  réalité, 
il  peut  se  trouver  amoindri,  soit  par  les  pertes  qu'on  a  négli- 
gées, soit  parce  que  les  conditions  du  maximum  d'effet  ne 
seraient  pas  rigoureusement  remplies.  Il  est  prudent  de  ne 
pas  compter  sur  un  rendement  moyen  supérieur  à  0,70. 

320.  Remarques  diverses  au  sujet  des  turbines.  —  Contrai- 
rement à  ce  qui  a  lieu  pour  les  roues  à  axe  horizontal,  les  tur- 
bines conviennent  à  des  hauteurs  de  chute  très  variées,  et  l'on 
pourrait  presque  dire  à  toutes  les  hauteurs  possibles.  Ainsi  on 
a  l'exemple  d'une  turbine  établie  à  Gisors  avec  une  chute  de 
o™,4o,  et  celui  d'une  turbine  construite  dans  la  Forêt-Noire 
par  Fourneyron,  avec  une  chutes  de  108*»;  malgré  ces  hauteurs 
exceptionnelles,  le  rendement  obtenu  est  toujours  bon. 

Un  caractère  spécial  des  turbines,  c'est  qu'elles  peuvent  dé- 
penser beaucoup  d'eau  sous  de  petites  dimensions,  et  acquérir 
ainsi  une  grande  puissance,  sans  devenir  encombrantes.  Sup- 
posons, par  exemple,  une  turbine  Fourneyron,  construite 
d'après  les  données  suivantes,  qui  ont  été  choisies  de  manière 
à  satisfaire  aux  conditions  générales  de  la  théorie  et  à  vérifier 
aussi  les  équations  (9)  et  (10)  du  n*319  : 

Hi=:G"*oo,     /•=:o°',432,     r'r=o>",6oo, 
b  —  o"',  072,     b'=  0°^,  o883, 

On  tire  alors  des  équations  (6)  et  (7) 

w  =  i7,7^>     Q  — 1%499- 

La  vitesse  angulaire  w  répond  à  un  nombre  de  tours par 

minute,  soit  i69*<*"",6;  le  débit  en  poids  est  de  i499^8  par  se- 
conde, et,  comme  il  y  a  6°»  de  chute,  cela  fait  une  puissance 
absolue  égale  à  6  x  i994''^>  ou  encore  à  près  de  120  chevaux 
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dynamiques  (n°  303),  sur  lesquels  une  proportion  de  70  pour 
100  pourrait  se  transmettre  à  la  turbine.  Voilà  donc  une  roue 
rendant  disponible  une  puissance  de  84  chevaux,  et  n'occu- 
pant néanmoins  qu'un  espace  de  i™,2o  de  diamètre,  avec  une 
hauteur  de  quelques  décimètres  à  peine.  C'est  un  avantage 
que  n'aurait  certainement  aucune  des  roues  précédemment 
étudiées. 

La  vitesse  angulaire  d'une  turbine  est  déterminée  par 
l'équation  (6),  en  fonction  de  ses  dimensions  et  de  la  hauteur 
de  chute.  Souvent  il  arrive  que  la  hauteur  de  chute  varie  aux 
diverses  époques  de  l'année,  et  cependant  on  est  obligé  de 
conserver  toujours  la  même  vitesse  dans  certains  ateliers, 
afin  d'assurer  le  bon  fonctionnement  des  machines-outils,  que 
la  turbine  met  en  mouvement.  Alors  les  conditions  du  rende- 
ment maximum  ne  sont  plus  observées  en  entier.  Cependant, 
l'expérience  montre  qu'on  peut  s'écarter  de  25  pour  100,  en 
plus  ou  en  moins,  de  la  vitesse  normale  donnée  par  l'équa- 
tion (6),  sans  que  le  rendement  éprouve  une  diminution  très 
notable. 

Malheureusement  les  turbines  sont  d'une  construction  assez 
difficile  et  d'un  entretien  coûteux.  Au  point  de  vue  de  l'éco- 
nomie, les  roues  à  axe  horizontal  sont  souvent  préférables, 
quand  la  hauteur  de  chute  et  le  volume  d'eau  disponible  sont 
favorables  à  leur  établissement. 

321.  Du  règlement  de  la  dépense  d'eau  dans  les  turbines  ; 
turbine  hydropneumatique.  —  Une  turbine,  construite  avec 
des  dimensions  et  pour  une  chute  données,  dépense  un  vo- 
lume d'eau  déterminé,  quand  elle  fonctionne  dans  les  condi- 
tions du  rendement  maximum.  Si  cependant  ce  volume  ex- 
cède celui  qui  est  amené  au  bief  d'amont  par  les  cours  d'eau 
qui  l'alimentent,  il  faut  nécessairement  s'arranger  pour  que 
la  turbine  débite  moins,  c'est-à-dire  qu'il  faut  avoir  un  moyen 
de  régler  son  débit,  suivant  le  volume  d'eau  disponible.  Pour 
cela,  divers  appareils  ont  été  employés. 

Dans  la  turbine  Fourneyron,  la  cuve  mobile  EGIF  ijîg.  352, 
p.  406)  permet  d'atteindre  le  but;  il  suffit  de  l'abaisser  plus  ou 
moins  pour  rétrécir  les  ouvertures  GK,  IL,  ou  les  fermer  com- 
plètement. Le  mouvement  de  translation  verticale  de  la  cuve 
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s'obtient  au  moyen  de  trois  tiges  verticales,  telles  que  rs,  tu, 
qui  lui  sont  attachées  en  trois  points,  formant  les  sommets 
d'un  triangle  horizontal  à  côtés  égaux.  Les  tiges  se  terminent, 
à  leur  partie  supérieure,  par  des  vis  égales  entre  elles  et  en- 
trent dans  trois  écrous  assujettis  à  tourner  sur  place.  Les 
trois  écrous  sont  d'ailleurs  munis  de  trois  roues  dentées,  tout 
à  fait  pareilles,  qui  engrènent  avec  une  même  roqe  centrale, 
folle  sur  l'arbre  de  la  turbine.  En  tournant  un  des  écrous  au 
moyen  d'une  manivelle,  les  deux  autres  tournent  exactement 
de  la  même  quantité,  et  la  cuve  se  trouve  soulevée  ou  abais- 
sée parallèlement  par  les  trois  tiges  à  la  fois. 

11  y  a  un  inconvénient  assez  grave  à  l'obstruction  partielle 
des  ouvertures  GK,  IL;  c'est  que  les  veines  liquides  sortant 
par  ces  ouvertures  entrent  immédiatement  dans  des  canaux 
de  section  plus  grande,  où  elles  coulent  forcément  à  plein 
tuyau,  puisque  la  turbine  est  noyée  dans  le  bief  d'aval.  Il  se 
produit  donc  là  un  élargissement  brusque  de  section,  d'où  ré- 
sulte une  perte  de  charge  (n°284.),  et,  par  suite,  un  travail 
plus  ou  moins  considérable  des  forces  de  viscosité  (n<»276), 
qui  vient  en  déduction  de  l'effet  dynamique  (n°311).  L'in- 
fluence en  est  quelquefois  telle,  que  le  général  Morin  a  con- 
staté, dans  une  suite  d'expériences  sur  une  turbine  particu- 
lière, une  diminution  de  rendement  de  0,79  h  0,24,  quand 
l'ouverture  laissée  libre  sous  la  vanne  cylindrique  descendait 

de  sa  hauteur  maximum  jusqu'à  ^  ^^  cette  hauteur.  L'incon- 
vénient est  d'autant  plus  grand  qu'il  se  produit  aux  époques 
où  la  chute  débite  peu  d'eau  et  a,  par  suite,  moins  de  puis- 
sance absolue;  la  diminution  simultanée  du  rendement  tend 
donc  à  rendre  l'effet  dynamique  excessivement  irrégulier. 
Pour  remédier  à  cela,  Fourneyron  a  proposé  de  subdiviser  la 
turbine  en  plusieurs  étages  par  deux  ou  trois  plateaux  annu- 
laires horizontaux,  pareils  aux  plateaux  SRMN,  UTPQ  de  la 
Jig.  352,  dont  ils  partagent  la  distance  en  trois  ou  quatre  par- 
ties égales.  En  supposant,  par  exemple,  trois  étages,  on  voit 
qu'il  n'y  aura  pas  changement  brusque  de  section,  quand  la 

I       2 

levée  de  la  vanne  cylindrique  sera  ô>  0  ou  la  totalité  de  la 

0     6 

distance  IL;  en  tout  cas,  le  phénomène  de  l'épanouissement 
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brusque  n'affectera  qu'une  fraction  de  la  veine  liquide.  Mais, 
par  contre,  on  complique  la  construction  de  l'appareil  et  Ton 
augmente  le  frottement  de  Teau  sur  les  parois  solides,  puis- 
qu'on multiplie  ces  parois  et  qu'on  diminue  le  rayon  moyen 
des  canaux  d'écoulement  du  liquide  à  travers  la  turbine. 

M.  Fontaine  emploie  pour  régler  la  dépense  de  ses  turbines 
une  série  de  vannes  à  talon,  analogues  à  celles  que  représente 
la  fig*  356.  AB  est  une  cloison  directrice,  BC  une  aube  de  la 

Fi  g.  356. 


turbine,  D  une  vanne  pouvant  s'enfoncer  plus  ou  moins  dans 
l'intervalle  compris  entre  AB  et  la  cloison  voisine,  placée  à 
gauche.  De  cette  manière,  on  rétrécit  autant  qu'on  veut  le 
passage  libre  dans  cet  intervalle,  et,  comme  on  agit  sur  tous 
d'une  manière  identique,  il  est  visible  qu'on  a  le  moyen  de 
réduire  le  volume  d'eau  dépensé,  à  tel  degré  qu'il  est  néces- 
saire. Le  mouvement  de  translation  verticale  s'imprime  si- 
multanément à  toutes  les  tiges  EF,  par  un  procédé  analogue 
à  celui  de  Fourneyron;  ces  tiges  sont  toutes  assemblées  dans 
une  couronne  métallique,  en  trois  points  de  laquelle  sont 
fixées  des  vis  verticales,  de  dimensions  identiques,  munies 
d'écrous  qu'on  assujettit  à  tourner  sur  place.  Les  trois  écrous 
portent  trois  roues  dentées  égales,  entourées  par  une  chaîne 
sans  fin,  à  la  Vaucanson,  qui  les  oblige  à  tourner  ensemble 
de  la  même  quantité.  Il  suffit  donc  de  faire  tourner  une  des 
trois  roues  au  moyen  d'une  manivelle,  pour  que  tout  le  sys- 
tème des  vannes  s'élève  ou  s'abaisse  par  une  translation  ver- 
ticale. La  fermeture  partielle  des  canaux  compris  entre  les 
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cloisons,  ici  comme  dans  la  turbine  Fourneyron,  n'est  pas 
sans  inconvénients,  car  le  phénomène  du  changement  brusque 
de  section  se  produit  encore. 

Aux  vannes  à  talon,  M.  Kœcklin  a  substitué  des  clapets 
pouvant  tourner  autour  d'une  charnière,  de  façon  à  s'appli- 
quer exactement  sur  l'entrée  QR,  ST  {Jîg.  354,  p.  4i2)  des 
orifices  distributeurs,  quand  la  fermeture  est  complète.  On 
pourrait  aussi  modérer  la  dépense  d'eau,  par  le  moyen  de  la 
vanne  V;  mais  l'expérience  a  montré  que  le  travail  perdu  est 
alors  plus  grand  que  lorsqu'on  emploie  les  clapets. 


Fig;.  35-;. 


zf^ 


Il  y  a  de  si  grands  inconvénients,  au  point  de  vue  de  l'éco- 
nomie de  la  puissance  motrice,  à  fermer  partiellement  les  ca- 
naux distributeurs,  qu'on  a  dû  chercher  tous  les  moyens  pos- 
sibles pour  y  remédier.  Celui  qui  paraît  donner  la  solution  la 
plus  heureuse  du  problème  a  été  indiqué  par  Girard  et  Gallon. 
Il  consiste  essentiellement  à  entourer  la  turbine  Fourneyron 
d'une  cloche  en  tôle  ABCD  {fig.  867 ),  dont  le  plan  inférieur, 
ouvert  dans  le  bief  d'aval,  est  à  peu  près  à  la  hauteur  des 
points  où  l'eau  quitte  les  aubes.  Dans  cette  cloche,  au  moyen 
d'une  petite  pompe  mise  en  mouvement  par  la  machine 
même,  on  comprime  de  l'air  qui,  peu  à  peu,  expulse  complè- 
tement l'eau  de  la  cloche;  alors,  si  l'on  suppose  la  vanne 
cylindrique  partiellement  soulevée,  la  veine  liquide  qui 
s'échappe  au-dessous  coule  dans  l'air  comprimé,  et  il  n'en  ré- 
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suite  aucun  changement  brusque  de  section,  quoique  l'épais- 
seur de  cette  veine  soit  moindre  que  la  distance  des  deux  pla- 
teaux. Le  plateau  supérieur  n'est  plus  mouillé;  comme  il  ne 
sert  qu'à  l'assemblage  des  aubes,  on  peut  l'évider,  afin  de 
mieux  assurer  la  libre  circulation  de  l'air,  au-dessus  de  la 
veine.  Ainsi,  la  principale  cause  des  pertes  de  travail  dues  à 
l'ouverture  partielle  de  la  vanne  se  trouve  supprimée,  et  l'on 
peut  s'attendre  à  un  rendement  peu  variable.  Cependant, 
malgré  ses  avantages  probables,  cette  turbine  s'est  jusqu'à 
présent  peu  répandue.  Ses  inventeurs  l'ont  nommée  turbine 
hydropneumatique. 

L'air  de  la  cloche  est  à  la  môme  pression  que  l'eau  du  bief 
d'aval,  en  contact  avec  le  bord  inférieur.  En  négligeant  la 
petite  épaisseur  verticale  de  la  veine,  on  peut  donc  regarder 
comme  remplie  la  condition  consistant  en  ce  que  la  pression 
du  liquide,  à  son  entrée  dans  les  intervalles  entre  les  aubes, 
soit  égale  à  celle  qui  existe  au  même  niveau  dans  le  bief 
d'aval.  Par  suite,  le  calcul  d'une  turbine  hydropneumatique 
serait  exactement  pareil  à  celui  que  nous  avons  donné  au 
n<>  319  pour  la  turbine  Fourneyron  ordinaire,  avec  cette  seule 
différence  que  b  devrait  représenter  ici  la  levée  de  la  vanne 
cylindrique,  et  que  6',  au  lieu  d'exprimer  une  dimension 
donnée,  serait  une  inconnue  auxiliaire,  représentant  l'épais- 
seur de  la  veine  à  son  point  de  sortie. 

322.  Récepteurs  placés  dans  un  courant  fluide  indéfini,  — 
Le  courant  peut  être  celui  d'une  grande  rivière,  ou  un  cou- 
rant atmosphérique,  ce  qui  nous  donne  à  considérer  deux 
genres  de  récepteurs  différents. 

(a)  Roues  pendantes  des  bateaux,  —  Un  arbre  horizontal 
est  soutenu  par  un  bateau  solidement  amarré,  et  vers  l'une 
des  extrémités  de  cet  arbre,  en  porte-à-faux,  se  trouve  pour 
ainsi  dire  suspendue  une  roue  à  palettes  planes,  plongeant 
dans  Teau  par  sa  partie  inférieure  et  recevant  l'action  du 
courant.  Les  palettes  sont  contenues  dans  des  plans  passant 
par  l'axe;  elles  sont  perpendiculaires  au  courant  quand  elles 
deviennent  verticales  par  l'effet  de  la  rotation  ;  il  y  en  a  généra- 
lement douze,  et  leur  hauteur  est  de  7  à  •=-  du  rayon. 

4      5 
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Si  Ton  désigne  par 

p  la  vitesse  du  courant; 

S  la  surface  plongée  d'une  aube,  quand  elle  est  verticale; 

n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau, 

le  courant  partiel  intercepté  par  la  roue  aurait  une  section  S 
avec  une  vitesse  (^;  il  débiterait  donc  un  poids  nS^^  par  se- 
conde et  emporterait  avec  lui,  dans  le  môme  temps,  une 

demi-force  vive  égale  à  II  S  r  — ,  susceptible  de  se  transformer 

en  un  travail  de  même  valeur.  L'expérience  démontre  qu'en 
adoptant  pour  la  roue  une  vitesse  o, 4 1^  à  sa  circonférence,  on 
obtient  le  meilleur  résultat  possible,  et  qu'on  recueille  alors 
à  peu  près  les  o,4  du  travail  ci-dessus  indiqué.  L'effet  dyna- 
mique ^edu  courant  partiel  dont  nous  parlions  est  donc,  dans 
ces  circonstances,  donné  par  la  formule 

Çîg  z=  0 ,  2  -  S  <^' :=i  20 , 4  S  (^'. 

g 

{b)  Moulins  à  vent,  —  Le  récepteur  se  compose  essentiel- 
lement :  i^  d'un  arbre  dont  l'axe  de  rotation  0  {Jig>  358) 
est  placé  parallèlement  à  la  direction  du  vent  ;  2^  de  quatre 
bras,  dont  les  axes  de  figure  OC,  OC,  OC",  OC"',  dirigés  sui- 
vant deux  droites  rectangulaires  entre  elles,  sont  dans  un 
même  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation;  3°  de  lattes, 
telles  que  AB,  perpendiculaires  aux  bras,  mais  obliques  k 
l'axe  0;  sur  les  lattes  de  chaque  bras,  lesquelles  sont  en 
nombre  assez  grand  et  se  succèdent  à  de  petits  intervalles,  on 
étend  une  toile,  qui  en  fait  ainsi  une  surface  continue. 

Une  de  ces  quatre  surfaces  constitue  l'une  des  quatre  ailes 
du  moulin;  en  imaginant  qu'on  l'amène  en  trois  autres  posi- 
tions, par  des  rotations  de  i,  2,  3  angles  droits  autour  de 
l'axe  0,  on  aurait  les  autres  ailes,  dont  la  figure  et  les  dimen- 
sions sont  identiques  à  celles  de  la  première. 

Les  filets  gazeux  étant  censés  avoir  tous  une  même  vitesse 
parallèle  à  l'axe,  il  est  évident  que  leur  ensemble  se  présente 
toujours  à  une  aile  de  la  même  manière  dans  toutes  les  posi- 
tions, parce  que  les  nouveaux  filets  que  l'aile  vient  rencontrer 
en  tournant  sont  identiques  à  ceux  qu'elle  rencontrait  d'abord. 
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au  double  point  de  vue  de  la  vitesse  et  de  son  angle  d'inci- 
dence sur  les  divers  éléments  de  surface;  une  aile  reçoit  donc 
du  vent  une  action  constante,  et  cette  action  forme  le  quart 
de  l'action  totale,  puisqu'elle  se  répète  identiquement  pour 
les  trois  autres  ailes. 

Fig.  358. 


(/ 


A    D 


B 
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Cherchons  maintenant  à  évaluer  le  travail  total  fait  par  les 
actions  du  vent  sur  les  quatre  ailes,  afin  de  pouvoir  ensuite 
déterminer  les  conditions  à  remplir  pour  rendre  ce  travail  le 
plus  grand  possible.  Nommons 

^  la  vitesse  du  vent; 

w  la  vitesse  angulaire  des  ailes  autour  de  l'axe  0  ; 

/  la  largeur  constante  AB  de  la  surface  gauche  des  ailes,  lar- 
geur que  nous  supposerons  petite,  relativement  à  la  lon- 
gueur OC; 


/•  la  distance  OD  du  milieu  D  de  AB  à  l'axe  0; 
/■',  /•"  les  limites  Oc,  OC  entre  lesquelles  varie  r  pour  une  aile 
entière; 
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a  l'angle  de  AB  avec  Taxe  de  rotation  ; 

S  le  travail  exercé  sur  les  quatre  ailes  par  le  courant  d'air, 
pendant  une  seconde. 

L'élément  de  surface,  compris  entre  AB  et  la  génératrice 

infiniment  voisine,  peut  être  assimilé  à  un  rectangle  ayant 

pour  dimensions  leidr;  cet  élément  supporte  une  pression 

vive  (n<»  299),  proportionnelle  à  la  surface  Idr  et  au  carré  de 

la  composante  normale  de  la  vitesse  relative  de  Tair.  Pour 

avoir  celte  composante,  projetons  AB  en  AiB,  sur  un  plan 

perpendiculaire  à  OC;  la  vitesse  absolue  (^des  molécules  d'air 

qui  arrivent  au  centre  D  de  l'élément  Idr  est,  ainsi  que  la 

droite  AB  et  la  vitesse  d'entraînement  wr  du  même  point  D, 

perpendiculaire  à  OC;  la  même  chose  a  lieu  pour  la  normale 

à  la  surface  de  l'aile.  Donc  ces  quatre  droites  conservent,  en 

projection,  leurs  longueurs  et  leurs  angles;  AiBi  fait  avec  {>  le 

même  angle  a  qu'avec  l'axe  de  rotation,  auquel  i' est  parallèle; 

tar  est  perpendiculaire  à  (^,  et  la  normale  DiN  perpendiculaire 

à  AiBj.  Par  suite,  les  projections  de  veide  wr  sur  la  normale 

sont  V  sina  et  wrcosa,  et  la  composante  normale  de  la  vitesse 

relative  a  pour  valeur  t^sina  —  wrcosa.  La  pression  vive  sur 

Idr  s'exprime  alors,  en  nommant  k  un  coefficient  constant, 

par 

kldr{{fS\n7,  —  torcosa)*. 

Indépendamment  de  cette  pression  vive,  l'élément  superficiel 
Idr  supporte  une  pression  hydrostatique;  mais  on  peut  en 
faire  abstraction,  car  l'ensemble  des  pressions  hydrostatiques 
sur  les  quatre  ailes  donne  une  force  verticale,  égale  au  poids 
de  l'air  déplacé  et  appliquée  sur  Taxe  0,  d'où  il  résulte  que 
cette  force  ne  contribue  pas  à  la  production  du  mouvement  et 
fait  un  travail  nul. 

L'expression  précédente  conduit  à  une  première  condition 
d'établissement.  Si  rsina  — torcosa  s'annulait,  il  n'y  aurait 
plus  de  pression  vive,  et  la  force  motrice  disparaîtrait;  si 
(^  sina  —  (or cosa  devenait  négatif,  l'aile  se  déroberait  au  vent 
avec  une  vitesse  normale,  supérieure  à  celle  du  vent,  et,  non 
seulement  il  n'y  aurait  plus  de  pression  vive  motrice,  mais  il 
y  aurait,  sur  la  face  arrière  de  l'élément  d'aile  Idr,  une  pres- 
sion vive  résistante.  Il  faut  donc  s'arranger  pour  avoir  par- 
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tout 

(OA* 

<^sina  —  ci>rcosa>o    ou    tanga> — j 

ce  qui  donne  pour  l'angle  a  une  limite  inférieure  croissant 
avec  la  distance  r. 

Le  même  angle  ne  peut  d'ailleurs  atteindre  90%  car  alors,  la 
surface  Idr  étant  perpendiculaire  à  Taxe,  la  force  exercée  par 
le  vent  deviendrait  parallèle  à  cette  droite  et  ne  produirait 
aucun  moment  moteur.  Le  frottement  de  l'air  étant  supposé 
négligeable,  la  pression  vive,  ci-dessus  déterminée,  agit  sui- 
vant la  normale  à  la  surface  de  l'aile  ;  comme  d'ailleurs  son 
point  d'application  se  déplace  avec  la  vitesse  cor,  le  travail  de 
cette  force  pendant  une  seconde  sera 

kldr{v^\ïi%  —  (or  cos  a  )*ci>rcos  a, 

d'où  résulte,  en  intégrant  de  r'  à  r"  et  multipliant  par  4,  pour 
avoir  le  travail  produit  sur  les  quatre  ailes, 

(D^^^kloil      cosa(i'Sina  —  (or  cos  a  )*rûfr. 

Le  travail  JS  dépend  de  la  relation  qu'on  établit  entre  «  et  /* 
en  construisant  la  surface  des  ailes;  il  faut  donc  d'abord 
choisir  cette  relation  de  la  manière  la  plus  avantageuse.  Or, 

moyennant  la  condition  tanga  >  — ,  qu'on  s'est  déjà  imposée, 

tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  de  même  signe;  les  deux 
limites  étant  d'ailleurs  indépendantes  de  la  relation  cherchée, 
il  est  bien  clair  qu'on  rendra  la  somme  des  éléments  maximum, 
si  l'on  rend  maximum  chacun  d'eux,  considéré  séparément. 
On  est  donc  conduit  à  chercher,  en  traitant  r  comme  un 
paramètre  constant,  la  valeur  de  a  pour  laquelle  l'expres- 
sion 

COSa(i'Sina  —  (orCOSa)*  =:  F(a) 

I 

devient  la  plus  grande  possible,  quand  a  varie  depuis  sa 
limite  inférieure  arctang — jusqu'à ->  limites  auxquelles 
répondent  des  valeurs  nulles  de  F  (a).  Le  maximum  se  déter- 


430  SIXIÈMR    PARTIE.  —   CHAPITRE   DEUXIÈME. 

mine  par  Téquation  F'(a)  =  o,  soit 

oi=  —  sins(psina  —  wrcosa)- 

-h  2C0Sa((>sina  —  wrcosa)  (t^COSa-h  wrsina). 

On  peut  supprimer  la  solution  ç^sina  — œrcosanzo  qui  annu- 
lerait F(a),  au  lieu  de  rendre  cette  fonction  maximum;  il 
reste  alors 

—  Sina((;sina  —  wr  COSa)  4-  2  C0Sa((^C0Sa  -\-(ùr  sina)  :=  o, 

soit,  en  divisant  par  ('cos'a  et  ordonnant,  Téquation 

3tor 
tang'a langa  — -  2  zzi  o, 

V 

d'où  Ton  tire  une  valeur  positive  et  plus  grande  que  — >  la 
seule  qui  convienne  à  la  question 


On  connaît  donc  ainsi,  pour  chaque  valeur  de  r,  la  valeur  la 
plus  convenable  de  a. 

La  valeur  de  a,  donnée  par  Téquation  (i),  croît  avec  r,  ce 
qui  est  d'accord  avec  les  indications  de  la  pratique.  En  géné- 
ral, on  fait  a—  6o<*  pour  le  point  c,  et  a  =:  80*»  pour  Textrémité 
C  de  Taile.  Coriolis  a  reconnu  dans  divers  cas  particuliers  que 
ces  valeurs  s'écartent  assez  peu  de  celles  qu'on  trouverait  par 
l'application  de  l'équation  (1). 

Connaissant  maintenant  a  en  fonction  de  r,  on  conçoit 
qu'on  pourrait  effectuer  l'intégration  qui  fournit  la  valeur  du 
travail  ^,  et  arriver  ainsi,  pour  un  moulin  de  dimensions  don- 
nées, à  une  expression  telle  que 

ne  dépendant  plus  que  de  la  vitesse  (^  du  vent  et  de  la  vitesse 
angulaire  w.  On  déterminerait  enfin  cette  dernière,  en  fonc- 
tion de  V,  de  manière  à  rendre  5  maximum.  Mais  ce  calcul  est 
trop  compliqué  pour  pouvoir  être  poussé  jusqu'au  bout,  à 
moins  qu'on  n'opère  sur  des  exemples  particuliers,  avec  des 
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dimensions  définies  numériquement.  Le  plus  souvent  on  se 
contente  d'appliquer  une  règle  expérimentale,  d'après  laquelle 
la  vitesse  wr*  à  l'extrémité  des  ailes  doit  êlre  égale  à  environ 
2,5  ou  2,7  fois  la  vitesse  v  du  vent;  c'est-à-dire  qu'on  prend 


0)  entre  2,5  -^  et  2,7  -3 


? 


La  largeur  l  est  ordinairement  de  ^  à  ^  de  la  longueur  OC 

des  bras;  les  lattes  commencent  à  une  distance  Oc  du  centre 

égale  à  -^  ou  r  de  la  même  longueur  OC. 

Désignons  encore  par  S  la  surface  totale  des  ailes  et  par  n 
le  poids  de  l'unité  de  volume  d'air.  Le  courant  partiel  inter- 
cepté par  les  ailes  a  un  débit  sensiblement  égal  à  S  (^  (^),  et  il 
emporte  avec  lui,  dans  chaque  seconde,  une  demi-force  vive 

exprimée  par  n  S  p  — 

Si  Ton  adopte  nos  unités  métriques  ordinaires,  l'air  étant 
supposé  à  une  température  de  i5°,  il  faut  faire  n  =:  i*'6,226,  et 
l'expression  précédente  devient  o, 0625 S  (^*.  C'est  celle  du  tra- 
vail que  les  ailes  feraient  sur  l'air,  si  elles  réduisaient  au  repos 
le  courant  partiel  dont  il  s'agit;  et  l'on  pourrait  alors  admettre 
que  c'est  aussi,  dans  la  même  hypothèse,  le  travail  de  l'air 
sur  les  ailes,  sauf  une  légère  erreur  (n'>311).  Mais,  en  réalité, 
le  courant  ne  perd  pas  toute  sa  vitesse,  et  le  travail  G  recueilli 
par  le  récepteur  n'atteint  pas  la  limite  que  nous  venons  de 
déterminer;  d'après  quelques  expériences  de  Coulomb  sur 
des  moulins  à  vent  situés  dans  les  environs  de  Lille,  ce  travail 
paraît  pouvoir  être  approximativement  calculé  par  la  for- 
mule 

G  — :  o,o325S(''; 

on  voit  qu'on  obtient  à  peu  près  la  moitié  de  ce  qu'on  peut 
ici  considérer  comme  la  puissance  absolue  du  courant  d'air, 
ou  plutôt  de  sa  partie  utilisable. 


(')  RigoureusemcDt,  il  faudrait  multiplier  v  par  la  projection  de  S  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe;  mais,  comme  l'angle  de  chaque  élément  Idr 
avec  sa  projection  ne  dépasse  pas  3o'*j  le  cosinus  correspondant  est  au  moins 
0,866,  en  sorte  que  S  diffère  peu  de  sa  projection. 
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§  III.  —  De  quelques  machines  à  élever  l'eau. 

323.  Pompes»  —  Les  machines  à  élever  Teau  peuvent  se 
ranger  dans  la  catégorie  des  machines-outils;  car,  assez  ordi- 
nairement, elles  reçoivent  leur  mouvement  en  vertu  de  leur 
liaison  avec  un  récepteur  quelconque,  et  accomplissent  une 
certaine  opération  mécanique  sur  un  corps  directement  sou- 
mis à  leur  action.  Néanmoins,  nous  en  plaçons  ici  Tétude, 
afin  de  terminer  tout  ce  qui  concerne  les  machines  hydrau- 
liques, avant  de  nous  occuper  des  machines  à  vapeur,  c'est- 
à-dire  des  récepteurs  destinés  à  utiliser  le  dernier  genre  de 
moteurs  que  nous  ayons  à  considérer  dans  ce  Cours. 

Les  appareils  qu'on  nomme  des  pompes  ont  reçu  dans  l'in- 
dustrie beaucoup  de  formes  et  dispositions  diverses;  nous  ne 
parlerons  que  de  celles  où  l'élévation  de  l'eau  est  produite  par 
un  piston,  recevant  un  mouvement  rectiligne  alternatif,  dans 
un  cylindre  appelé  corps  de  pompe.  Il  y  a  deux  espèces  prin- 
cipales de  piston  :  i°  le  piston  ordinaire,  de  peu  d'épaisseur, 
compris  entre  deux  disques  métalliques,  avec  surface  latérale 
garnie  de  cuir  ou  autres  matières  flexibles;  il  se  meut,  à  frot- 
tement doux,  dans  un  cylindre  exactement  alésé;  on  a  soin, 
tant  pour  diminuer  le  frottement  que  pour  empêcher  les  fuites 
d'eau,  de  graisser  la  surface  latérale;  2»  le  piston  plongeur. 
Dans  le  corps  de  pompe  se  meut,  parallèlement  à  l'axe,  un 
cylindre  convexe  de  rayon  un  peu  moindre,  entrant  par  l'un 
des  fonds  et  pouvant  s'avancer  tout  près  de  l'autre.  L'entrée 
de  ce  cylindre  mobile  (qui  est  le  piston  plongeur)  se  fait  à 
travers  une  garniture  hermétique,  telle  qu'une  boîte  à  étou- 
pes,  afin  d'empêcher  les  fuites  d'eau.  Dans  ce  système,  le 
corps  de  pompe  n'a  pas  besoin  d'être  exactement  ajiésé,  car  il 
n'est  pas  touché  par  le  piston;  mais,  pour  que  la  boîte  à 
étoupes  atteigne  convenablement  son  but,  il  faut  que  le  pis- 
ton reçoive  une  forme  bien  cylindrique,  ce  qui,  du  reste,  est 
plus  facile  à  réaliser  pratiquement  pour  un  cylindre  convexe 
que  pour  un  cylindre  taillé  en  creux. 

D'autres  pièces  mobiles  dans  les  pompes  sont  les  soupapesy 
qui  ont  pour  but  de  fermer  et  d'ouvrir  alternativement  cer- 
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tains  passages  destinés  à  l'écoulement  de  Teau.  Voici  quel- 
ques-unes de  leurs  dispositions  les  plus  usitées  : 

i^  La  soupape  à  clapet  est  un  disque  plan,  mobile  autour 
d'une  charnière  et  pouvant  à  certains  instants  se  soulever  ou 
se  rabattre  sur  l'ouverture  à  fermer.  Quand  les  eaux  sont  im- 
pures, des  corps  étrangers  pourraient  s'introduire  dans  la 
charnière  et  en  rendre  le  jeu  difficile;  on  remplace  alors 
celle-ci  par  une  lame  de  cuir  attachée  d'une  part  au  clapet, 
et  de  l'autre  aux  parois  fixes  voisines  de  l'orifice.  Ordinaire- 
ment le  bord  du  clapet  est  garni  de  cuir  pour  produire  une 
bonne  fermeture  et  adoucir  les  chocs. 

2*  La  soupape  conique  {Jig.  359)  est  un  tronc  de  cône  de 
révolution  plein,  qui  s'applique  sur  une  ouverture  de  mémo 
forme;  la  soupape  |est  guidée  dans  son  mouvement  par  une 
tige  mobile  entre  deux  œillets  fixes.  En  se  déplaçant  alterna- 
tivement dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  elle  ouvre  ou  ferme 
l'orifice. 

Fi  g.  359.  Fi  g.  36o. 


3<>  La  soupape  à  boulet  présente  cet  avantage  qu'on  peut  se 
dispenser  de  la  guider  dans  son  mouvement.  Elle  consiste  en 
une  sphère  mobile  à  l'intérieur  d^une  cage  à  claire-voie,  qui 
limite  ses  excursions  (y^.36o);  elle  repose  sur  un  siège  ayant 
la  figure  d'un  segment  sphérique  creux,  pris  sur  une  sphère 
de  môme  rayon.  Quand  la  pression  dans  l'espace  A  l'emporte 
assez  sur  la  pression  dans  l'espace  B,  la  soupape  quitte  son 
siège  et  permet  le  passage  de  l'eau;  mais,  comme  la  cage  est 
assez  peu  étendue  pour  que  la  boule  ne  puisse  trouver  aucune 
position  d'équilibre  en  dehors  du  siège,  elle  y  retombe  dès 
que  la  différence  de  pression  change  de  sens.  D'ailleurs,  comme 
la  sphère  est  partout  identique  à  elle-même,  elle  s'applique 
toujours  bien  sur  le  siège,  de  quelque  manière  qu'elle  y  re- 
tombe. 

Rrkssi.  —  Court  fie  Mée,  II.  a8 
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^'La  soupape  imaginée  par  M.  Leteslu,  consti-ucleur  ii 
Paris,  est  utile  parliculièrement  pour  les  pompes  servant  » 
l'élévalion  des  eaux  impures.  Elle  consiste  en  un  cône  creux 
métallique,  percé  rie  trous  que  peut  recouvrir  intérieure- 
ment une  lame  de  cuir,  en  s'appliquant  sur  la  surface  conique, 
â  laquelle  elle  est  fixée  suivant  une  génératrice.  L'ouverture 
csl  libre  ou  fermée,  suivant  que  la  pression  est  dominante  î» 
l'exlérieur  ou  à  l'intérieur  du  cône. 

Les  pompes  prennent  divers  noms  suivant  certaines  parti- 
cularités que  présente  la  manière  dont  elles  produisent  l'élé- 
vation de  l'eau. 

(<i)  Pompe  aspirante.  —  Un  corps  de  pompe  A  {fig,  36i). 


placé  au-dessus  du  niveau  I^N  de  l'eau  à  élever,  communique 
avec  cette  eau  par  un  tuyau  dit  tuyau  d'aspiration  qui  tra- 
verse une  des  deux  bases  du  cylindre.  Pendant  que  le  piston 
s'éloigne  de  cette  base,  il  fait  le  vide  derrière  lui;  l'eau  sou- 
mise extérieurement  à  la  pression  atmosphérique  monte  dans 
le  luyau  et  fmit  par  entrer  dans  le  corps  de  pompe,  pourvu 
cependant  qu'il  ne  soit  pas  situé  trop  au-dessus  du  niveau  NN. 
L'eau  une  fois  élevée  dans  le  corps  de  pompe  est  envoyée  an 
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bassin  supérieur  par  l'un  des  deux  moyens  suivants  :  i<>Le 
piston  est  plein;  pendant  son  retour  en  sens  inverse,  il  pro- 
duit sur  le  liquide  un  excès  de  pression,  en  vertu  duquel  se 
ferme  une  première  soupape  s  à  Torigine  du  tuyau  d'aspira- 
tion, pendant  que  s'ouvre,  au  contraire,  la  soupape  s',  placée 
à  l'origine  d'un  tuyau  faisant  communiquer  le  corps  de  pompe 
avec  le  bassin  supérieur.  L'eau  refoulée  par  le  piston  tra- 
verse l'orifice  de  la  soupape  s' et  s'élève  dans  le  tuyau  d'ascen- 
sion. Quand  ensuite  le  piston  se  meut  de  nouveau  dans  le  pre- 
mier sens  indiqué,  s  s'ouvre,  s'  se  referme,  et  les  mêmes 
choses  se  reproduisent  périodiquement.  Cette  variété  de  pompe 
aspirante  se  nomme  pompe  aspirante  et  foulante,  2"  Le  piston 
présente  un  vide  faisant  communiquer  les  deux  parties  A,  A' 
du  corps  de  pompe,  aux  époques  où  se  lèvent  une  ou  plu- 
sieurs soupapes  5' articulées  sur  le  piston;  le  tuyau  d'aspi- 
ration est  encore  séparé  de  l'intérieur  du  corps  de  pompe 
par  la  soupape  s;  dans  le  voisinage  de  l'autre  extrémité  de 
ce  corps  de  pompe  se  trouve  l'origine  du  tuyau  d'ascension, 
munie  d'une  soupape  5".  Quand  le  piston  s'éloigne  de  s,  il 
produit  l'aspiration,  comme  dans  le  premier  cas;  en  outre, 
si  l'on  suppose  la  machine  arrivée  à  son  état  de  marche  i*é- 
gulière  et  le  corps  de  pompe  plein  d'eau,  les  soupapes  s'  se 
ferment,  la  soupape  5"  s'ouvre  et  l'eau  située  dans  le  volume  A' 
est  soulevée  par  le  piston,  ce  qui  l'oblige  à  se  rendre  par  le 
tuyau  d'ascension  dans  le  bassin  supérieur.  Lorsque  ensuite 
le  piston  revient  en  sens  inverse  et  se  rapproche  de  s,  les  sou- 
papes s,  s"  se  ferment  et  les  soupapes  s'  s'ouvrent.  Cette  se- 
conde variété  reçoit  le  nom  de  pompe  élévatoire. 

(b)  Pompe  foulante,  —  Lorsque  la  soupape  s  est  au-des 
sous  du  niveau  NN,  l'eau  Jdu  bassin  inférieur  peut  entrer  di- 
rectement dans  le  corps  de  pompe;  le  tuyau  d'aspiration  de- 
vient alors  inutile  et  on  le  supprime.  Dans  ce  cas,  la  pompe 
aspirante  et  foulante  ci-dessus  décrite  se  nomme  simplement 
pompe  foulante. 

(c)  Pompe  à  double  effet.  —  Les  deux  parties  du  corps  de 
pompe  séparées  par  le  piston  communiquent  avec  les  deux 
bassins  par  quatre  soupapes  s,  s',  s",  s'^  {fi'g-  362),  dont  deux, 
5,  5',  entre  le  tuyau  d'aspiration  et  le  tuyau  de  pompe,  et  les 
deux  autres,  ^ y  s^ ^  entre  le  corps  de  pompe  et  le  tuyau  d'as- 
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cension.  Pendant  que  le  piston  marche  en  s'éloignani  de  s,  les 
soupapes^,  s"  sont  ouvertes  et  les  deux  autres  fermées;  l'eau 
du  bassin  inférieur  arrive  par  s  dans  le  corps  de  pompe,  el 
l'eau  précédemment  entrée  de  l'autre  côté  du  piston  est  for- 
cée de  sortir  par  s",  pour  se  rendre  dans  le  bassin  supérieur. 
Quand  le  piston  marche  en  sens  inverse,  s  et  s'  se  ferment  et 


les  deux  autres  soupapes  s'ouvrent;  l'eau  du  bassin  inférieur 
entre  par  s'  dans  le  corps  de  pompe,  pendant  que  l'eau  aspirée 
dans  la  course  précédente  est  refoulée  au  dehors,  sort  par  j" 
et  se  rend  au  bassin  supérieur  par  le  tuyau  d'ascension.  De 
cette  manière,  le  piston  produit  h  la  fois  l'aspiration  et  le  re- 
foulement, en  marchant  dans  un  sens  comme  dans  l'autre,  au 
lieu  de  produire  l'aspiration  pendant  une  course  et  le  refou- 
lement dans  la  course  suivante.  C'est  pour  cela  que  la  pompe 
est  dite  à  double  effet,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'elle  donne 
deux  fois  plus  d'eau  pour  un  même  travail  moteur  employé  à 
la  faire  marcher. 
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324.  Diverses  indications  théoriques  et  expérimentales  con-- 
cernant  les  pompes.  —  Une  pompe  ne  peut  pas  aspirer  Teau  à 
une  hauteur  quelconque.  Supposons,  en  effet,  que  la  face  du 
piston  en  contact  avec  la  colonne  aspirée  se  trouve  à  une  hau- 
teur h  au-dessus  du  niveau  dans  le  hassin  inférieur,  lorsque 
le  piston  est  à  son  maximum  d'élévation  et  va  commencer  une 
course  en  sens  contraire.  Le  vitesse  étant  nulle  à  cet  instant, 
la  pression  dans  la  colonne  aspirée  varie  suivant  la  loi  hydro- 
statique; sa  valeur  /?  à  la  hauteur  h  au-dessus  du  niveau  où 
s'exerce  la  pression  atmosphérique  pa  sera  donc,  en  nommant 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau, 

p  =  Pa—Tih, 

et,  attendu  que  la  pression  ne  peut  être  négative,  il  en  résulte 
la  condition 

à<^     ou     ;^<IO",33. 

Si  cette  condition  n'était  pas  observée,  le  corps  de  pompe  ne 
pourrait  se  remplir  à  chaque  période  d'aspiration,  puisque 
l'eau  ne  pourrait  pas  monter  aussi  haut  que  le  piston,  et  même» 
si  le  tuyau  d'aspiration  avait  une  hauteur  supérieure  à  io",33, 
il  serait  impossible  que  l'eau  entrât  dans  le  corps  de  pompe. 

Pratiquement,  on  limite  la  hauteur  h  à  8"».  Quand  la  pres- 
sion devient  trop  petite  au  sommet  de  la  colonne  aspirée,  l'air 
mélangé  à  l'eau  tend  à  s'en  dégager,  monte  à  la  surface  et 
tend  à  faire  redescendre  le  liquide;  en  outre,  il  devient  très 
difficile  d'empêcher  les  rentrées  de  l'air  extérieur  dans  l'ap- 
pareil par  les  défauts  que  présentent  presque  inévitablement 
les  joints  ou  garnitures. 

Quant  à  la  hauteur  du  refoulement,  elle  n'est  évidemment 
limitée  par  aucune  considération  théorique.  Si  grande  que 
soit  la  pression  exercée  sur  le  piston  par  suite  de  la  hauteur 
du  tuyau  d'ascension^  on  conçoit  qu'on  puisse  d'abord  faire 
équilibre  à  cette  résistance,  et  ensuite  la  surmonter  en  appli- 
quant au  piston  une  puissance  encore  plus  grande.  Cependant 
il  ne  faut  pas  perdre  de  vue,  d'une  part,  que  la  machine  doit 
avoir  une  solidité  suffisante  pour  résister  à  ces  grandes  forces  ; 
d'autre  part,  que  les  fuites  deviennent  de  plus  en  plus  impor- 
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tantes,  soit  par  les  soupapes,  soit  par  le  jeu  entre  le  piston  et 
le  corps  de  pompe.  On  se  heurte  encore  là  contre  des  diffi- 
cultés pratiques,  mais  au  total  la  limite  dont  nous  parlons 
dépend  de  Thabileté  du  constructeur  et  des  ressources  maté- 
rielles dont  il  dispose.  On  peut  citer  des  exemples  de  refou- 
lement à  des  hauteurs  assez  considérables.  La  machine  de 
Marly  fait  monter  Teau  à  une  hauteur  de  i55";  aux  mines 
d'Huelgoat  (Finistère),  la  hauteur  de  refoulement  est  de  a3o™. 
Le  mouvement  alternatif  du  piston  est  ordinairement  pro- 
duit, dans  les  pompes  d'une  certaine  importance,  par  la  com- 
binaison de  bielle  et  manivelle;  ce  mouvement  présente  une 
vitesse  nulle  aux  deux  extrémités  de  la  course,  tandis  que, 
vers  le  milieu,  la  vitesse  passe  par  un  maximum,  et  l'accélé- 
ration change  de  sens.  Les  mêmes  phases  se  produisent  dans 
le  mouvement  de  Teau,  pendant  que  le  piston  la  refoulera 
dans  le  tuyau  d'ascension,  si  aucune  précaution  particulière 
n'est  prise  pour  que  les  choses  se  passent  autrement.  Or,  en 
déterminant  la  manière  dont  varie,  à  un  instant  donné,  la 
pression  dans  ce  tuyau,  il  faut,  conformément  au  principe  de 
d'Alembert,  avoir  égard  aux  forces  d'inertie  des  molécules  li- 
quides; suivant  que  la  vitesse  croît  ou  décroît,  ces  forces 
d'inertie  sont  descendantes  ou  ascendantes  et  tendent  à  aug- 
menter ou  à  diminuer  la  pression  du  liquide  contenu  dans  le 
corps  de  pompe.  La  résistance  opposée  au  mouvement  du 
piston  éprouve  en  conséquence  des  variations,  qui  peuvent 
devenir  considérables  quand  le  tuyau  d'ascension  a  une  grande 
longueur.  Indépendamment  de  cette  cause  d'irrégularité  dans 
la  résistance,  il  y  en  a  encore  une  autre  dans  les  pompes  à 
simple  effet  :  c'est  la  dissemblance  complète  des  effets  que  le 
piston  produit  suivant  qu'il  se  meut  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre.  De  là  résultent  d'assez  graves  inconvénients.  D'abord  il 
faut  donner  aux  pièces  des  dimensions  qui  les  mettent  en  état 
de  résister  aux  plus  grands  efforts  et  non  aux  efforts  moyens 
qu'elles  supportent;  on  est  donc  conduit  à  construire  une  ma- 
chine lourde,  coûteuse,  perdant  beaucoup  de  travail  par  les 
frottements.  Ensuite,  si  l'on  emploie  comme  moteurs  des 
hommes  ou  des  chevaux,  l'irrégularité  de  la  résistance  les 
placera  dans  de  mauvaises  conditions  et  ils  produiront  moins 
de  travail.  11  y  a  donc  un  intérêt  notable  à  faire  en  sorte  que 
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le  mouvemenl  (l(>  l'eau  dans  le  tuyau  d'ascension  se  rapproche 
autant  que  possible  de  l'unirormité. 

Un  premier  moyeu  qu'on  peut  employer  pour  cela  consiste 
à  placer  un  réservoir  d'air  sur  ce  tuyau,  près  du  point  où  il 
s'embranche  sur  le  corps  de  pompe  {fig-  363).  Si  le  mouve- 
menl ascensionnel  s'accélère  dans  le  tuyau  el  que  la  pression 
augmente  en  a,  une  partie  du  liquide  pénètre  dans  le  réser- 
voir, où  elle  s'emmagasine  en  comprimant  l'air  qui  s'y  trou- 
vait primitivement  contenu;  si,  au  contraire,  le  mouvement 

fin.  36.Î. 


d'ascension  se  ralentit,  la  pression  en  a  diminue,  l'air  com- 
primé réagit  pour  Taire  sortir  l'eau  du  réservoir  et  augmenter 
la  vitesse  dans  le  tuyau.  Le  réservoir  agit  donc  pour  régula- 
riser le  mouvement. 

tJn  autre  moyen  d'atteindre  le  même  but  consiste  à  faire 
arriver  simultanément  dans  un  même  tuyau  d'ascension  les 
débits  de  plusieurs  pompes.  Pour  montrer  par  un  eicemple 
l'effel  de  cette  disposition,  supposons  une  manivelle  01) 
(fig-  36.''(  ),  de  rayon  b,  tournant  autour  d'un  axe  projeté  en  O 
et  s'articulant  en  B  avec  une  bielle  BG,  qui  elle-même  s'arti- 
cule en  Cavec  la  tige  guidée  TC  du  piston  d'une  pompe  à 
double  efTet. 

Une  seconde  manivelle  OB',  en  avance  de  go^sur  la  première, 
conduit  de  même  la  tige  T' C  d'une  autre  pompe  à  double  ef- 
fet. Les  dimensions  des  deux  corps  de  pompe  et  les  rayons 
des  deux  manivelles  sont  supposés  d'égale  grandeur.  Si  l'on 
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admet  en  outre  que  les  bielles  sont  longues  comparativement 
au  rayon  6,  les  vitesses  des  points  C  et  C  (c'est-à-dire  celles 
des  deux  pistons)  différeront  peu  des  vitesses  de  B  et  B',  pro- 
jetées sur  la  ligne  BoBi  des  points  morts  (n®  71);  en  appelant 

o)  la  vitesse  angulaire  autour  de  0  et  ^ 
Tangle  BOBq,  on  aura  donc  pour  ces  vi- 
tesses de  C  et  C 


co^sin^r  et  taôcosa". 

Nommons  encore  S  la  section  des  deux 
corps  de  pompe,  A  celle  du  tuyau  d'ascen- 
sion et  U  la  vitesse  que  prend  le  liquide 
dans  ce  tuyau.  Pendant  un  temps  dt  les 
deux  pompes  réunies  enverront  à  ce  même 
tuyau  un  volume  d'eau  égal  au  volume  to- 
tal engendré  simultanément  par  les  deux 
pistons  réunis,  soit  un  volume 

SoibdC{sïna:-\-  cosa:), 

et,  comme  ce  volume  s'exprime  aussi  par 
AU  dtj  on  en  conclut 


U  =:  -r-  0)6  (Sina:  -H  COSO:). 
A 


c 


Dans  cette  expression,  il  faut  prendre  sin^r  et  coso?  en 
valeur  absolue;  le  changement  de  signe  indique  simplement 
que  la  vitesse  de  C  ou  de  C  change  de  sens,  mais  cela  est  in- 
différent pour  le  débit  d'une  pompe  à  double  effet,  lequel  ne 
dépend  que  de  la  grandeur  absolue  et  non  du  sens  de  la  vi- 
tesse du  piston.  On  aura  donc  une  idée  complète  de  toutes 
les  valeurs  de  U  en  faisant  varier  j?  seulement  de  o^  à  90*. 
Dans  cet  intervalle,  le  seul  facteur  variable  sino;  +  cos^?,  d'a- 
bord égal  à  I,  croît  jusqu'à  un  maximum  \/2  =  i,4i43-  •  •  ré- 
pondant kœ=i  45®,  puis  décroît  jusqu'à  i  ;  sa  valeur  moyenne 
est 

-  /    (sin^ -h  cosa;)e/a:=: -=1:1,2732. .. . 


On  voit  donc  que  le  rapport  du  maximum  au  minimum  est 
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iy^i^2...;  si  la  valeur  moyenne  était  prise  pour  unité,  le 
maximum  serait  exprimé  par  i ,  1 1 1 5  et  le  minimum  par  0,7854. 
Avec  une  seule  manivelle,  au  contraire,  les  vitesses  U  varie- 
raient comme  sino?  entre  o^  etgo^»,  c'est-à-dire  de  o  à  i,  avec 

la  valeur  moyenne  -  =  o,6366. . .;  le  rapport  du  maximum  au 

minimum  serait  00 ,  et,  la  moyenne  étant  prise  pour  unité,  on 
aurait  1,5708  et  o  pour  les  deux  limites.  Il  est  donc  bien  clair 
que  les  vitesses  U  se  rapprocheraient  beaucoup  moins  de  Tu- 
niformité  dans  le  second  cas  que  dans  le  premier. 

La  vitesse  moyenne  i>  du  piston  d'une  pompe  s'obtient  en 
divisant  la  longueur  /  d'une  course  par  le  temps  t  employé  à 
la  parcourir.  S'il  n'y  avait  aucune  fuite  d'eau  parles  soupapes 
ou  autour  du  piston,  ou  encore  par  les  joints,  le  débit  moyen 
de  la  pompe  ferait  égal  à 

S(^  ou  à  -Sf', 
2 

suivant  qu'elle  serait  à  double  ou  simple  effet,  en  conservant 
à  S  la  même  signification  que  ci-dessus. 

Pratiquement,  il  faut  affecter  ce  débit  d'un  coefficient  de 
réduction  variable  avec  l'état  de  la  machine;  on  peut  admettre 
0,90  pour  une  pompe  dans  des  conditions  ordinaires  d'entre- 
tien et  de  bonne  construction.'  D'ailleurs  on  a  reconnu  qu'il 
est  bon  de  prendre  ^^  aux  environs  de  o™,  20  par  seconde,  et 
en  tout  cas  au-dessous  de  o°,3o.  Une  grande  vitesse  tend  à 
augmenter  beaucoup  le  frottement  de  l'eau  sur  les  parois  so- 
lides; en  outre,  l'eau  aspirée  dans  le  corps  de  pompe  pourrait 
ne  pas  aller  aussi  rapidement  que  le  piston,  et  alors,  quand 
celui-ci  reviendrait  en  sens  inverse,  il  choquerait  l'eau,  ce 
qui  donnerait  Heu  à  une  perte  de  travail  et  pourrait  détério- 
rer la  machine.  Une  vitesse  trop  petite  conduit  à  augmenter 
beaucoup  la  section  S  et  aussi  celles  des  tuyaux  d'aspiration 
ou  d'ascension,  pour  obtenir  un  débit  donné,  ce  qui  augmente 
aussi  les  frais  d'établissement. 

325.  Boue  à  palettes;  roue  élévatoire*  —  hd^fig,  365  donne 
une  idée  de  la  disposition  d'une  roue  à  palettes  destinée  à 
l'élévation  de  l'eau.  Cette  roue  tourne  autour  d'un  axe  horizon- 
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lai  0;  elle  est  emboîlée,  sur  une  certaine  longueur,  dans  un 
coursier  circulaire  dont  AB  représente  le  fond  et  dont  les  pa- 
rois latérales  sont  des  murs  verticaux  très  rapprochés  de  la 
roue. 

Fig.  365. 


Sur  sa  circonférence  sont  établies»  à  intervalles  égaux,  des 
palettes  un  peu  inclinées  sur  le  rayon,  de  manière  que  la  pa- 
lette BC  qui  arrive  au  niveau  de  l'axe  conserve  encore  une 
pente  notable,  pour  faciliter  le  dégorgement,  dans  le  bassin 
supérieur  D,  de  Teau  qu'elle  a  entraînée  en  passant  dans  le 


Fij».  3G6. 


/./■,•_•«<  A'-t" 


bassin  inférieur  £.  Le  mouvement  imprimé  à  la  roue  par  le 
moteur  doit  être  assez  lent  pour  ne  pas  produire  un  choc  in- 
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lense  quand  ses  paletles  viennent  rencontrer  Teau  du  bas- 
sin £. 

La  roue  élévatoire  {fig*  366)  porte  une  série  d'augels,  ré- 
gulièrement distribués  sur  toute  sa  circonférence,  qui  se  rem- 
plissent quand,  par  l'effet  de  la  rotation  autour  de  l'axe  hori- 
zontal 0,  ils  passent  dans  le  bassin  inférieur  A,  et  qui  versent 
leur  contenu  dans  un  canal  B,  en  arrivant  près  du  point  le 
plus  élevé  de  leur  révolution.  Le  canal  B  conduit  Teau  dans 
le  bassin  supérieur  destiné  à  la  recevoir.  Ce  canal  ne  peut  pas 
pénétrer  dans  la  roue  au  delà  de  la  région  dans  laquelle  se 
meuvent  les  bras  qui  la  relient  à  l'arbre;  il  faut  donc  que  les 
augets  dépassent  les  bras  d'une  certaine  quantité,  dans  le  sens 
parallèle  à  l'axe.  C'est  dans  cette  portion  en  saillie  que  sont 
pratiqués  les  orifices  par  lesquels  l'eau  s'écoule  dans  le  ca- 
nal B. 

326.  Chapelet;  noria.  —  Le  chapelet  consiste  en  une  série 
de  palettes  planes  a,  a,  ...  i^fig.  367),  égales  entre  elles  et 
ordinairement  de  forme  carrée,  fîxées  par  leur  centre  aux 
chaînons  d'une  chaîne  sans  fln. 

Cette  chaîne  passe  sur  deux  tambours  munis  de  pointes  en 
fer  hyh^  ...  qui  s'engagent  dans  des  œillets  placés  sur  les  ar- 
ticulations des  chaînons,  de  manièce  à  transmettre  à  la  chaîne 
le  mouvement  directement  communiqué  à  l'un  des  tambours 
par  un  moteur.  Dans  la  partie  où  la  chaîne  remonte  verticale- 
ment, les  palettes  s'engagent  à  l'intérieur  d'un  conduit  nommé 
bu&ey  dont  elles  occupent  aussi  exactement  que  possible  la 
section  transversale.  L'extrémité  inférieure  de  la  buse  est, 
ainsi  que  le  tambour  inférieur,  plongée  dans  le  bassin  dont  il 
s'agit  d'élever  l'eau.  Chaque  palette,  en  entrant  dans  la  buse, 
emprisonne  Teau  comprise  entre  sa  surface  et  celle  de  la  pa- 
lette entrée  avant  elle,  et  cette  eau  se  trouve  entraînée  jusqu'à 
l'extrémité  supérieure  de  la  buse,  où  elle  s'écoule  par  un  ca- 
nal c.  Il  faut  évidemment,  pour  que  l'intervalle  de  deux  pa- 
lettes se  remplisse  d'eau,  que  leur  distance  ne  dépasse  pas 
l'immersion  de  la  buse. 

Quelquefois,  au  lieu  de  placer  les  deux  tambours  l'un  direc- 
tement au-dessus  de  l'autre,  on  s'arrange  pour  que  la  chaîne 
ait  une  position  assez  inclinée  sur  la  verticale.  La  paroi  supé- 
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rieure  de  la  buse  peul  alors  êlre  enlevée,  à  la  condition  toute- 
fois de  surélever  un  peu  les  parois  latérales,  ce  qui  transforme 
cetle  buse  en  un  canal  découvert  à  section  rectangulaire. 

Dans  la  noria^  chacune  des  palettes  a,  âr,  ...  de  \difig»  867 
est  remplacée  par  un  seau  ou  godet  qui  se  remplit  pendant 
son  passage  sur  le  tambour  inférieur,  puis  remonte  verticale- 
ment, avec  son  ouverture  tournée  vers  le  haut,  et  se  déverse, 

Fig.  367. 


quand  il  arrive  au-dessus  du  tambour  supérieur,  dans  une 
auge,  d'où  Teau  coule  jusqu'au  bassin  destiné  à  la  recevoir. 
La  buse  n'existe  plus  dans  cet  appareil. 

Souvent,  afin  d'éviter  la  déperdition  de  l'eau  pendant  l'as- 
cension, les  seaux  ou  godets  sont  fermés  par  un  couvercle  à 
charnière,  qui  bascule  en  vertu  de  son  poids  et  de  la  pression 
de  l'eau,  quand  il  arrive  à  la  position  où  le  déversement  doit 
commencer.  Quelquefois  aussi  les  fonds  de  ces  vases  sont 
munis  de  clapets  qui,  par  l'action  de  leur  poids,  restent  ou- 
verts pendant  la  descente,  afin  de  faciliter  la  sortie  de  l'air 
pendant  qu'ils  entrent  dans  l'eau,  avec  l'ouverture  tournée 
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vers  le  bas;  ces  clapets  se  referment  ensuite  spontanément 
pendant  la  montée. 

Mais  au  total  ils  semblent  assez  inutiles,  parce  que  les  seaux 
ou  godets  ont  leur  ouverture  tournée  vers  le  haut  avant  l'in- 
stant de  leur  émersion,  ce  qui  permet  toujours  le  dégagement 
de  Tair  et  supprime  la  difflculté  du  remplissage;  ils  ont  d'ail- 
leurs rinconvénient  de  laisser  perdre  une  certaine  quantité 
d'eau. 

327.  Vis  d'Archimède.  —  Considérons  d'abord  un  tube  de 
petit  diamètre,  contourné  en  hélice  sur  un  cylindre  circulaire 

Fig.  368. 


de  rayon  R,  que  limitent  les  sections  droites  AB,  AiBi 
{/ig.  368),  et  supposons  que  l'hélice  ait  des  tangentes  hori- 
zontales. Alors  une  petite  boule  pesante  pourrait  rester  en 
équilibre  au  point  le  plus  bas  N,  N',  ...  de  chaque  spire.  Si 
l'on  fait  tourner  le  cylindre  autour  de  son  axe,  dans  le  sens  de 
la  flèche,  d'un  angle  quelconque  0,  en  même  temps  que  l'hé- 
lice, chaque  point  C  de  cette  courbe  décrira  un  arc  CD  =  RO 
sur  sa  section  droite,  et  la  génératrice  menée  par  le  point  D 
coupera  la  position  primitive  de  l'hélice  en  un  point  £  tel  que 
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DE  =  R6  langif,  en  désignant  par  i  l'angle  de  l'hélice  avec  les 
sections  droites.  La  quantité  DE  reste  donc  constante  pour 
tous  les  points,  d'où  Ton  conclut  que  le  lieu  des  points  D, 
c'est-à-dire  la  position  nouvelle  prise  par  l'hélice  après  la  ro- 
tation, s'obtient  en  faisant  glisser  une  portion  convenablement 
limitée  de  la  première  hélice,  d'une  quantité  R6  tangc  suivant 
une  direction  parallèle  à  00 1.  Les  points  N,  N',  . . .,  les  plus 
bas  des  spires  successives  glissent  donc  aussi  suivant  une  gé- 
nératrice; par  suite,  la  petite  boule  que  nous  supposons  pla- 
cée en  l'ulî  de  ces  points  arrive,  après  une  rotation  suffisam- 
ment prolongée,  à  la  section  A,B|,  et  tombe  en  Ni,  par  l'ex- 
trémité ouverte  du  tube.  Cette  boule  peut  être  remplacée  par 
une  certaine  quantité  d'eau  qui  serait  entrée  à  l'autre  bout  de 
ce  tube,  pendant  son  passage  à  travers  l'eau  d'un  réservoir; 
l'introduction  du  liquide  se  produit  effectivement,  si  l'extré- 
mité A  passe,  en  vertu  de  sa  rotation,  alternativement  au-des- 
sous et  au-dessus  de  la  surface  libre,  car,  à  l'instant  où  elle 
émerge,  une  certaine  quantité  d'eau  se  trouve  séparée  du 
reste  de  la  masse  liquide,  et  vient  se  placer  autour  du  point  le 
plus  bas  de  la  première  spire.  On  conçoit  donc  que  ce  tube 
donne  un  moyen  de  faire  passer  l'eau  d'un  réservoir  inférieur 
à  un  autre  réservoir  placé  de  manière  à  recueillir  le  liquide 
tombant  en  Nj. 

La  quantité  d'eau  introduite  dans  une  spire  AN  A'  ne  peul 
pas  s'élever  au-dessus  du  point  M  où  la  tangente  est  encore 
horizontale,  mais  répond  à  un  maximum  d'élévation,  au  lieu 
d'un  minimum;  en  menant  par  M  un  plan  horizontal,  il  cou- 
pera la  spire  en  un  point  P,  qui  donne  l'autre  limite  à  laquelle 
doit  s'arrêter  l'eau  contenue  dans  la  môme  spire.  L'arc  MNP 
se  nomme  arc  hydrophore. 

On  peut  déterminer  les  tangentes  horizontales  et  l'arc  hy- 
drophore  au  moyen  de  la  construction  suivante.  Disons  d'a- 
bord que  la  figure  représente  deux  projections  du  cylindre  et 
de  l'hélice,  l'une  sur  le  plan  vertical  parallèle  à  l'axe,  l'autre 
sur  le  plan  de  la  section  droite  AB.  Maintenant,  imaginons  par 
un  point  S  de  l'axe  OOi  des  parallèles  à  toutes  les  tangentes 
de  l'hélice;  elles  formeront  un  cône  ayant  90®—  «pour  angle 
générateur,  et,  en  prenant  OS  =  R  lang^,  ce  cône  aura  juste- 
ment pour  base  la  base  AB  du  cylindre.  S'il  y  a  des  tangentes 


MOTEURS,    RâCBPTBUliS»   BTC.  4^7 

horizoniales  à  riiélice,  le  cône-jAB  doit  avoir  des  génératrices 
horizontales;  donc  il  doit  être  coupé  par  un  plan  horizontal 
mené  en  s.  Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  que  l'horizontale  5F 
fasse  avec  Taxe  un  angle  plus  petit  que  OSA,  ce  qui,  en  nom- 
mant OL  l'inclinaison  de  l'axe  sur  le  plan  horizontal,  se  traduit 
par  l'inégalité 

U)  a<90'>— /. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on  aura  les  généra- 
trices horizontales  du  cône  projetées  suivant  0<p  et  0/sur  le 
plan  de  la  section  droite;  on  mènera  les  tangentes  en  m  et  n 
respectivement  parallèles  à  ces  projections,  ce  qui  donnera 
les  tangentes  horizontales  de  l'hélice,  en  projection  sur  le 
même  plan.  Menant  enfin  par  m  et  n  les  parallèles  mMM', 
nNN'  à  l'axe,  on  aura  par  leurs  rencontres  M,  M',  ...,  N, 
N',  ...  avec  l'hélice,  les  points  où  les  tangentes  sont  horizon- 
tales. Les  tangentes  MP,  M'P',  ...  en  M,  M',  . . .  déterminent 
les  points  P,  P',  ...  et  les  deux  projections  MNP,  M'N'P',  . . . 
et  mnp  des  arcs  hydrophores. 

On  a  déjà  dU  que  l'extrémité  inférieure  A  du  tube  doit  pas- 
ser alternativement  au-dessus  et  au-dessous  du  niveau  de 
l'eau  dans  le  bassin  inférieur;  cela  est  évidemment  néces- 
saire; car,  si  elle  restait  toujours  dans  l'air,  elle  n'introduirait 
aucune  quantité  d'eau  dans  le  tube,  et,  dans  le  cas  contraire, 
le  tube  et  le  bassin  formeraient  deux  vases  communiquants, 
où  le  môme  niveau  s'établirait  toujours.  D'un  autre  côté, 
pour  que  l'arc  hydrophore  soit  plein,  il  faut  que  la  tangente  à 
l'extrémité  A  du  tube  soit  horizontale  à  l'instant  où  ce  point 
va  sortir  de  l'eau.  A  cet  instant,  les  projections  de  l'extré- 
mité doivent  donc  être  K  et  m,  d'où  il  suit  que  le  niveau  du 
réservoir  doit  coïncider  avec  le  plan  horizontal  mené  en  K, 
lequel  coupe  le  plan  de  la  base  AB  suivant  la  ligne  projetée 
d'un  côté  sur  ce  point  et  de  l'autre  sur  mp.  De  là  résulte  une 
autre  conséquence.  L'extrémité  inférieure  du  tube  qui  sort 
de  l'eau  quand  elle  passe  par  la  position  (K,  m)  y  rentre  en 
arrivant  à  la  position  (K,  fx);  à  l'instant  où  la  rentrée  va  s'opé- 
rer, la  quantité  d'air  emprisonnée  occupe  dans  le  tube  une 
longueur  d'arc  projetée  sur  {xam,  ce  qui  répond  dans  l'autre 
projection  à  un  arc  de  courbe  ayant  même  longueur  que 
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M'A'Q;  cet  air  emprisonné  se  trouve  alors  à  la  pression 
atmosphérique.  Mais  un  peu  plus  tard,  quand  Tare  hydrophore 
inférieur  se  sera  de  nouveau  rempli  d'eau,  le  volume  M'A'Q 
d*air  à  la  pression  atmosphérique  devra  occuper  le  volume 
plus  grand  M' AT,  compris  entre  deux  arcs  hydrophores  con- 
sécutifs. La  pression  dans  les  intervalles  du  tube  non  occupés 
par  Teau  est  donc  moindre  que  la  pression  atmosphérique,  et, 
comme  cette  dernière  s'exerce  à  l'extrémité  supérieure  du 
tube,  elle  gêne  l'écoulement  de  l'eau  et  tend  à  la  faire  redes- 
cendre le  long  du  tube.  Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  on 
perce  sur  le  tube  une  suite  de  trous  capillaires  qui  permettent 
la  rentrée  de  l'air  sans  laisser  sortir  l'eau. 

Les  vis  d'Arcbimède  ainsi  construites  ne  se  trouvent  que 
dans  les  cabinets  de  Physique  ou  collections  de  modèles  en 

FIg.  369. 


petil.  Dans  la  pratique,  la  vis  se  compose  :  i"*  d'une  enveloppe 
cylindrique  extérieure  ;  2**  d'un  noyau  plein,  en  forme  de  cy- 
lindre concentrique  au  précédent;  3<»  d'une  surface  hélicoïdale 
gauche,  placée  entre  le  noyau  et  l'enveloppe.  Cette  surface 
coupe  le  cylindre  extérieur  suivant  une  hélice  A CA'C,  ... 
i^fig.  369)  ;  elle  est  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en 
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s*appuyant  toujours  sur  cette  hélice  et  sur  Taxe  auquel  elle 
doit  de  plus  rester  perpendiculaire. 

L'intersection  du  même  héJicoîde  par  une  suite  de  cylindres 
concentriques,  de  rayons  r'  variables  entre  le  rayon  r  du 
noyau  et  le  rayon  R  de  Tenvëloppe  extérieure,  donnerait  une 
série  d'hélices  de  même  pas  ;  en  nommant  d'une  manière  gé- 
nérale i'  l'inclinaison  d'une  de  ces  hélices  sur  le  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  et  «la  valeur  particulière  de  V  pour  r'  =  R, 

on  aurait  donc 

r'  tangt'  =  Rtang«, 

ce  qui  montre  que  i'  croît  d'une  manière  continue  de  i  jus- 
qu'à 90®,  lorsqu'on  fait  varier  r'  de  R  à  o. 

Supposons  maintenant  la  condition  (i)  satisfaite  pour  l'hé- 
lice tracée  sur  le  cylindre  extérieur;  cela  revient  à  supposer 

qu'on  a  pris 

tangif  <cota. 

Lorsque,  au  lieu  de  cette  hélice,  on  considère  celle  qui  est 
tracée  sur  le  cylindre  de  rayon  r',  la  condition  pour  qu'on  y 
trouve  encore  un  arc  hydrophore  devient  tangt'<cota  ou 
bien 

-7tang/ <  cota; 

il  est  clair  que  cette  condition  ne  peut  pas  se  vérifier  tou- 
jours, en  faisant  décroître  r'  jusqu'à  o,  et  nous  supposerons 
qu'elle  cesse  d'être  remplie  lorsque  /•'  devient  inférieur  à  un 
rayon  OF^r",  tel  que  r*  soit  plus  grand  que  le  rayon  r  ^u 
noyau.  La  longueur  r"  doit  satisfaire  à  l'équation 

-5tang/  =  cota,    d'où    /•^—Rtangî  tanga. 

L'inclinaison  i"  sur  le  plan  AB  de  l'hélice  tracée  sur  le  cy- 
lindre de  rayon  r"  serait  telle  que  a  -h  i'  deviendrait  égal  à 
90®,  puisque  la  dernière  équation  peut  s'écrire  tang/'^zn  cota; 
alors  la  construction  indiquée  plus  haut  pour  obtenir  ses  tan- 
gentes horizontales  n'en  donnerait  plus  qu'une  seule,  et  l'arc 
hydrophore  se  réduirait  à  un  seul  élément. 
Cela  posé,  considérons  la  génératrice  de  l'hélicoïde  pro- 
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jetée  verticalement  en  D  et  en  OG  sur  le  plan  de  la  base;  c'est 
une  droite  horizontale,  par  laquelle  nous  pouvons  mener  un 
plan  horizontal  D£.  Pour  tous  les  points  de  cette  droite  com- 
pris entre  les  points  (D,  G)  et  (D,  F),  on  a 

tangt'<cota    ou    ï'<90»— a; 

par  conséquent,  les  hélices  partant  de  ces  points  commencent 
par  descendre  en  allant  vers  la  base  supérieure  Ai  Bj,  et  par 
monter  en  allant  vers  la  base  inférieure  AB  de  la  vis,  c'est- 
à-dire  qu'elles  présentent  une  disposition  analogue  à  celle  de 
l'hélice  ACA'C,  ...,  et  ont  une  portion  DCE  au-dessous  du 
plan  horizontal  DE.  Pour  le  point  (D,  F)  en  particulier,  le  pre- 
mier élément  d'hélice  partant  de  ce  point  est  horizontal,  et 
l'arc  DCE  se  réduit  à  une  longueur  nulle.  Enfin,  pour  les 
points  situés  sur  la  même  génératrice  et  plus  rapprochés  de 
l'axe,  l'hélice  monte  du  côté  de  AiB,  et  descend  du  côté  de 
AB,  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  d'arc  analogue  à  DCE.  On  voit 
par  là  que  la  surface  hélicoïdale  forme  au-dessous  du  plan  DE 
une  sorte  de  poche,  lieu  géométrique  des  arcs  analogues  à 
DCE,  et  que  l'eau  peut  rester  en  équilibre  dans  cette  poche, 
si  la  vis  est  immobile.  On  ne  pourrait  d'ailleurs  donner  à 
cette  eau  un  niyeau  plus  élevé,  car  la  portion  de  génératrice 
comprise  entre  le  point  (D,  F)  et  le  noyau  est  comme  le  seuil 
d'un  déversoir  par  lequel  tout  l'excédent  s'écoulerait  jusqu'au 
réservoir  inférieur,  sans  rencontrer  d'obstacle,  puisque  les 
hélices  répondant  à  des  rayons  r'  moindres  que  r"  sont  con- 
stamment en  pente  de  ce  côté. 

Pour  avoir  une  idée  plus  nette  de  ce  volume  hydrophore 
projeté  verticalement  sur  DCE,  on  pourrait  chercher  sa  pro- 
jection sur  le  plan  de  la  section  droite.  Sans  nous  arrêter  à 
résoudre  complètement  cette  question  de  Géométrie,  nous 
nous  bornerons  à  remarquer  que  la  surface  libre  du  liquide 
est  limitée  :  i®  par  la  portion  (D,  GF)  de  la  génératrice;  2«>  par 
l'arc  d'ellipse  (DE,  Ge)  formant  l'intersection  du  plan  hori- 
zontal DE  avec  le  cylindre  extérieur;  3<>  par  une  courbe 
(DE,  Fe),  que  détermine  la  rencontre  du  même  plan  DE  avec 
la  surface  hélicoïdale.  La  même  projection  GFe  est  commune 
à  tous  les  autres  volumes  hydrophores  tels  que  D'C'E',  pris 
dans  les  spires  suivantes.  La  figure  donne  encore  la  projec- 
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tion  sur  un  plan  horizontal  de  la  surface  libre  du  liquide  dans 
le  plan  D'E',  projection  comprenant  :  i*  la  droite  /'^'=FG; 
2*  Tare  d'ellipse  g'e';  S®  l'arc  de  courbe /V  qui  répond  à  ¥e. 
Les  tangentes  en  F  et/'  à  ¥e  ei/'e'  sont  respectivement  per- 
pendiculaires à  FG  ei/'g';  en  effet,  le  premier  élément  de  la 
tangente  horizontale,  menée  au  point  (D',  F)  à  l'hélice  par- 
tant de  ce  point,  appartient  à  la  courbe  (/'«',  Fe),  et  l'angle 
droit  fait  par  cet  élément  avec  la  génératrice  rectiligne 
(D',  GF),  se  reproduit  en  vraie  grandeur  dans  les  deux  pro- 
jections, parce  que  l'une  est  faite  sur  un  plan  parallèle  à  celui 
de  l'angle,  l'autre  sur  un  plan  parallèle  à  un  de  ses  deux  côtés. 

Quand  on  fait  tourner  le  cylindre  autour  de  son  axe,  dans 
le  sens  de  la  flèche,  on  peut  reconnaître,  comme  dans  le  cas 
de  la  vis  réduite  à  un  simple  tube,  que  tous  les  points  des 
volumes  DCE,  D'C'E',  ...  avancent  en  montant  dans  la  vis 
parallèlement  à  l'axe;  par  suite,  Teau  contenue  dans  les  vo- 
lumes hydrophores  fînitpar  arriver  à  la  section  AiEj,  où  elle 
se  déverse  dans  un  bassin  supérieur. 

L'air  circule  librement  autour  du  noyau,  puisque  les  vo- 
lumes hydrophores  sont  limités  intérieurement  à  des  rayons  r* 
moindres  que  r;  il  n'y  a  donc  aucune  précaution  à  prendre 
pour  que  l'eau  contenue  dans  la  vis  supporte  partout  la  pres- 
sion atmosphérique  sur  sa  surface  libre.  Mais,  pour  que  le 
volume  hydrophore  se  remplisse  entièrement  à  chaque  tour 
du  cylindre,  il  faut  faire  en  sorte  que  l'extrémité  0  de  Taxe 
soîl  placée  au  niveau  du  réservoir  inférieur,  car  alors  la  géné- 
ratrice issue  de  ce  point  se  trouve  dans  la  surface  libre  de  ce 
réservoir  quand  la  rotation  lui  a  fait  prendre  la  position  hori- 
zontale et  qu'elle  est  sur  le  point  d'émerger;  à  cet  instant  le 
volume  hydrophore  est  plein  d'eau. 

Lorsque  la  vis  d'Archimède  doit  être  construite  dans  un 
emplacement  déterminé,  on  peut  supprimer  l'enveloppe  cy- 
lindrique extérieure  et  lui  substituer  un  canal  cylindrique 
fixe,  découvert  à  sa  partie  supérieure,  dans  lequel  la  vis  est 
mobile  avec  un  jeu  aussi  petit  que  possible.  Comme  on  ne 
peut  pas,  en  raison  des  imperfections  inévitables  d'une  con- 
struction de  ce  genre,  annuler  tout  à  fait  l'intervalle  entre  le 
canal  fixe  où  coursier  et  le  cylindre  géométrique  limitant  la 
surface  hélicoïdale,  une  partie  de  l'eau  retombe  en  pure  perte, 
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par  ce  jeu,  dans  le  réservoir  inférieur.  Mais,  d'un  autre  côté, 
on  a  l'avantage  de  diminuer  la  pression  et  le  frottement  sur 
les  points  d'appuis  de  la  vis,  qui  n'ont  plus  à  supporter  le 
poids  de  l'enveloppe  et  sont  même  déchargés  en  partie  du 
poids  de  l'eau  contenue  dans  la  machine  ;  ce  poids  peut  en 
effet  se  décomposer  en  une  force  parallèle  à  Taxe,  qui  se  trans- 
met aux  appuis,  et  une  force  normale  au  coursier,  qui  est 
équilibrée  par  les  réactions  de  celui-ci.  La  vis  ainsi  disposée 
a  été  fréquemment  employée  en  Hollande,  pour  des  épuise- 
ments; elle  porte,  pour  cette  raison,  le  nom  de  vis  hol^ 
landaise, 

§  IV.  —  Machines  à  rapenr. 

328.  Aperçu  historique  sur  l'invention  des  machines  à  va- 
peur.  —  Au  n*  siècle  avant  notre  ère  (an  120  avant  J.-C), 
Héron  d'Alexandrie  avait  déjà  songé  à  employer  la  vapeur 
comme  force  motrice.  Après  un  long  intervalle  de  temps,  la 
même  idée  reparaît  dans  des  ouvrages  publiés  au  xvi*"  et  au 
xvii*  siècle  de  notre  ère.  Denis  Papin,  né  à  Blois  en  i65o  et 
mort  en  17 10,  est  le  premier  qui  ait  eu  l'idée  de  se  servir  de 
la  vapeur  pour  produire  le  mouvement  alternatif  d'un  piston 
dans  un  corps  de  pompe,  ce  qui  peut  être  regardé  comme  un 
grand  progrès  relativement  aux  conceptions  de  ses  devan- 
ciers. Des  mécaniciens  anglais,  contemporains  de  Papin,  con- 
struisirent, à  peu  près  en  même  temps  que  lui,  des  machines 
dont  le  principe  avait  beaucoup  d'analogie  avec  l'idée  première 
qu'il  avait  lui-même  appliquée.  Mais  toutes  ces  machines 
étaient  très  imparfaites,  et  il  faut  arriver  jusqu'à  Tannée  1769 
pour  trouver  des  machines  à  vapeur  fonctionnant  dans  de 
bonnes  conditions;  leur  auteur  était  l'illustre  Watt,  né  en 
1786  à  Greenock,  en  Ecosse,  mort  en  1819.  Depuis  Watt,  on 
a  réalisé  peu  à  peu  bien  des  perfectionnements,  dont  quel- 
ques-uns sont  d'une  grande  importance;  mais  il  avait  trouvé 
ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel. 

S'il  est  permis  d'employer  cette  comparaison,  nous  dirons 
qu'avant  lui  l'art  des  machines  à  vapeur  était  tout  au  plus  dans 
l'enfance,  qu'il  l'a  conduit  jusqu'à  l'âge  adulte  et  que  ses  con- 
tinuateurs l'ont  amené  à  l'état  de  maturité. 
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339.  Machines  de  Watt  à  simple  ejfet,  —  Les  machines  à 
vapeur  sont  dites  à  simple  effet  ou  à  double  effet,  suivant  que 
la  vapeur  agit  d'un  seul  cAté  du  piston  ou  successivement  des 
deux  c6tés.  Les  secondes  donnent  une  action  moins  irrégu- 
lière sur  l'extréioité  d'une  manivelle,  quand  on  emploie, 
comme  on  le  fait  habituellement,  cet  intermédiaire  pour  trans- 
former le  mouvement  alternatif  du  piston  en  un  mouvement 
de  rotation  continu;  elles  sont  aussi  les  plus  répandues.  Mais 
les  machines  à  simple  effet  peuvent  aussi  rendre  de  bons  ser- 
vices dans  certains  cas  spéciaux,  et  nous  allons  par  consé- 
quent décrire  celle  de  Walt. 

L'organe  principal  de  la  machine  de  Watt  à  simple  effet 

Flg.  370. 


est  un  piston  mobile  dans  un  corps  de  pompe  vertical  BB' 
{fig.  370).  La  vapeur  produite  dans  une  chaudière  arrive  par 
un  conduit  A  et  vient  agir  au-dessus  du  piston  P,  en  traver- 
sant la  soupape  d'admission  D.  Le  dessous  du  piston  commu- 
nique par  une  autre  soupape  F,  dite  soupape  d'exhaustion, 
avec  une  capacité  fermée  C,  qu'on  nomme  le  condenseur. 
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sans  cesse  refroidie  par  un  jet  d'eau  fraîche;  dans  cette  capa- 
cité vient  se  condenser  la  vapeur  qui,  pendant  une  période 
précédente,  était  entrée  dans  la  partie  inférieure  6'  du  corps 
de  pompe.  A  certains  instants  la  communication  peut  être 
établie  entre  B  et  6'  par  une  troisième  soupape  £,  dite  sou- 
pape  d'équilibre. 

Voici  maintenant  comment  le  piston  est  mis  en  mouve- 
ment. Supposons-le  d'abord  en  haut  de  sa  course;  ouvrons 
les  soupapes  D  et  F,  tandis  que  £  restera  fermée.  La  face  su- 
périeure du  piston  sera  soumise  à  la  pression  de  la  vapeur 
venant  de  la  chaudière^  et  la  face  inférieure  ne  supportera 
que  la  pression  beaucoup  moindre  du  condenseur.  Le  piston 
descendra  donc  et  soulèvera,  pendant  sa  descente,  une  tige 
verticale  MR,  articulée  en  M  avec  un  balancier  MOG,  auquel 
le  piston  communique  un  mouvement  d'oscillation  autour  de 
son  axe  0,  par  l'intermédiaire  d'un  parallélogramme  de  Watt 
GHIK  (n^  73).  Quand  l'impulsion  donnée  par  la  vapeur  au 
piston  est  devenue  suffisante  pour  qu'il  puisse  terminer  sa 
course,  la  soupape  E  s'ouvre,  et  simultanément  D  et  F  se  fer- 
ment. Les  deux  faces  du  piston  se  trouvent  alors  également 
pressées  par  la  vapeur,  qui  se  répand  dans  les  comparti- 
ments 6,  B';  la  tige  MR,  chargée  d'un  poids  suffisant,  descend 
sous  Faction  de  ce  poids  en  faisant  remonter  le  piston,  et 
pendant  sa  descente  effectue  en  outre  un  travail  utile;  ce  tra- 
vail consiste  ordinairement  à  refouler  une  colonne  d'eau  dans 
un  tuyau  d'ascension.  Le  piston  étant  revenu  à  son  point  de 
départ,  on  peut,  après  un  temps  de  repos  de  longueur  quel- 
conque, recommencer  une  nouvelle  période  semblable  à  la 
précédente,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Le  condenseur  C  (/ig.  Syi)  est  placé  dans  une  bâche  NNN 
remplie  d'eau  froide;  cette  cause  renouvelle  au  moyen  d'une 
pompe  mue  par  la  machine  elle-même.  De  la  bâche  l'eau 
passe  dans  le  condenseur  par  un  tuyau  a  ouvert  en  o,  et  se 
répand  sous  forme  de  pluie,  en  traversant  une  pomme  d'ar- 
rosoir d;  un  robinet  r  permet  de  modérer  ou  d'arrêter  l'in- 
jection de  l'eau.  Pour  empêcher  l'accumulation  de  l'eau  dans 
le  condenseur,  et  aussi  celle  de  l'air  entraîné  par  elle,  qui 
finirait  par  produire  en  C  une  pression  nuisible,  détruisant 
en  partie  l'action  motrice  de  la  vapeur,  on  a  disposé  à  c6té 
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du  condenseur  une  pompe  b,  diie  pompe  à  air.  Le  piston  de 
cette  pompe  engendre,  pendant  sa  montée,  un  volume  supé- 
rieur à  celui  de  l'eau  à  extraire  ;  par  suite,  il  aspire  d'abord 
l'eau  par  la  soupape  s,  et  vers  la  fin  de  la  course  ascendante, 
en  continuant  à  faire  le  vide,  il  aspire  l'air  à  son  tour.  Moyen- 
nant ces  précautions,  la  pression  peut  se  maintenir  dans  le 

condenseur  aux  environs  de  —  d'atmosphère  et  même  au- 
dessous. 
La  machine  met  en  mouvement  la  pompe  b,  et  encore  une 

Fifl.  37.. 


troisième  pompe  qu'on  nomme  la  pompe  alimentaire,  des- 
tinée à  faire  passer  dans  la  chaudière  une  portion  de  l'eau, 
déjà  un  peu  réchauffée  par  la  vapeur,  que  b  rejette  au  de- 
hors. Les  tiges  des  trois  pistons  de  ces  pompes  sont  attachées 
au  balancier;  la  pompe  à  air  étant  la  plus  importante  des 
trois,  au  point  de  vue  de  ses  dimensions  et  de  l'effort  moteur 
qu'elle  exige,  sa  tige  est  articulée  au  point  L  {/îg.  370)  du 
parallélogramme,  qui  décrit  une  courbe  semblable  à  celle  du 
point  K. 

La  machine  à  simple  effet  de  Watt  est  depuis  longtemps 
employée  dans  le  comté  de  Cornouailles,  pour  l'extraction 
des  eaux  de  mines.  Hais  elle  y  a  reçu  des  perfectionnements 
notables,  et  pour  ce  motif  on  donne  à  la  machine  modifiée  le 


456  SIXIÈME   PART».  —   CHAPITRE  DEUXIÈME. 

nom  de  machine  de  Cornouailles.  Voici  une  indication  som- 
maire  dee  perfectionnements  les  plus  essentiels. 

(a)  Détente,  —  Au  lieu  de  faire  agir  la  vapeur  sur  le  piston 
avec  une  pression  égale  à  celle  de  la  chaudière  pendant  tout 
le  temps  que  la  soupape  d'équilibre  reste  fermée,  on  peut 
fermer  la  soupape  d'admission  avant  d'ouvrir  la  précédente, 
lorsque  le  piston  n'a  encore  parcouru,  en  descendant,  qu'une 
fraction  plus  ou  moins  petite  de  sa  course.  La  vapeur  déjà 
introduite  n'en  continue  pas  moins,  jusqu'à  l'ouverture  de  la 
soupape  d'équilibre,  à  exercer  sur  lui  une  pression  pour  le 
faire  descendre;  mais  elle  agit  par  détente,  c'est-à-dire  avec 
une  pression  de  plus  en  plus  petite  à  mesure  que  son  volume 
s'accroît,  sans  qu'il  y  ait  augmentation  de  sa  masse  totale.  Il 
est  facile  de  reconnaître  qu'on  tire  ainsi  de  la  vapeur  un  plus 
grand  travail,  à  égalité  du  volume  pris  dans  la  chaudière. 
Supposons  en  effet  qu'un  volume  .V  agissant  en  pleine  pres- 
sion pendant  une  course  produise  un  travail  T;  si  l'admission 

ne  se  fait  plus  que  pendant  la  fraction  -  de  cette  course,  avec 

V  T 

le  volume  dépensé  —9  on  produira  d'abord  le  travail  -9  plus 

le  travail  T',  répondant  à  la  détente;  d'où  il  suit  que  le  travail 

T 

par  unité  de  volume  dépensée,  égal  à  ^  dans  la  première  hy- 

T+/iT' 

pothèse,  devient  — :^ —  dans  la  seconde.  Il  y  a  donc  une  aug- 

nV 
mentation  -^  due  à  l'emploi  de  la  détente. 

(b)  Soupape  de  Cornouailles.  —  Les  soupapes  peuvent 
exiger  parfois  un  effort  considérable  pour  produire  leur  dé- 
placement. Supposons,  par  exemple,  une  différence  de  pres- 
sion de  5oooo^  par  mètre  carré  (environ  S»*")  des  deux  côtés 
d'une  soupape  conique  présentant  une  surface  de  o'^soi  ;  il 
faudrait,  pour  l'ouvrir,  une  force  de  5oo^b  appliquée  suivant 
la  tige,  abstraction  faite  des  frottements.  En  outre,  quand  la 
soupape  commence  à  quitter  son  siège,  elle  donne  d'abord 
une  ouverture  très  étroite  à  la  vapeur  qui  doit  y  passer. 
On  évite  ces  deux  inconvénients  au  moyen  de  la  soupape 
à  double  siège,  dite  soupape  de  Cornouailles,  dont  la  fig.  372 
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donne  une  idée.  Un  premier  siège  tronconique  tzcdb  est 
lié  à  une  pièce  fixe  MM  formée  de  six  cloisons  planes  se 
coupant  sous  des  angles  de  6o«,  comme  Tindique  la  projec- 
tion horizontale,  et  d'un  couvercle  plein  ef  que  termine 
latéralement  un  second  siège  tronconique.  La  soupape  est 
une  sorte  de  manchon  Ighm  lié  à  la  tige  t  par  un  couvercle 
évidé  gh;  selon  le  déplacement  que  lui  communique  la 

Fiç.  372. 


tige  ty  il  peut  ou  s'appuyer  simultanément  sur  les  deux 
sièges,  ou  se  soulever  à  une  certaine  hauteur  au-dessus. 
Dans  le  premier  cas,  la  soupape  est  fermée;  dans  le  second, 
elle  est  ouverte,  et  l'on  voit  qu'alors  la  vapeur  a  une  issue 
beaucoup  plus  grande  qu'avec  une  soupape  conique  ordi- 
naire, de  même  diamètre,  puisqu'elle  peut  sortir  par  l'inter- 
valle rendu  libre  au-dessus  de  chaque  siège.  D'ailleurs  une 
petite  force  suffit  à  mouvoir  la  soupape.  En  effet,  les  actions 
de  la  vapeur  s'équilibrent  dans  le  sens  horizontal,  pour  raison 
de  symétrie  tout  autour  de  l'axe  ;  et,  dans  le  sens  vertical, 
elles  s'équilibrent  à  peu  près,  parce  que  la  projection  hori- 
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zontale  des  parties  telles  que  ig,  où  les  pressions  sont  (tes- 
cendantes,  ne  diffère  pas  beaucoup  de  la  projection  des  parties 
telles  que  il,  où  le  fait  contraire  se  produil.  La  pression  ré- 
sultante serait  égale  au  produit  de  la  différence  des  deux 
projections  par  la  pression  de  la  vapeur  sur  l'unité  de  surface 

(n-aee,  1"). 

(c)  Calaracte.  —  L'appareil  qui,  dans  la  machine  de  Cor- 
nouailles,  a  reçu  le  nom  de  cataracte,  a  pour  but  de  main- 
tenir le  piston  en  repos,  pendant  un  temps  plus  ou  moins 
long,  après  qu'il  a  terminé  une  double  course  (aller  et  re- 
tour) et  avant  d'en  recommencer  une  autre.  On  propor- 
tionne de  la  sorte  le  nombre  des  coups  de  piston  au  volume 
d'eau  qu'il  faut  i  chaque  instant  retirer  de  la  mine,  et  l'on 
arrive  ainsi  à  la  moindre  dépense  possible  de  vapeur  et  de 
charbon. 

Pour  obtenir  ce  résultat,  on  établit,  dans  une  bâche  rem- 
plie d'eau,  un  corps  de  pompe  où  se  meut  un  piston  plon- 
geur P'  ijiff.  378).  Quand  le  piston  à  vapeur  descend,  la  ma- 

Fig.  373. 


chine  soulève  P'  et  l'abandonne  ensuite  à  lui-même,  pendant 
que  le  premier  piston  remonte.  Le  piston  P'  aspire,  en  mon- 
tant, une  certaine  quantité  d'eau,  qui  entre  dans  le  corps  de 
pompe  par  la  soupape  c;  lorsque  ensuite  P'  redescend  sous 
l'action  de  son  poids,  c  se  ferme,  une  autre  soupape  d  s'ouvre 
et  laisse  échapper  le  liquide  par  un  orifice  qu'on  peut  dimi- 
nuer à  volonté,  au  moyen  d'un  robinet  e.  Il  résulte  de  là  que 
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le  temps  nécessaire  à  la  descente  du  piston  P'  peut  être  plus 
ou  moins  long,  et  qu'on  a  la  faculté  de  le  faire  varier  depuis 
une  très  petite  limite  inférieure  jusqu'à  une  limite  supérieure 
quelconque.  Les  soupapes  d'admission  et  d'exhaustion  ne 
s'ouvrant  que  lorsque  P'  arrive  au  bas  de  sa  course,  on  voit 
qu'on  établit  ainsi  tel  intervalle  de  temps  qu'on  veut  entre 
une  période  d'action  de  la  vapeur  et  celle  qui  l'a  précédée. 

Voici  maintenant  par  quel  mécanisme  se  produit  l'ouver- 
ture des  soupapes.  Le  diagramme  de  la^î^.  3^4  parait  suffi- 

Fig.  374. 


sanl  pour  en  faire  concevoir  la  disposition  générale.  Quand 
le  piston  P'  de  la  cataracte  arrive  au  bas  de  sa  course,  il  sou- 
lève, par  l'intermédiaire  de  la  tige  verticale  n,  un  loquet  ho- 
rizontal /  portant  une  dent  qui  arrête  une  came  a  solidaire 
avec  l'arbre  AB.  Cet  arbre  tourne  alors  rapidement  d'un  quart 
de  tour  sous  l'action  d'un  poids  Q  et  soulève  la  soupape 
d'admission  D  par  l'action  des  leviers  ô  et  rf  et  des  tiges  arti- 
culées g-,  h.  Alors  le  piston  à  vapeur  descend  ;  la  moitié  du  ba- 
lancier qui  s'abaisse  en  même  temps  porte  une  lige  verti- 


46o  SIXIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE  PEUXIÈVE. 

cale  nommée  poutrelle  qui,  d'une  part,  agit  par  un  taquet  sur 
une  came  Sq  solidaire  avec  AB  et  l'amène  dans  la  position  S, 
et,  d'autre  part,  force  la  came  T,  solidaire  avecCC,  de  prendre 
la  position  Tf  Le  piston  P'  est  ainsi  élevé  en  haut  de  sa 
course  par  la  rotation  de  l'arbre  CC;  le  levier  h  fait  refermer 
la  soupape  D,  et  la  tige  n  laisse  retomber  le  loquet  /  qui  se 
remet  en  prise  avec  la  came  a.  Enfin  la  poutrelle  remonte 
avec  le  piston  à  vapeur  en  abandonnant  les  deux  cames  et, 
quand  ce  piston  sera  revenu  en  haut  de  sa  course,  il  y  restera 
jusqu'à  ce  que  les  choses  recommencent  de  la  manière  ci- 
dessus  indiquée. 

Les  soupapes  d'exhaustion  et  d'équilibre  sont  manœuvrées 
par  des  moyens  analogues. 

330.  Machine  de  Watt  à  double  effet.  —  La  vapeur  venant 
de  la  chaudière  se  rend,  par  le  tuyau  d'amenée  A  (Jig.  ^7^)9 
dans  un  cylindre  B,  où  se  meut  un  double  piston  que  traverse 
une  tige  creuse  t.  La  soupape  à  gorge  S,  analogue  à  une  clef 
de  poêle,  permet  de  modérer  la  quantité  de  vapeur  intro- 
duite et,  au  besoin,  d'en  empêcher  l'entrée  dans  le  cylindre. 
La  vapeur  entre  ensuite  dans  un  espace  annulaire  mm, 
nommé  chemise  de  vapeur,  qui  entoure  le  corps  de  pompe  CC 
où  se  meut  le  piston  principal,  recevant  l'action  motrice.  Du 
cylindre  B  la  vapeur  doit  aussi  passer  dans  CC  et  agir  alter- 
nativement sur  chacune  des  deux  faces  du  piston,  pendant 
que  l'autre  face  communique  avec  un  condenseur;  à  cet  effet 
Watt  employait  le  double  piston  ci-dessus  mentionné,  mo- 
bile dans  le  cylindre  B.  Dans  la  position  représentée  par  la 
figure,  la  pression  de  la  vapeur  s'exerce  sur  la  face  supé- 
rieure, et  le  dessous  communique  avec  le  condenseur.  L'in- 
verse aura  lieu  en  faisant  descendre  le  double  piston  d'une 
quantité  convenable;  dans  la  position  dessinée  en  pointillé, 
la  partie  supérieure  C  du  corps  de  pompe  est  mise  en  com- 
munication avec  le  condenseur,  par  l'intérieur  de  la  tige 
creuse,  tandis  que  la  partie  C  communique  avec  A  et  par 
suite  avec  la  chaudière.  Ainsi  le  mouvement  du  double  piston 
détermine  celui  du  piston  principal  successivement  dans  les 
deux  sens  ;  ce  dernier  mouvement  se  transforme  d'abord  en 
oscillation  d'un  balancier  par  l'intermédiaire  d'un  parallélo- 
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gramme  de  Watl  (n"  73),  puis  en  mouvement  de  relation  con- 
tinu d'un  arbre  principal,  par  le  moyen  d'une  bielle  et  d'une 
manivelle  (n*  70). 
Le  condenseur  et  les  trois  pompes  nécessaires  au  jeu  de  la 

Fig.  375. 


machine  se  retrouvent  ici,  comme  dans  la  machine  à  simple 
effel  (n<'329). 

Le  mouvement  alternatif  du  double  piston  est  produit  par 
la  machine  elle-même.  Sur  l'arbre  principal  0  {Jiff.  3j6)  on 
cale  un  eicentrique  circulaire  {n*  72),  représenté  dans  la  figure 
par  son  rayon  d'excentricité  OE;  cet  excentrique  iransmetun 
mouvement  horizontal  alternatif  à  l'une  des  extrémités  F  d'un 
levier  coudé  FGH,  mobile  autour  de  l'axe  G.  La  branche  GF 
ne  décrivant  qu'un  petit  angle  de  part  et  d'autre  d'une  ver- 
ticale, l'extrémité  H  de  la  branche  perpendiculaire  GH  os- 
cille à  peu  près  verticalement  et  transmet,  au  moyen  d'une 
tige  liée  au  double  piston,  le  mouvement  que  celui-ci  doit 
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recevoir.  La  barre  d'excentrique  porte  d'ailleurs  en  K  une 
poignée  KF  qui  permet  de  la  soulever;  alors  elle  cesse  d'en- 
traîner le  bouton  F  de  la  barre  FG,  et,  le  double  piston  ces- 
sant de  fonctionner,  le  mouvement  de  la  machine  s'arrête 
bientôt. 

Fig.  376. 

n 


La  soupape  S  {fig^  376)  a  son  mouvement  limité  à  ^  de 

tour,  ce  qui  suffit  pour  lui  donner  tous  les  degrés  d'ouverture 
possibles;  elle  est  manœuvrée  par  un  régulateur  à  force  cen- 
trifuge (n®  254.),  dont  Taxe  de  rotation  reçoit  un  mouvement 
proportionnel  à  celui  de  Tarbre  principal.  Ce  régulateur 
laisse  la  soupape  ouverte  à  un  certain  degré  quand  la  vitesse 
angulaire  a  sa  valeur  normale,  augmente  l'ouverture  s'il  y  a 
ralentissement  et  la  diminue  de  plus  en  plus  dans  le  cas 
contraire  ;  la  fermeture  devenant  complète  quand  la  vitesse 
dépasse  une  certaine  limite.  Il  semble  que  l'étranglement 
produit  dans  le  tuyau  A  par  le  fait  d'une  ouverture  partielle 
de  la  soupape  doit  occasionner  une  perte  de  charge  (n*  284), 
et  par  conséquent  un  travail  des  forces  de  viscosité  (n<^  276), 
diminuant  d'autant  celui  que  la  vapeur  peut  transmettre  au 
piston.  Toutefois  cette  opinion  est  aujourd'hui  contestée,  par 
cette  raison  que  le  travail  des  forces  de  viscosité  peut  se 
transformer  en  chaleur  et  que  celle-ci  peut  à  son  tour  se 
transformer  en  travail,  d'où  résulterait  une  compensation. 
C'est  une  question  qui  n'est  guère  susceptible  de  se  trancher 
autrement  que  par  l'expérience. 

Il  est  naturel  de  se  demander  pourquoi  Watt  a  cru  devoir 
entourer  le  corps  de  pompe  CC  de  la  chemise  de  vapeur  mm. 
Il  est  bien  vrai  que  l'enveloppe  extérieure  offre  ainsi  au  re- 
froidissement une  surface  plus  grande,  puisque  son  rayon  se 


I 

1 


M0TEUB6,   RÉCEPTEURS,   ETC.  463 

trouve  augmenté  ;  mais  du  moins  la  vapeur  en  contact  avec 
cette  paroi  extérieure  se  trouve  toujours  à  la  même  pression. 
Au  contraire,  si  la  chemise  était  supprimée  et  le  corps  de 
pompe  directement  exposé  au  refroidissement  produit  par 
l'air  du  dehors,  la  vapeur  devrait,  en  arrivant,  réchauffer  les 
parois  et  par  suite  se  condenser  en  partie;  puis,  quand  cette 
eau  serait  en  communication  avec  le  condenseur,  la  pression 
devenant  très  petite,  il  y  aurait  vaporisation  et,  par  suite, 
nouveau  refroidissement  des  parois.  A  la  course  suivante,  il 
faudrait  encore  que  la  vapeur  réchauffât  le  corps  de  pompe, 
et  ainsi  de  suite.  Une  plus  grande  perte  de  chaleur  et  de 
travail  est  la  conséquence  de  toutes  ces  alternatives  de  hautes 
et  de  basses  pressions,  de  condensation  et  de  vaporisation 
nouvelle.  L'expérience,  aussi  bien  qu'une  théorie  plus  ap- 
profondie, a  prouvé  que  la  conception  de  Watt  était  juste. 
Cependant  on  supprime  assez  ordinairement  aujourd'hui  la 
chemise  de  vapeur;  mais  on  a  soin  de  défendre  l'intérieur  du 
corps  de  pompe  contre  les  causes  de  refroidissement,  en  l'en- 
tourant de  substances  peu  conductrices  de  la  chaleur,  et  évi- 
tant autant  que  possible  de  le  placer  au  milieu  de  courants 
d'air. 

Lorsque  la  place  manque  ou  qu'on  ne  dispose  pas  d'une 
quantité  suffisante  d'eau,  on  supprime  le  condenseur  et  on 
laisse  la  vapeur,  après  sa  période  d'action  sur  le  piston, 
s'échapper  directement  dans  l'atmosphère.  C'est  ce  qui  a  lieu, 
par  exemple,  dans  le  cas  des  locomotives.  Il  est  bien  évident 
du  reste  que  la  vapeur  doit  alors  être  employée  à  une  pres- 
sion notablement  supérieure  à  la  pression  atmosphérique, 
pour  donner  sur  le  piston  une  action  motrice  assez  intense, 
puisque  cette  action  n'est  produite  que  par  l'e^tcès  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  pressions  sur  la  seconde. 

On  a  renoncé  aujourd'hui,  presque  universellement,  à  l'ap- 
pareil encombrant  du  balancier.  La  tige  du  piston,  conve- 
nablement guidée  dans  son  mouvement  rectiligne  par  une 
glissière  ou  un  galet  mobile  entre  des  pièces  fixes,  s'articule 
à  une  bielle  agissant  directement  sur  une  manivelle  (n<*71) 
qui  fait  corps  avec  l'arbre  principal.  Les  machines  ainsi  dis- 
posées sont  dites  à  connexion  directe;  ce  sont  elles  que  nous 
aurons  en  vue  dans  la  plupart  des  explications  qui  nous 
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resléht  à  donner  au  sujet  de  la  distribution  de  vapeur,  c'est- 
à-dire  des  moyens  employés  pour  la  faire  arriver  alternative- 
ment sur  les  deux  faces  du  piston  moteur. 

Très  souvent  aussi  le  corps  de  pompe  où  se  meut  ce  piston 
est  placé  horizontalement  dans  les  machines  à  connexion  di- 
recte. 

331.  Distribution  de  vapeur^  —  Le  double  piston  par  lequel 
Watt  intervertissait  périodiquement  le  rôle  des  deux  faces 
du  piston  moteur,  et  qui  a  reçu  le  nom  de  tiroir  en  D,  parce 
que  le  profil  transversal  était  en  forme  de  segment  circulaire, 
présente  des  inconvénients  assez  graves.  Il  est  de  grandes 
dimensions,  et  le  cylindre  où  il  se  mçut  offre  beaucoup  de 
surface  au  refroidissement;  ensuite  le  double  piston  s'use 
par  le  frottement  et  il  se  produit,  sur  tout  son  contour,  un 
jeu  par  lequel  la  vapeur  de  la  chaudière  peut  s'échapper  en 
pure  perte,  en  passant  directement  dans  le  condenseur.  Cet 
appareil  n'est  plus  usité;  on  l'a  remplacé  par  d'autres,  dont 
nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

(a)  Tiroir  à  coquille;  distribution  normale,  —  Le  tiroir  à 
coquille  est  une  sorte  de  boîte,  ouverte  d'un  côté  et  analogue 
à  un  tiroir  de  commode,  qui  s'applique  et  glisse  sur  une  sur- 
face plane  bien  dressée,  en  lui  présentant  sa  face  ouverte 
{fig.  377).  Ce  tiroir  se  meut  dans  un  espace  clos  aa  nommé 
botte  à  vapeur,  lequel  communique  par  un  luyau  b  avec  la 
chaudière.  L'intérieur  du  tiroir  communique  avec  le  conden- 
seur (ou  avec  l'atmosphère,  si  le  condenseur  n'existe  pas),  au 
moyen  de  l'ouverture  o.  Il  résulte  de  là  que  Ja  pression  de  la 
vapeur  applique  toujours  le  tiroir  sur  sa  surface  d'appui, 
quelle  que  soit  l'usure,  pourvu  cependant  qu'elle  n'ait  pas 
sensiblement  déformé  les  plans  en  contact.  De  chaque  côté 
de  l'ouverture  centrale  o,  se  trouvent  deux  autres  ouver- 
tures ly  /',  dites  les  lumières  d'admission,  par  lesquelles  lava- 
peur  peut  arriver  de  la  boîte  a  jusqu'au  piston  moteur.  Ces 
trois  ouvertures  sont  rapprochées  les  unes  des  autres,  afin  de 
réduire  autant  que  possible  les  longueurs  de  la  boîte  à  vapeur 
et  du  tiroir,  dans  le  sens  parallèle  à  la  longueur  du  corps  de 
pompe.  De  plus  on  donne  aux  lumières  d'admission  une 
petite  dimension  dans  le  même  sens,  et  une  assez  grande 
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largeur  dan^  ïe  sens  perpendiculaire,  arin  que  la  iranslation 
donnée  au  tiroir  parallèlemenl  à  la  première  de  ces  deux 
lignes  ait  rapidement  pour  effet  de  faire  passer  chaque 
bord  ^i^  du  tiroir  d'un  côté  à  l'autre  des*  lumières  d'admis- 
sion. 

Voici  malntenani  quel  est  le  fonctionnement  de  l'appareil. 
Dans  la  position  que  représente.  la  figure,  la  vapeur  de  la 
chaudière  entre  dans  le  corps  de  pompe  par  la  lumière  d'ad- 
mission /  et  pousse  le  piston  de  droite  à  gauche,  pendant  que 
la  vapeur  précédemment  entrée  de  l'autre  côté  s'échappe 
par  /',  pour  aller  au  condenseur  ou  dans  l'atmosphère.  Si 

Fin-  s-j. 


l'on  déplace  ensuiie  le  tiroir  vers  la  droite,  d'une  quantité 
suffisante  pour  faire  passer  la  lumière  C  au  dehors  et -la  lu- 
mière /  dans  son  intérieur,  les  rAles  des  deux  faces  du  piston 
seront  renversés  :  la  vapeur  agira  suc  la  face  gauche  pour 
pousser  à  d.rolte,  pendant  que  la  face  droite  sera  en  commu-  . 
nication  avec  l'ouverture  o  d'échappement.'  Faisant  ensuite 
revenir  le  tiroir  à  la  position  de  la  figure,  on  recommencera 
une  période  semblable  à  la  première,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

On  voit  par  cette  explication  que  le  liroir  doit  recevoir  un 
mouvement  alternatif,  parallèlement  à  la  longueur  du  corps 

B«M8E.  -  Court  rfe  Wic,  [[.  3o 
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de  pompe.  Le  moyen  le  plus  usité  pour  produire  ce  mouve- 
ment consiste  dans  l'emploi  d'un  excentrique  circulaire 
(n°72),  calé  sur  l'arbre  principal  de  la  machine,  c'est-à-dire 
sur  celui  auquel  le  piston  transmet  le  mouvement  en  agis- 
sant sur  une  manivelle  par  l'intermédiaire  d'une  bielle. 
L'excentrique  circulaire  agira  de  même  par  sa  barre,  pour 
mouvoir  alternativement  une  tige  guidée  solidaire  avec  le 
tiroir.  Cherchons  à  reconnaître  quelle  relation  de  position  il 
y  a  lieu  d'établir  entre  la  manivelle  du  piston  el  le  rayon 
d'excentricité  de  l'excentrique  circulaire.  Supposons  d'abord 
que  le  tiroir,  dans  une  de  ses  positions,  bouche  exactement 
les  lumières  d'admission  {Jig.  378);  au  même  instant  le 
piston  moteur  se  trouve  à  l'une  des  extrémités  de  sa  course. 

Fie.  378. 


Il  faut  en  elTet  qu'à  cet  instant  un  petit  déplacement  du 
tiroir,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  intervertisse  les  rôles  des 
deux  races  du  piston,  et  une  semblable  interversion  ne  doit 
se  produire  que  lorsque  le  piston  vient  d'achever  une  course. 
En  supposant,  par  exemple,  qu'il  vienne  d'arriver  à  sa  posi- 
tion extrême  vers  la  gauche,  la  manivelle  qu'il  conduit  occupe 
une  position  correspondante  représentée  par  OM^  et  O'M",, 
en  projection  sur  deux  plans  dont  le  premier  passe  par  l'axe 
de  rotation  OOi  et  par  l'axe  OCC  du  corps  de  pompe,  et  dont 
le  second  est  perpendiculaire  à  00,.  A  partir  de  là,  il  faut 
que  le  tiroir-se  meuve  vers  la  droite,  pour  laisser  la  vapeur 


MOTEURS,    RÉCEPTEURS,   ETC.  4^7 

arriver  de  la  chaudière  en  C  par  la  lumière  /',  pendant  que  C 
communique  par  la  lumière  /  avec  le  tuyau  d'échappement  o. 
Ensuite  le  tiroir  devra  revenir  en  sens  contraire  et  avoir 
repris  la  position  indiquée  dans  la  figure  quand  la  course  du 
piston  vers  la  droite  sera  terminée  ;  car  alors  il  doit  être  prêt 
à  laisser  passer  Ja  vapeur  par  la  lumière  /,  pour  qu'elle  agisse 
'  en  C,  et  à  mettre  /'  en  communication  avec  o,  ce  qui  arrivera 
en  donnant  au  tiroir  un  mouvement  symétrique  de  celui  qu'il 
avait  pendant  la  course  du  piston  vers  la  droite.  Toutes  ces 
conditions  sont  remplies  et  ne  peuvent  Têtre  qu'en  plaçant 
le  rayon  d'excentricité  (Oi/n,  O'/n')  en  avance  d'un  angle 
droit  sur  la  manivelle  (OMo,  O'M^),  dans  le  sens  de  la  rota- 
tion de  l'arbre  principal  autour  de  OOi.  En  effet,  les  deux  di- 
rections doivent  d'abord  être  rectangulaires,  parce  que  la 
position  moyenne  du  tiroir  répond  aux  positions  extrêmes  du 
piston;  ensuite  il  faut  qu'il  y  ait  avance  et  non  retard  de  90» 
pour  le  rayon  d'excentricité,  pour  que  le  mouvement  du 
tiroir,  en  partant  de  sa  position  moyenne,  soit  toujours  dans 
le  même  sens  que  le  mouvement  simultané  du  piston,  lorsque 
celui-ci  commence  une  course. 

Le  tiroir  que  nous  venons  de  décrire  met  toujours  une  des 
deux  faces  du  piston  en  communication  avec  la  chaudière,  et 
l'autre  avec  le  condenseur  ou  l'atmosphère.  Il  ne  produit  par 
conséquent  ni  détente,  ni  compression  de  la  vapeur.  On  la 
nomme,  probablement  en  raison  de  ce  fait,  tiroir  à  distribu- 
tion normale» 

Nous  allons  maintenant  décrire  quelques-uns  des  nombreux 
moyens  employés  pour  faire  agir  la  vapeur  avec  détente. 

(6)  Tiroir  à  détente^  ma  par  un  excentrique  à  ondes,  — 
Un  premier  moyen  consiste  simplement  à  donner  un  peu 
plus  de  longueur  au  tiroir  précédent,  de  manière  que,  l'une 
des  deux  lumières  d'admission  étant  couverte  par  un  des 
bords,  l'autre  lumière  se  trouve  simultanément  dans  l'inté- 
rieur du  tiroir.  On  fait  prendre  à  ce  tiroir  allongé  les  quatre 
positions  indiquées  dans  \^/ig.  879. 

En  désignant  toigours  par  C  et  C  les  côtés  droit  et  gauche 
du  piston,  la  figure  montre  que  la  communication  existe  : 

Dans  la  position  1,  entre  C  et  la  chaudière,  entre  C  et  le 
condenseur  ou  l'atmosphère  ; 
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Dans  la  position  %  entre  C  et  le  condenseur  ou  l'atmosphère , 
Tarrivée  de  la  vapeur  en  G'  étant  supprimée  ; 

Dans  la  position  3,  entre  C  et  la  chaudière,  entre  G  et  le 
condenseur  ou  l'atmosphère; 

Dans  la  position  h,  entre  C  et  le  condenseur  ou  l'atmo- 
sphère, Tarrivée  de  la  vapeur  en  C  étant  supprimée. 

Fig.  379.    - 


Quand  le  tiroir  occupe  les  positions  1  et  3,  on  voit  que  la 
vapeur  agit  à  pleine  pression;  quand  il  occupe  les  positions 2 
et  ky  la  vapeur  agit  au  contraire  par  détente  ;  puisqu'un  des 
côtés  du  piston  communique  avec  le  condenseur  ou  avec 
l'atmosphère  et  que  l'orifice  d'admission  est  simultanément 
fermé  pour  l'autre  côté,  qui  dès  lors  conserve  un  poids  con- 
stant de  vapeur  pendant  le  déplacement  du  piston.  Il  ne 
s'agit  donc  plus  que  de  savoir  comment  on  pourra  produire, 
aux  instants  convenables,  le  passage  périodique  du  tiroir  à 
ces  quatre  positions  successives. 

On  emploie  pour  cela  Vexcentrique  à  ondes.  C'est  un  ex- 
centrique à  galets  (n®  68,  a),  composé  de  quatre  arcs  de 
cercles  décrits  autour  d'un  même  centre  0  (fig.  38o),  et 

deux  à  deux  séparés  par  une 
distance   $  égale  à  la  largeur 


Fig.  38o. 


-i-l-^^Vc  k4-r.kWi— 


commune  des  deux  lumières  /, 
U  et  des  bords  du  tiroir  qui 
doivent  les  recouvrir  de  temps 
à  autre.  Les  deux  plus  petits 
rayons  diffèrent  de  8,  ainsi  que 
les  deux  plus  grands;  quant 
aux  deux  moyens,  ils  diffèrent 
d'une  quantité  8',  telle  que 
0'  soit  la  longueur  parcourue  par  le  tiroir  en  allant  de  la 
position  2  à  la  position  3,  ou  de  4>  à  1.  Chacun  des  arcs  de 
cercle  occupe  sur  sa  circonférence  l'un  des  quatre  angles 


^--_^ 


•^^^ ,^-' 
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Tormés  par  deux  droites  OM,  ON  qui  se  croisent  en  0  ;  ils 
sont  raccordés  par  des  courbes  suffisamment  adoucies,  afin 
de  faciliter  le  mouvement  des  galets,  quand  il  doit  y  avoir  un 
passage  d'un  arc  à  l'autre.  Si  l'on  fait  tourner  l'excentrique 
autour  de  0  dans  le  sens  de  la  flèche,  le  système  solide  formé 
par  le  tiroir,  les  galets  et  la  tige  guidée  qui  les  porte,  après 
être  resté  quelque  temps  immobile  dans  une  position  que 
nous  supposons  coïncider  avec  1,  recule  de  5  vers  la  gauche, 
puis  de  8  +  8'  encore  dans  le  même  sens,  après  quoi  îl  avan- 
cera de  8  vers  la  droite,  puis  de  8  H-  8'  aussi  vers  la  droite,  et 
sera  ainsi  revenu  à  son  point  de  départ;  ce  système  aura  donc 
bien  pris  les  positions  successives  qu'on  avait  en  vue. 

En  supposant  uniforme  la  rotation  de  l'excentrique,  le 
temps  pendant  lequel  le  tiroir  demeure  immobile  dans  cha- 
cune des  quatre  positions  est  mesuré  par  l'angle  au  centre  de 
Tare  de  cercle  correspondant,  et  par  conséquent  le  degré  dé 
détente  ou  la  fraction  de  la  course  pendant  laquelle  la  vapeur 
agit  à  pleine  pression  dépend  uniquement  de  l'angle  MON. 
On  pourrait  faire  varier  le  degré  de  détente  dans  une  même 
machine,  en  l'arrêtant  et  remplaçant  l'excentrique  par  un 
autre,  dans  lequel  on  aurait  changé  l'angle  MON  et  conservé 
les  mêmes  rayons  pour  les  arcs  de  cercle.  On  peut  aussi  con- 
struire l'excentrique,  de  manière  qu'on  ait  la  faculté  d'y  faire 
varier  MON,  mais  toujours  en  arrêtant  la  marche  de  la  ma- 
chine. Imaginons  en  effet  que  l'on  construise  d'abord  les  deux 
secteufs  opposés  par  le  sommet  OABCDO,  OabcdO  {fig.  38i); 
puis  un  peu  en  arrière,  dans  un  pj    3g ^ 

plan  parallèle,  plaçons  les  deux 
secteurs,  concentriques  aux  pre- 
miers et  également  opposés  par 
le  sommet,  OEFGHO,  OefghO. 
L'ensemble  des  quatre  secteurs 
donne  l'excentrique  complet,  avec 
certaines  portions  en  double,  ce 
qui  est  indifférent,  pourvu  que  la 
hauteur  des  galets  soit  égale  à 
la  somme  des  deux  épaisseurs 
superposées.  Or,  si  l'on  fait  tourner  les  deux  premiers  sec- 
teurs relativement  aux  deux  autres  autour  de  0  dans  le  sens 
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de  la  flèche,  d*un  angle  assez  petit  pour  qu'ils  ne  cesseut 
d'avoir  des  arcs  communs  sur  les  quatre  circonférences,  on 
voit  que  les  angles  AOE,  aOe  vont  diminuer  pendant  que 
DO  h  et  dOE,  augmenteront;  donc  les  arcs  BF,  bf  du  profil 
complet  auront  diminué,  et  les  arcs  C^,  cG  auront  augmenté, 
ce  qui  est  justement  reffet  produit  par  l'augmentation  de 
Tangle  MON  dans  ]^/ig>  38o.  En  changeant  le  sens  de  la  rota- 
tion relative  donnée  aux  deux  systèmes  de  secteurs,  on  pro- 
duirait l'effet  inverse. 

Outre  l'inconvénient  de  ne  se  prêtera  un  changement  dans 
le  degré  de  la  détente  qu'à  la  condition  d'un  arrêt  de  la  ma- 
chine, l'excentrique  à  ondes  présente  celui  de  donner  au 
tiroir  un  mouvement  dur  et  saccadé,  nuisible  à  la  conserva- 
tion des  pièces.  On  a  imaginé  en  conséquence  beaucoup 
d'autres  appareils  pour  produire  la  détente  et  en  faire  varier 
le  degré  pendant  la  marche  même  de  la  machine,  suivant  la 
quantité  de  travail  moteur  dont  on  a  besoin  à  chaque  instant, 
et  qui  correspond  aux  résistances  variables  à  surmonter.  Nous 
nous  bornerons  à  en  indiquer  deux. 

(c)  Détente  variable  de  Farcot.  —  Concevons  d'abord  un 
tiroir  à  distribution  normale  qui,  dans  sa  position  moyenne, 
bouche  exactement  les  deux  lumières  /,  /'  {/ig,  38a  ),  et  qui 
est  conduit  par  un  excentrique  circulaire,  comme  on  Ta  vu 
plus  haut  (n<»  331,  a);  ajoutons  ensuite  à  chaque  bord  un 
excédent  d'épaisseur  où  l'on  prendra  les  deux  cavités  m  et  /i. 
Ces  cavités  sont  séparées  de  la  boîte  à  vapeur  où  se  meut  le 
tiroir,  par  des  plaques  percées  d'ouvertures  analogues  aux 
fentes  d'une  persienne;  ces  plaques  font  corps  avec  le  tiroir. 
D'autres  plaques  entraînées  dans  le  mouvement  du  tiroir, 
mai$  pouvant  prendre  sur  lui  un  glissement  relatif,  sont 
percées  d'ouvertures  de  mêmes  dimensions.  Prenons  le  tiroir 
dans  sa  position  moyenne,  tel  que  le  représente  la  figure;  à 
cet  instant,  les  fentes  se  superposent  pour  la  cavité  m  et  la 
laissent  communiquer  avec  la  boîte  à  vapeur;  l'inverse  a  lieu 
pour  la  cavité  /i.  Si  nous  faisons  marcher  le  tiroir  vers  la 
droite,  la  lumière  /'  se  découvre  et  reçoit  la  vapeur  de  la 
chaudière,  pendant  que  la  lumière  /  communique  avec  le  con- 
denseur ou  l'atmosphère;  le  piston  moteur  va  donc  com- 
mencer aussi  sa  course  de  gauche  à  droite.  On  sait  qu'il  la 
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finira  quand  le  tiroir  aura  marché  vers  la  droite  d'une  cer- 
taine quantité,  puis  sera  revenu  de  la  même  quantité  vers  la 
gauche;  mais,  avant  qu'il  ait  terminé  son  excursion  à  droite, 
une  saillie  f,  solidaire  avec  la  plaque  mobile  de  gauche,  vient 
buter  contre  une  came  C,  Hxe  dans  la  boite  à  vapeur,  les 
fentes  se  ferment  pour  la  cavité  m,  la  vapeur  cesse  d'arriver 
sur  la  face  gauche  du  piston  moteur,  et  la  course  de  celui-ci 
vers  la  droite  s'achève  avec  détente.  Avant  le  retour  du  tiroir 
vers  la  gauche,  une  tige  u',  solidaire  avec  la  plaque  mobile  de 

Fie-  38a. 


droite,  est  venue  buter  contre  un  des  fonds  de  la  botte  à  va- 
peur, et  3  ouvert  les  fentes  par  lesquelles  la  cavité  n  peut 
recevoir  la  vapeur;  en  conséquence,  quand  le  tiroir  va  faire, 
à  gauche  de  sa  position  moyenne,  l'oscillation  qu'il  vient  de 
faire  à  droite,  les  rôles  seront  simplement  permutés  pour  les 
deux  côtés  du  tiroir  et  du  piston,  et  les  mêmes  faits  se  re- 
produiront, pour  recommencer  de  même  aux  courses  sui- 
vantes. 

Ici  le  degré  de  détente  varie  avec  le  plus  ou  moins  de 
saillie  qu'on  donne  à  la  came  C  et  à  son  analogue  D,  répon- 
dant au  côté  droit.  Ces  deux  cames  sont  montées  sur  une  tige 
qui  traverse  la  botte  à  vapeur,  et  qu'on  peut,  en  agissant  au 
dehors,  faire  tourner  autour  de  son  axe  de  figure;  de  plus 
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elles  ont  une  figure  choisie  de  manière  que  cette  rotation 
leur  donne  la  saillie  variable  d'où  résulte  le  changement  dans 
le  degré  de  détente.  Tout  se  réduit  donc  à  produire  cette 
rotation.  On  pourrait  simplement  la  produire  avec  la  main. 
On  y  arrive  aussi  au  moyen  du  régulateur  à  force  centrifuge, 
qui  imprime  une  rotation  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sui- 
vant que  la  marche  est  trop  lente  ou  trop  rapide;  on  peut 
s'arranger  pour  que,  dans  le  premier  cas,  la  saillie  soit  dimi- 
nuée (ce  qui  augmentera  l'admission  de  la  vapeur),  et  que  le 
contraire  arrive  dans  le  second  cas. 

(d)  Tiroir  à  recouvrement,  —  Le  tiroir  à  recouvrement 
diffère  du  tiroir  à  distribution  normale  en  ce  que  les  bords 

Fig.  383. 
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sont  établis  avec  des  largeurs  supérieures  à  celles  des  lu- 
mières d'admission,  comme  le  représente  la  Jig.  383.  Ce 
système  est  très  ordinairement  employé  dans  les  locomo- 
tives. Voici  d'abord  quelles  sont  ses  propriétés  les  plus  essen- 
tielles; nous  verrons  un  peu  plus  loin  comment  on  a  pu,  par 
son  emploi  combiné  avec  celui  d'un  autre  appareil,  obtenir 
une  détente  variable  pendant  la  marche  de  la  machine. 

La  position  moyenne  du  tiroir  est  T^,  répondant  à  la  posi* 
tion  0/n  du  rayon  d'excentricité  de  son  excentrique  conduc- 
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leur;  nous  supposons  qu'alors  les  bords  du  tiroir  dépassent 
extérieurement  les  lumières,  d'une  certaine  longueur  e 
nommée  recouvrement  extérieur,  mais  qu'il  y  a  coïncidence 
des  limites  intérieures  pour  ces  mêmes  lumières  et  bords  du 
tiroir.  La  position  correspondante  de  la  manivelle  du  piston 
ne  peut  pas  être,  comme  dans  le  cas  de  la  distribution  nor- 
male, la  perpendiculaire  OM©  à  go*»  en  arrière  de  Om;  car,  si 
cela  était,  le  piston  moteur  P  se  trouverait  alors  en  P©,  à  l'ex- 
trémité gauche  de  sa  course,  et  cependant  la  lumière  d'ad- 
mission L  ne  serait  pas  prête  à  se  découvrir  pour  laisser 
entrer  la  vapeur.  Il  faut  qu'à  l'instant  où  P  est  en  Po,  l'extré- 
mité T  du  tiroir  ait  déjà  parcouru  l'espace  TTo=e  vers  la 
droite;  que,  par  conséquent,  le  rayon  Om  ait  décrit  un  angle 
mOmo=:a,  tel  que  la  projection  de  l'arc  mm^  sur  le  dia- 
mètre M0M4  parallèle  au  mouvement  de  T  soit  égal  à  e,  d'où 
résulte  que  l'angle  de  0/n  avec  la  manivelle  du  piston  est 
90*+  a.  Cet  angle  obtus  se  nomme  angle  de  calage;  l'angle 
aigu  a  est  dit  angle  d'avance. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrive  lorsque  le  rayon  d'excen- 
tricité Om  fait  une  révolution  complète.  Quand  m  passe 
de  moà  mi  et  ensuite  à  m,,  point  symétrique  de  mo,  le  point  T 
du  tiroir  parcourt  les  espaces  égaux  et  de  sens  contraires 
ToTi,  TiTj;  la  lumière  L  reste  pendant  tout  ce  temps  plus  ou 
moins  découverte,  et  la  vapeur  agit  à  pleine  pression.  Si  le 
point  m  va  de  /w,  à  m„  le  point  T  parcourt  l'intervalle  TjTs, 
pour  arriver  à  sa  position  moyenne,  représentée  par  la  figure; 
la  lumière  L  reste  donc  fermée,  et  la  vapeur  agit  par  détente. 
Dans  tout  ce  parcours  de  l'arc  /Wom,m,mj,  le  tiroir  est  tou- 
jours demeuré  à  droite  de  sa  position  moyenne,  et  par  con- 
séquent la  lumière  /  a  été  en  communication  constante  avec 
le  tuyau  d'échappement.  Pendant  le  reste  de  la  demi-révolu- 
tion finissant  en  /n^,  point  diamétralement  opposé  à  mo,  le 
tiroir  va  parcourir  l'espace  T3  T^  =  TTo  =  e  ;  la  lumière  L  com- 
munique alors  avec  l'échappement  et  /  reste  fermée;  lava- 
peur  agissant  sur  le  côté  gauche  du  piston  s'échappe  donc 
avant  qu'il  ait  achevé  sa  course  entière  de  Po  à  P4,  et  simul- 
tanément la  vapeur  qui  restait  sur  le  côté  droit  se  trouve  em- 
prisonnée et  comprimée  par  le  piston.  Ce  sont  là  des  incon- 
vénients inhérents  au  système.  Du  reste,  la  compression  de  la 


474  SIXIÈME   PARTIE.  —   CHAPITRE  DEOXIÈME. 

vapeur  amène  une  certaine  production  de  chaleur  qui  com- 
pense au  moins  en  partie  le  travail  mécanique  dépensé  par 
le  fait  de  cette  compression  ;  la  vapeur  emprisonnée  se  ré- 
chauffe et  ne  se  trouve  plus  à  une  température  trop  inférieure 
à  celle  que  possède  la  vapeur  arrivant  de  la  chaudière,  à 
IMnstant  où  commencera  une  nouvelle  course  du  piston,  en 
sens  contraire  de  celle  qui  s'achève. 

Dans  la  seconde  moitié  de  la  révolution  complète  du 
rayon  0/w,  on  retrouve  les  mêmes  phases;  mais  les  rôles 
sont  intervertis  pour  le  côté  droit  et  le  côté  gauche  de  la 
figure. 

Il  est  aisé  de  déterminer  la  fraction  de  la  course  du  piston 
qui  s'accomplit  sous  l'action  de  la  vapeur  à  pleine  pression  ; 
elle  correspond  au  parcours  de  l'angle  moOm,=:i8o*— a« 
par  le  rayon  Om,  et  par  conséquent  à  un  angle  égal  M0OM3 
décrit  par  la  manivelle  du  piston  à  partir  de  sa  position  ini- 
tiale OMq.  Si  Ton  néglige  l'obliquité  de  la  bielle,  la  longueur 
correspondante  parcourue  par  le  piston  sera  la  projection  de 
l'arc  MqM,  sur  le  diamètre  M0M4,  ou  bien 


OMo(l-+-COS2a); 


d'autre  part,  la  longueur  totale  de  la  course  est  aOMo;  donc  le 
degré  de  détente  ou  fraction  accomplie  à  pleine  pression  est 

-(i  +  C0S2a)  =C0S*a. 

L'avance  à  l'échappement,  qu'on  a  reconnue  ci-dessus, 
pourrait  évidemment  être  diminuée  par  un  recouvrement 
intérieur,  en  vertu  duquel  l'écartement  intérieur  des  deux 
bords  du  tiroir  serait  un  peu  moindre  que  celui  des  deux  lu- 
mières d'admission;  mais,  par  contre,  on  augmenterait  aussi 
la  période  de  compression  de  la  vapeur.  Dans  la  pratique 
on  fait  le  recouvrement  intérieur  très  petit,  de  o"»,ooi  environ 
sur  chaque  bord;  le  but  de  cette  disposition  est  surtout 
d'éviter  que  les  deux  lumières  communiquent  simultané- 
ment avec  l'oriQce  £.  On  donne  aussi  une  petite  avance  à 
l'admission,  c'est-à-dire  que  la  lumière  L,  par  exemple,  au 
lieu  de  ne  commencer  à  se  découvrir  qu'à  l'instant  où  le 
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piston  moteur  est  en  Po,  se  découvre  un  peu  plus  tôt,  et  que 
ToriOce  a  déjà  une  petite  largeur  libre  S  à  l'instant  dont  il 
s'agit.  De  cette  manière,  quand  la  course  va  commencer,  la 
vapeur  est  arrivée  au  piston  et  se  trouve  prête  à  le  pousser 
immédiatement;  d'ailleurs,  à  cet  instant,  la  vitesse  du  piston 
est  nulle  et  sa  force  d'inertie  est  au  contraire  maximum,  ce 
qui  est  une  raison  pour  ne  pas  retarder  l'action  de  la  force 
mouvante. 

Étant  donné  :  i""  que  le  tiroir  doit  être  mené  par  un  excen- 
trique ayant  un  rayon  d'excentricité  r  et  un  angle  d'avance  a; 
20  que  ce  tiroir  doit  présenter  un  recouvrement  intérieur  i  et 
un  recouvrement  extérieur  e,  le  calcul  ci-après  permet  de  se 
rendre  compte  des  principales  circonstances  de  la  distribu- 
tion. Soit,  en  effet,  Om!  une  position  quelconque  du  rayon 
d'excentricité,  répondant  à  l'angle  /noOm'=6  parcouru  de- 
puis la  position  initiale,  la  distance  x  du  tiroir  à  sa  position 
moyenne  sera  (en  négligeant  toujours  l'obliquité  de  la  barre 
d'excentrique)  égale  à  la  projection  de  l'arc  mm'  sur  0/n,,  ce 
qui  donne 

(i)  j?  =  rsin(a-+-6), 

relation  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  0,  pourvu  que  Ton 
considère  la  distance  x  comme  positive  ou  négative,  suivant 
qu'elle  est  comptée  à  droite  ou  à  gauche  de  la  position 
moyenne.  Cette  distance  x  doit  être  e-h8  pour  6  =  0,  en 
raison  de  ce  qu'on  suppose  alors  la  lumière  déjà  découverte 
sur  une  largeur  8;  donc 

(2)  e-h8  =  rsina, 

relation  qui  fera  connaître  8.  Si  maintenant  on  nomme  0',  6*^ 
les  valeurs  de  0  répondant  au  commencement  et  à  la  fin  de 
l'admission;  6^,  0»^  celles  qui  répondent  au  commencement 
et  à  la  fin  de  l'échappement,  sur  la  même  face  du  piston  ;  ces 
angles  doivent  satisfaire  aux  équations 

(3)  e=rsin(a-t-e'),  e  =  rsin(a  +  e''), 

(4)  —  i  =z  r  sîn(a  -h  O*' ),     '-'i=r  sin (a  h-  6'^). 

On  tirera  des  relations  (3)  des  valeurs  supplémentaires 
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pour  a +  6'  et  a-f-6';  d'après  Téqualion  (2)  ces  valeurs  ne 
seraient  autre  chose  que  a  et  180®  — a,  si  Ton  faisait  8  =  0; 
maiSy  comme  8  est  seulement  petit  sans  être  nul,  il  faut  que 
6'  ait  une  petite  valeur  négative  et  que,  par  suite,  a  4-  6'  dé- 
passe légèrement  i8o*—  a.  De  même  les  relations  (4)  fourni- 
ront des  valeurs  de  a  -4-  6^  et  de  a  -h  6«%  respectivement  peu 
éloignées  de  iSo*  et  36o%  la  première  un  peu  au-dessus,  la 
seconde  un  peu  au-dessous  de  ces  valeurs  approximatives, 
qui  répondraient  à  Thypothèse  £  =  0.  On  connaîtra  ainsi  les 
quatre  angles  6',  O'',  6',  6'^.  Enfln  on  remarquera  que  l'ouver- 
ture maximum  b  de  la  lumière  L  se  produit  quand  0/n  prend 
la  position  Om,,  pour  a  -h  6  =  90*»;  à  cet  instant  la  distance  jf 
devient  égale  à  r  et  elle  s'exprime  aussi  par  b-he^  d'où  ré- 
sulte la  valeur  de  b 

(5)  bz=zr  —  e. 

Réciproquement,  au  lieu  de  considérer  r,  a,  e,  i  comme 
des  données  et  d'en  déduire  les  circonstances  de  la  distribu- 
tion, on  pourrait  déterminer  ces  quantités  de  manière  à  rem- 
plir quatre  conditions  qu'on  se  serait  imposées  a  priori.  Par 
exemple  on  peut  se  donner  6',  ^"^  O*'  et  b.  Alors  on  a 

a  -h  e'=  i8o«—  (a  4-  6'), 
ce  qui  donne 

a  =  90«—  1(6'-+- 6*'). 

On  trouve  ensuite  r  et  e  par  l'équation  (5)  jointe  à  l'une  des 
équations  (3),  t  par  la  première  équation  (4),  et  enfin  6*^  par 
la  relation 

a -t- 6*^  =  54o«  —  (a -h  6^  ). . 

Connaissant  r  et  a,  il  serait  également  facile  de  retrouver 

par  l'équation  (i)  la  valeur  de  6  répondant  à  une  valeur  donnée 

de  X  ;  l'angle  6  ferait  connaître  la  position  correspondante  de 

la  manivelle  OM'  du  piston,  et  par  conséquent  la  position  de 

celui-ci. 

Remarque,  —  Supposons  le  piston  en  Po  {/ig'  383)  au  bout 
de  sa  course  vers  la  gauche;  si,  à  partir  de  celte  position,  le 
rayon  d'excentricité  0  m©  est  remplacé  par  la  ligne  symétrique 
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Onti,  Texcentrique  aura  la  position  convenable  pour  une  ro- 
tation de  sens  contraire  autour  de  Taxe  0.  Le  changement 
de  sens  ne  peut  pas  être  immédiat,  à  cause  de  la  vitesse  ac* 
quise;  pendant  un  certain  nombre  de  tours,  le  piston  marche 
à  contre-vapeur,  puis  la  vitesse  passe  par  zéro,  et  Gnalement 
elle  change  de  sens. 

(e)  Emploi  de  la  coulisse  de  Stephenson,  —  La  coulisse  de 
Stephenson,  décrite  au  n«  T7,  permet  tout  à  la  fois  de  réa- 
liser le  changement  du  sens  de  la  marche,  dont  on  vient  de 
parler,  et  d'obtenir,  avec  le  tiroir  à  recouvrement,  divers  de- 
grés de  détente.  Soient  Omo  et  0/n'^  les  deux  rayons  d'ex- 
centricité répondant  aux  deux  sens  de  la  rotation  de  l'arbre 
principal  autour  de  Taxe  0  {Jig.  384);  les  deux  barres  d'ex- 

Fig.  384. 


centrique  \m^,  B/n'o  sont  articulées  aux  deux  extrémités 
d'une  coulisse  AB,  dans  laquelle  s'engage  le  coulisseau,  fai- 
sant corps  avec  la  tige  T^  du  tiroir.  Quand  la  coulisse  occupe 
la  position  indiquée  dans  la  figure,  le  coulisseau  est  en  A,  et 
la  rotation  autour  de  0  se  produit  dans  le  sens  qui  répond  au 
rayon  d'excentricité  0/no.  Quand  on  veut  le  changer,  on  agit 
sur  l'extrémité  F  du  levier  coudé  FED  (mobile  quand  on  le 
veut,  autour  de  £,  mais  fixe  dans  l'état  ordinaire),  de  manière 
à  relever  la  tige  DC,  articulée  en  D  avec  ED  et  en  C  avec  la 
coulisse;  on  amène  ainsi  l'extrémité  B  de  celle-ci  à  coïncider 
avec  le  coulisseau.  Alors  c'est  l'excentrique  ayant  Om^  pour 
rayon  d'excentricité  qui  détermine  le  mouvement  du  tiroir, 
et  la  rotation  autour  de  0  change  de  sens.  Si,  au  lieu  d'amener 
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le  coulisseau  à  comcider  avec  l'une  des  extrémités  de  la  cou- 
lisse, on  lui  donne  une  situation  intermédiaire,  oa  obtient 
pour  le  tiroir  des  mouvements  d'amplitude  variable,  qui  pro- 
duisent un  degré  de  détenteégalement  variable  avec  la  marche 
dans  l'un  ou  l'autre  sens. 

C'est  là  le  second  système  de  détente  variable  que  nous 
avions  annoncé  plus  haut. 

332.  Machine  de  Woolf.  —  Considérons  deux  pistons  P,  P' 
{fig.  385)  mobiles  dans  des  corps  de  pompe  de  rayons  iné- 


gaux, mais  accomplissant  des  courses  de  même  étendue;  les 
tiges  de  ces  pistons  sont  unies  par  une  barre  transversale, 
sorte  de  joug,  sur  lequel  s'assemble  une  tige  unique  destinée 
à  transmettre  l'action  motrice  de  la  vapeur  à  un  arbre  tour- 
nant, soit  par  l'intermédiaire  d'un  balancier,  soit  par  le  sys- 
tème de  la  connexion  directe.  Le  plus  petit  corps  de  pompe, 
où  se  meut  le  piston  P,  est  muni  de  quatre  orifices  a,  a' ,  b,  b', 
à  volonté  ouverts  ou  fermés,  par  le  moyen  de  soupapes  ou 
de  tiroirs;  la  figure  indique  des  robinets,  pour  simplifier  le 
dessin.  Les  ouvertures  a,  a'  font  communiquer  le  corps  de 
pompe  AA  avec  la  chaudière;  les  deux  autres  permettent  la 
communication,  par  des  tuyaux  croisés,  entre  AA  et  le  plus 
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grand  corps  de  pompe  BB.  Ce  dernier  présente  encore  deux 
orifices  c,  c'  également  munis  d'un  moyen  de  fermeture,  qui 
établissent  une  communication  avec  le  condenseur.  Lorsque 
les  deux  pistons  se  trouvent  en  haut  de  leur  course,  les  ori- 
fices a,  by  c  sont  ouverts,  et  a',  6',  c'  fermés;  la  vapeur  arrive 
au-dessus  du  piston  P  et  agit  pour  le  faire  descendre;  la  va- 
peur qui  avait  agi  précédemment  sur  l'autre  face  se  répand 
dans  le  volume  intermédiaire  entre  les  deux  pistons,  exerce 
une  force  ascendante  sur  P  et  une  force  descendante  sur  P', 
mais  en  somme  une  force  descendante  sur  l'ensemble  des 
deux,  parce  que  la  section  de  P'  l'emporte  sur  la  section 
de  P;  enfin  la  vapeur  qui  était  au-dessous  de  P'  s'en  va  dans 
le  condenseur.  Lorsque  les  deux  pistons  arrivent  au  bas  de 
leur  course,  on  ferme  a,  6,  c  et  Ton  ouvre  a',  6',  c';  alors 
tout  se  passe  de  la  même  manière,  sauf  le  changement  de 
sens  dans  le  mouvement  des  pistons  et  l'interversion  de  rôle 
entre  les  faces  supérieure  et  inférieure  de  chacun  d'eux. 

On  voit  que  dans  ce  système  la  vapeur  agit  d'abord  à  pleine 
pression  pendant  qu'elle  est  contenue  dans  le  petit  cylindre; 
elle  agit  ensuite  par  détente  quand  elle  passe  dans  le  grand. 
Rien  n'empêcherait  d'ailleurs  de  fermer  l'orifice  d'admission  a 
avant  la  fin  de  la  course  descendante,  et  a'  avant  la  fin  de  la 
course  montante;  dans  ce  cas  la  vapeur  commencerait  à  se 
détendre  dans  le  petit  cylindre  et  achèverait  sa  détente  dans 
le  grand;  rien  ne  serait  changé  d'ailleurs. 

£n  admettant  que  la  détente  de  la  vapeur  s'accomplisse 
conformément  à  la  loi  de  Mariotte,  on  peut  se  rendre  compte, 
par  le  calcul  suivant,  du  travail  transmis  à  l'ensemble  des 
deux  pistons.  Nommons 

/?o  la  pression  de  la  vapeur,  à  son  arrivée  dans  le  corps  de 

pompe  AÂ,  pendant  la  période  d'admission  ; 
Pi  la  pression  de  cette  même  vapeur  quand  elle  remplit  le 

petit  corps  de  pompe; 
Pi  sa  pression  quand  elle  a  pris  son  volume  maximum  et  va 

passer  dans  le  condenseur; 
p*  la  pression  du  condenseur; 
t^o  le  volume  engendré  par  le  petit  piston  P  pendant  la  période 

d'admission; 
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('i  le  volume  engendré  par  ce  même  piston  dans  une  course 
entière; 

Vf  le  volume  engendré  de  mème^  pendant  une  course  com- 
plète, par  le  grand  piston  P'. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  course  descendante. 
Alors  la  vapeur  qui  est  au-dessus  du  piston  P  fait,  en  agissant 
à  pleine  pression,  un  travail />o^o  (n®298,  i*);  puis,  en  se  dé- 
tendant du  volume  Vo  jusqu'au  volume  (^i  dans  le  petit  corps 

de  pompe,  elle  fait  encore  le  travail  Po^o^  -  (n«298,  2°).  La 

détente  continuant  ensuite  dans  le  grand  corps  de  pompe 
jusqu'au  volume  f^s»  il  y  a  production  d'un  nouveau  travail 

Po^QL-^f  qui,  avec  les. précédents,  forme  le  total  des  travaux 

moteurs  reçus  par  les  deux  pistons  pendant  une  course  simple, 

soit  pot'o  (  n-  L  —  j-  Il  faut  en  retrancher  le  trjavail  résistant 

dû  à  la  contre-pression  p'  sur  la  face  inférieure  du  grand 
piston,  c'est-à-dire  un  travail  jo't'i,  et  il  reste,  pour  le  travail 
net  6  répondant  à  une  course, 


©  =Pq  (^0  m  4-L  ^  j  — />v,. 


Cette  expression  se  transforme,  en  remarquant  que  la  même 
quantité  de  vapeur  occupe  le  volume  t^o  sous  la  pression />o,  et 
le  volume  v^  sous  la  pression  /?,,  d'où  résulte,  conformément 
à  la  loi  de  Mariotte, 

Po  ^0  =^Pt  ^1     ou     t',  ==  ^^; 

Pi 

si  l'on  porte  cette  valeur  de  Vt  dans  celle  de  6,  on  trouve 


\  Pt       PtJ 


t 

Le  résultat  est  absolument  identique  à  celui  qu'on  obtiendrait 
si  la  détente  de  la  vapeur  entre  le  volume  v^  et  le  volume  t',, 
avec  les  pressions  correspondantes  p^  et  /?i,  s'effectuait  dans 
un  seul  cylindre  au  lieu  de  deux,  la  contre-pression  du  côté  du 
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condenseur  étant  (Vailleurs  supposée  la  même  dans  les  deux 
cas. 

11  est  dès  lors  naturel  de  se  demander  quel  bénéfice  on  peut 
trouver  à  établir  deux  cylindres^  au  lieu  d'un  seul  où  le  piston 
engendrerait  le  volume  Vt  dans  chaque  course,  en  ne  recevant 
que  le  volume  Co  à  pleine  pression.  En  premier  lieu,  le  calcul 
ci-dessus  est  un  peu  incertain,  parce  que  nous  avons  admis  la 
loi  de  Mariotte,  ce  qui  revient  à  négliger  les  variations  de 
température  de  la  vapeur;  dans  la  réalité,  la  température 
varie,  et  Texpérience  prouve  qu'il  y  a  quelque  avantage  à  ef- 
fectuer la  détente  dans  un  second  corps  de  pompe  interposé 
entre  celui  qui  reçoit  la  vapeur  à  pleine  pression  et  le  con- 
denseur. Secondement,  alors  même  que  cet  avantage  n'exis- 
terait pas,  la  machine  de  Woolf  présenterait  au  moins  celui 
de  donner  de  moins  grandes  variations  dans  l'intensité  de  la 
force  motrice,  à  égalité  du  degré  de  détente,  et  par  consé- 
quent de  produire  un  mouvement  plus  doux  et  plus  régulier, 
ou  encore  d'exiger,  pour  une  même  régularité,  un  volant 
moindre.  Nommons,  en  effet,  co  et  w'  les  sections  des  deux 
pistons  P  et  P';  au  commencement  de  l'admission,  la  force 
motrice  totale  F  a  pour  valeur 

F  zi^PoUi  -T-/?i(w'— (I)); 

chacune  des  deux  parties  ne  peut  ensuite  que  rester  constante 
ou  diminuer  jusqu'à  la  fin  de  la  course,  et  l'on  obtient  alors 
une  valeur  F,  de  la  force  totale,  exprimée  par 

Yi—Pitli  -T-/7j(0j'— tu). 

Le  rapport  du  maximum  au  minimum  de  l'effort  moteur  est 
donc 

Fj  "~  /?iW-i-/?,(co'  — w;' 

comme  on  l'obtient  par  l'addition  terme  à  terme  des  rapports 

/>o<^   _    Pn  />|(fa>^—  fa))  __    py 

P\^  ~  Pi'       A(w'— oj)  "  y,^ 

tous  deux  à  termes  positifs,  il  en  résulte  qu'il  a  une  valeur  in- 

Rrbssb.  —  Cours  de  Méc,  II.  3i 
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termédiaire  entre  —  et  —  •  Dans  le  cas  où  la  machine  n'au- 

Pi       Pi 

rait  qu'un  seul  cylindre,  le  rapport  de  la  plus  grande  à  la  plus 

petite  intensité  de  la  force  motrice  deviendrait  —,  quantité 

égale  au  produit  des  deux  limites  précédentes  et,  par  consé- 
quent, au  moins  égale  à  la  plus  grande  d'entre  elles,  puisque 

aucune  des  deux  n'est  inférieure  à  l'unité;  —   dépasserait 

donc  nécessairement  une  grandeur  intermédiaire  entre  ces 
limites,  ce  qui  justifie  notre  proposition. 

L'idée  de  Woolf,  connue  dès  i8o4  par  un  brevet  qu'il  prit  à 
cette  époque,  a  été  reproduite  et  employée,  sous  diverses 
formes,  dans  ces  dernières  années.  On  a,  par  exemple,  disposé 
les  deux  cylindres  de  manière  à  mettre  leurs  axes  sur  une 
même  ligne;  les  deux  pistons  agissent  alors  sur  une  même 
tige  et  transmettent  le  mouvement  à  un  axe,  comme  on  Ta  dit 
plus  haut;  deux  tuyaux  font  communiquer,  aux  époques  vou- 
lues, d'une  part,  les  deux  fonds  du  corps  de  pompe  les  plus 
voisins,  d'autre  part  les  deux  qui  sont  les  plus  éloignés.  D'au- 
tres fois,  les  tiges  parallèles  (mais  non  plus  confondues)  des 
deux  pistons  agissent  séparément,  par  connexion  directe,  sur 
deux  manivelles  solidaires  avec  un  même  arbre;  ces  mani- 
velles sont  tantôt  parallèles  et  de  même  sens,  ou  de  sens  con- 
traires, ou  encore  non  parallèles.  Mais  nous  ne  pouvons  que 
nous  borner  à  une  simple  mention  de  toutes  ces  variantes, 
parmi  lesquelles  se  trouvent  les  machines  que  les  Anglais  ont 
nommées  machines  compound  (composées). 

333.  Chaudières  à  vapeur.  —  Parmi  les  nombreux  types  de 
chaudières  à  vapeur,  nous  nous  contenterons  d'en  décrire 
sommairement  deux,  qui  sont  très  usités  : 

(a)  Chaudière  à  bouilleurs,  —  La  /ig,  386  représente  une 
coupe  transversale  de  la  chaudière  et  de  son  fourneau.  La 
chaudière  a  la  forme  d'un  cylindre  allongé  A  terminé  par  deux 
hémisphères;  elle  communique  par  des  tubulures  avec  deux 
autres  cylindres  B,  B,  de  rayon  plus  petit,  mais  de  même  lon- 
gueur que  A  et  terminés  aussi  par  des  surfaces  hémisphéri- 
ques. Les  cylindres  sont  ce  qu'on  nomme  les  bouilleurs.  La 
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flamme  et  tes  gaz  que  fournil  un  foyer  F,  placé  sous  l'extrémité 
antérieure  de  la  chaudière,  suivent  d'abord  une  galerie  hori- 
zontale E  et  chauffent  lea  bouilleurs,  puis  reviennent  en  sens 
inverse  par  une  galerie  0;  quand  ils  sont  arrivés  i  peu  près 
au-dessus  de  leur  point  de  dépari,  ils  se  divisent  entre  les 
deux  conduits  latéraux  D,  D,  nommés  carneaux,  et  se  ren- 


dent ainsi  à  la  cheminée,  placée  vers  l'extrémilé  opposée  au 
foyer.  L'eau  contenue  dansAse  trouve  ainsi  chauffée  de  deux 
manières  :  d'abord  par  sa  communication  avec  les  bouilleurs, 
et  en  second  lieu  par  les  gaz  h  haute  température  qui  circu- 
lent dans  les  conduits  C,  1),  D.  Ces  conduits  sont  séparés  les 
uns  des  autres  par  des  cloisons  longitudinales  et  ne  commu- 
niquent entre  eux  que  de  la  manière  ci-dessus  indiquée. 

(6)  Chaudière  tubulaire  des  locomotù-es.  —  Une  des  diffi- 
cultés qui  ont  retardé  longtemps  l'emploi  de  machines  à  va- 
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peur  locomotives  pour  traîner  un  convoi  de  voilures  consistait 
en  ce  qu'on  ne  connaissait  pas  de  chaudière  qui,  avec  des  di- 
mensions comparativement  restreintes,  fùl  capable  de  pro- 
duire la  quantité  de  vapeur  nécessaire  à  la  marche  de  la  ma- 
chine. Cette  difficulté  a  été  résolue  en  i828par  l'invention  des 
l'haudières  tubulaires,  due  à  Séguin.  Voici  quelle  en  est  la 
'lisposition  habituelle. 

La  chaudière  CC...  (fis-  ^87),  cylindrique  sur  la  plus  grande 
partie  île  sa  longuotir,  présente,  vers  la  partie  antérieure,  les 

Fig.  38:- 


modificalions  de  foiine  nécessaires  pour  entourer  une  capa- 
cité rectangulaire  F,  nommée  hoUe  à  feu,  où  se  trouve  le 
foyer;  la  boîte  à  feu  est  de  toute  part  en  contact  avec  l'eau  de 
la  chaudière,  sauf  dans  la  partie  inférieure  B  occupée  par  la 
grille  du  cendrier,  et  dans  la  partie  A  où  esl  placée  la  porte 
par  laquelle  on  introduit  le  combustible.  La  flamme  el  les 
gaz  se  rendent  de  F  à  une  autre  capacité  D,  qu'on  nomme 
botte  à  fumée,  en  suivant  une  série  de  tubes  horizontaux  a,a, ... 
qui  traversent  Teau  de  la  chaudière;  ces  tubes  ont  un  dia- 
mètre de  o",o5  environ  el  sont  au  nombre  de  100  it  100.  Une 
cheminée  K  surmonte  la  boîte  à  fumée  el  donne  issue  aux 
produits  de  ia  combustion. 

Au-dessus  de  la  boîte  à  feu,  la  chaudière  présente  une  par- 
tie pins  élevée,  nommée  dame;  vers  le  sommet  du  dôme,  en 
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un  point  suffisamment  éloigné  de  Teauen  ébullition,  se  place 
Torigine  du  luyau  par  lequel  sort  la  vapeur,  pour  se  rendre 
dans  les  corps  de  pompe  où  elle  exerce  son  action  motrice. 
Les  tuyaux  d'échappement  par  lesquels  elle  est  rejetée  au  de- 
hors débouchent  dans  la  boîte  à  fumée,  et  le  courant  gazeux 
qui  en  résulte  concourt  à  rendre  plus  actif  le  tirage  du  foyer. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 


THERMODYNAMIQUE. 


§  I.  —  Définitions;  principes  fondamentanz. 

334.  Préliminaires.  —  Beaucoup  de  faits  1res  connus  el  de- 
venus pour  ainsi  dire  vulgaires  démontrent  la  possibilité  de 
transformer  la  chaleur  en  mouvement,  et  vice  versa.  Par 
exemple,  lorsqu'un  gaz  est  contenu  dans  un  cylindre  fermé 
par  un  piston  et  qu'on  lui  communique  de  la  chaleur,  sa  force 
élastique  augmente,  et  il  devient  capable  de  déplacer  le  piston, 
en  surmontant  une  certaine  résistance  opposée  à  ce  déplace- 
ment. Si  l'on  agit,  au  contraire,  sur  le  piston  de  manière  à 
comprimer  le  gaz,  on  constate  que  ce  dernier  s'échauffe  et 
qu'on  a  produit  de  la  chaleur. 

La  Thermodynamique  ou  Théorie  mécanique  de  la  chaleur 
a  pour  but  de  rechercher  les  lois  qui  régissent  ces  transfor- 
mations. 

La  transformation  s'opère  toujours  par  l'intermédiaire  d'un 
corps,  qui  est  le  véhicule  de  la  chaleur  dépensée  ou  qui  re- 
çoit le  mouvement  destiné  à  la  produire.  Dans  l'exemple  cité 
ci-dessus,  ce  corps  était  un  gaz.  On  pourrait  prendre  un  corps 
quelconque,  mais  ici  nous  nous  restreindrons  presque  toujours 
aux  fluides.  Nous  supposerons  un  fluide  renfermé  dans  une 
enceinte  à  parois  mobiles,  qui  permettent  la  variation  de  son 
volume  entre  certaines  limites;  la  pesanteur  et  les  forces 
d'inertie  du  fluide  seront  regardées  comme  négligeables  en 
comparaison  des  pressions  exercées  sur  son  contour  par  les 
parois  en  contact  avec  lui,  et  par  conséquent  nous  pourrons 
dire  que  :  i°  la  pression  p  du  fluide  est  constante  dans  toute 
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la  masse  à  un  instant  donné,  car  les  équations  (i)  du  n®  272 
donnent,  avec  nos  hypothèses, 

dp  dp dp 

dx         '     dy         '     dz 

d'oii  résulte  que/>  ne  varie  pas  d'un  point  à  un  autre  quand  le 
temps  ne  varie  pas;  2<*  la  pression  intérieure  du  fluide  et  la 
pression  supportée  par  la  paroi  sont  une  seule  et  même  chose, 
puisqu'il  y  a  toujours  contact  entre  les  deux  corps  et  que  la 
pression  du  fluide  ne  change  pas  en  allant  de  la  paroi  vers 
rintérieur;  3°  le  travail  exercé  sur  la  paroi  par  le  fluide  pen- 
dant une  augmentation  dv  de  son  volume  Vy  sa  pression  étant/?, 
a  pour  \d\e\iv pdv  (n*298). 

L'état  physique  d'un  corps,  au  point  de  vue  de  la  Thermo- 
dynamique, est  défini  par  trois  quantités  :  sa  pression/?,  le 
volume  V  occupé  par  i^b  de  ce  corps  (ou  son  volume  sous 
l'unité  de  poids),  sa  température  /.  La  Physique  établit  enlre 
ces  trois  quantités  une  relation  dépendant  de  la  nature  du 
corps  dont  il  s'agit,  de  manière  que  deux  d'entre  elles  seule- 
ment sont  des  variables  indépendantes.  Quand  un  corps  passe 
successivement  par  divers  états  physiques,  caractérisés  par  des 
valeurs  variables  de  /?,  v^  ty  on  dit  qu'il  accomplit  une  évolu- 
tion ou  parcourt  un  cycle;  le  cycle  est  complet  quand  il  y  a 
identité  entre  l'état  physique  initial  du  corps  et  son  état  phy- 
sique final.  On  dit  que  le  cycle  est  réversible  (ou  renversable) 
quand  il  y  a  possibilité  d'admettre  la  môme  succession  d'états 
physiques  dans  un  ordre  inverse.  Cela  suppose  que  la  paroi  se 
trouve  toujours  à  la  même  température  que  le  fluide,  et  tou- 
jours en  contact  avec  lui,  sous  une  pression  égale  à  la  pres- 
sion intérieure;  si,  par  exemple,  la  température  était  difl'é- 
rente,  elle  irait  nécessairement  en  décroissant  pour  le  corps 
le  plus  chaud  et  en  croissant  pour  l'autre,  ce  qui  exclut  la 
possibilité  du  renversement;  de  même,  dans  le  cas  d'une  pres- 
sion moindre  à  la  paroi  qu'à  l'intérieur,  le  fluide  ne  pourrait 
que  se  dilater,  et  le  renversement  dans  la  succession  de  ses 
états  physiques  deviendrait  encore  inadmissible. 

Cela  posé,  la  Thermodynamique  est  basée  sur  deux  prin- 
cipes ou  propositions  fondamentales,  en  partie  démontrées 
par  le  raisonnement,  mais  qu'on  regarde  comme  exactes 
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principalement  parce  que  les  déductions  qu'on  en  tire  sont 
d'accord  avec  les  résultats  fournis  par  Texpérience. 

335.  Premier  principe.  —  La  première  des  deux  proposi- 
tions fondamentales  a  été  énoncée  pour  la  première  fois  par 
Mayer  en  1842.  On  peut  la  formuler  comme  il  suit  : 

Lorsqu'un  corps,  en  se  dilatant,  produit  un  travail  positif 
sur  les  corps  extérieurs  en  contact  avec  lui,  une  certaine  quan- 
tité d^  chaleur  disparait;  cette  quantité  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  travail  produit. 

Inversement,  si  un  corps  se  contracte  et  reçoit  un  travail 
positif  des  corps  extérieurs,  il  se  produit  une  certaine  quan- 
tité de  chaleur,  en  rapport  constant  avec  le  travail  dépensé. 

Les  deux  rapports  constants  dont  il  s* agit  sont  égaux  entre 
eux  et  indépendants  du  corps  considéré. 

Pour  mieux  faire  comprendre  le  sens  et  la  portée  de  cette 
première  proposition,  nous  allons  la  traduire  par  une  équa- 
tion algébrique.  Supposons  un  corps  dont  l'état  physique 
varie  infiniment  peu;  soient 

ûfQ  la  quantité  de  chaleur  qu'il  reçoit  pendant  ce  changement 
infiniment  petit; 

dV  l'accroissement  correspondant  de  sa  chaleur  interne,  la- 
quelle est  uniquement  déterminée  par  son  étal  physique 
actuel  ; 

p  sa  pression  ; 

dv  l'accroissement  du  volume  v  occupé  par  l'unité  de  poids  de 
ce  corps; 

A  un  nombre  constant  pour  tous  les  corps. 

Alors  le  premier  principe  est  exprimé  par  l'équation  difTé- 
rentielle 

(i)  d(i=d[}^kpdv, 

ou  bien,  si  l'on  intègre  dans  l'étendue  d'un  changement  fini 
d'état  physique, 


(2) 


'     p  dv. 


Q  désignant  alors  la  quantité  totale  de  chaleur  reçue  par  le 
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corps,  Uo  et  Uj  les  quantités  de  chaleur  interne  au  commence- 
ment et  à  la  fin,  v^  et  t^,  les  valeurs  de  la  correspondante  de  s^. 
L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  équations  signifie  que  la  quan- 
tité totale  de  chaleur  communiquée  à  un  corps  pendant  une 
évolution  quelconque  se  décompose  en  deux  parties  :  i**  l'ac- 
croissement de  sa  chaleur  interne,  que  la  Physique  peut  con- 
stater d'après  les  états  donnés,  au  commencement  et  à  la  fin 
du  cycle;  2°  la  quantité  convertie  en  travail  sur  les  corps  ex- 
térieurs. Il  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire  de  rien  supposer 
de  particulier  sur  le  sens  de  l'évolution;  chacune  des  trois 
différentielles  dQ,  dl],  di^,  prise  en  particulier,  peut  être  in- 
différemment positive  ou  négative  sans  que  l'équation-  cesse 
de  s'appliquer.  Ainsi  le  corps  peut  donner  de  la  chaleur  au 
lieu  d'en  recevoir;  il  peut  recevoir  un  travail  positif  des  corps 
extérieurs  au  lieu  de  l'exercer  sur  eux,  et  enfin  sa  chaleur 
interne  peut  diminuer  au  lieu  d'augmenter;  quels  que  soient, 
parmi  ces  changements  possibles,  ceux  qui  se  produiront 
dans  une  évolution  différentielle  effective,  les  trois  quantités 
dQy  dVy  dv  seront  toujours  liées  par  l'équation  (i). 

Le  premier  principe,  qu'on  appelle  loi  de  Mayer  ou  loi  de 
Hirn,  a  été  démontré  par  des  expériences  nombreuses  et  va- 
riées, dues  à  d'habiles  physiciens,  parmi  lesquels  on  doit 
citer  JFoule,  Regnault  et  Hirn.  On  peut  aussi  le  démontrer  par 
le  raisonnement  dans  le  cas  des  cycles  complets  et  réver- 
sibles; si  l'on  admet  comme  un  axiome  que,  pour  un  corps 
dont  l'état  physique  est  redevenu  le  môme,  la  quantité  de 
chaleur  Q  reçue  ou  donnée  par  lui  et  le  travail  qu'il  a  fait  sur 
les  corps  extérieurs  s'annulent  simultanément.  Soit  en  effet 
un  premier  corps  M  qui,  dans  une  évolution  complète,  pro- 
duit un  travail  T  sur  les  corps  extérieurs,  en  recevant  une 
quantité  Q  de  chaleur;  soit  d'autre  part  un  second  corps  M', 
qui  produit  de  même  un  travail  T'  avec  la  quantité  de  cha- 
leur 0';  nous  disons  qu'on  a 

Pour  le  prouver,  considérons  l'ensemble  de  i  corps  égaux  au 
premier,  faisant  chacun  une  évolution  complète  et  identique 
dans  le  même  sens,  et  de  i'  corps  égaux  au  second,  faisant 
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chacun  une  évolution  complète  et  identique,  en  sens  con- 
traire de  celle  que  fait  le  second;  la  chaleur  totale  qu'on 
devra  fournir  à  Tensemble  des  i  -f-  H  corps  sera 

à  quoi  con*espond  un  travail  produit 

il -UT. 

Or  on  peut  prendre  les  nombres  entiers  i  et  i'  tels  qu'on  ait 

,Q_/'Q'— o, 

avec  telle  approximation  qu'on  voudra;  et  alors  il  faudra 
qu'on  ait  aussi,  en  vertu  de  l'axiome  énoncé  tout  à  l'heure, 

il  -~eT  —  o, 

sans  quoi  l'on  pourrait  créer  du  travail  gratuitement,  sans 
dépenser  de  la  chaleur,  ce  qui  semble  paradoxal  et  contraire 
à  cette  loi  naturelle  que  rien  ne  se  fait  de  rien.  L'ensemble 
des  deux  dernières  équations  donne  facilement,  par  l'élimi- 
nation du  rapport  -,  i 

"ji    rp/  » 

d'où  il  résulte  que  le  rapport  —  est  constant  pour  tous  les 

corps. 

Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  étant  défini  par  la 
simple  introduction  d'une  hypothèse  particulière  dans  le  cas 

le  plus  général,  l'équation  7p  ==  const.  n'est  aussi  qu'un  cas 

particulier  de  l'équation  (2),  et  par  conséquent  la  constante 
n'est  pas  autre  chose  que  la  valeur  du  coefficient  A.  Ce  coeffi- 
cient indique  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  produire 
un  travail  extérieur  égal  à  l'unité;  on  le  nomme  équis^alent 

calorifique  du  travaiL  D'un  autre  côté,  le  nombre  inverse  — 

A 

exprime  le  travail  extérieur  qu'on  peut  produire  avec  l'unité 
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de  chaleur;  on  le  nomme  équivalent  mécanique  de  la  cha- 
leur. 

Quand  les  quantités  de  chaleur  sont  exprimées  en  calories 
et  les  travaux  en  kilogrammètres,  toutes  les  expériences 
connues  concordent  pour  faire  adopter  les  valeurs 

en  d'autres  termes  i^k"  correspond  à  une  quantité  de  chaleur 
égale  à  j—7  de  calorie,  et  i*»^  répond  à  un  travail  de  424'^8». 

336.  Conséquences  immédiates  du  premier  principe;  rela- 
tion entre  l'équivalent  calorifique  du  travail  et  les  deux  cha- 
leurs spécifiques  d'un  corps,  —  Nous  remarquerons  d*abord 
que  la  quantité  de  chaleur  rfQ,  qu'il  faut  donner  à  un  corps 
pendant  révolution  élémentaire  définie  par  les  accroisse- 
ments dp  et  dv  de  sa  pression  p  et  de  son  volume  Vy  n'est  pas 
une  différentielle  exacte,  parce  que  le  second  membre  de 
réquation  (i)  comprend  la  différentielle  exacte  rfU  et  le  terme 
kpdv  qui  n'en  est  pas  une.  On  ne  peut  donc  intégrer  cette 
équation,  pour  en  déduire  Q  dans  une  évolution  finie,  que  si 
Ton  indique  la  relation  entre  p  Qi  v  dans  l'évolution  dont  il 
s'agit. 

La  quantité  dQ  donnée  par  l'équation  (i)  a  une  autre  ex- 
pression, qu'il  est  utile  d'indiquer.  Nommons  c  et  Ci  les  deux 
chaleurs  spécifiques  du  corps  considéré,  à  pression  constante 
et  à  volume  constant.  Si  v  varie  de  dv  pendant  que  p  ne 
change  pas,  il  faut  donner  au  corps  une  quantité  de  chaleur 
égale,  d'après  la  définition  même  de  c,  à  c  multipliée  par 
l'accroissement  correspondant  de  la  température  t,  soit  par 

-fdvy  puisque  t  est  simplement  fonction  de  p  et  de  ç^;  et 

comme  l'équation  (i)  donne  pour  valeur  de  la  même  quantité 

dv^ 


idH       . 

on  en  conclut 

(3) 

dl       dV 
dv       dv 

\p. 
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Un  raisonnement  tout  pareil  appliqué  au  cas  où  p  varierait 
de  dfy  le  volume  v  de  Tunité  de  poids  restant  invariable,  con- 
duirait à 

On  a  par  conséquent,  en  ajoutant  ces  deux  équations  respec- 
tivement multipliées  par  dv  et  dp^ 

(5)  dQr=2Ci-j-dp  -^  c-r-dv, 

dp  dv 

L'élimination  de  U  entre  les  équations  (3)  et  (4)  donne 

encore 

d^t         dt  de       ,  d}t  dt  de. 


dpdv       d\'  dp  dpdv       dp  dv 

ou  bien 

,^.  .        ,  .    drt         dt  de        dt  dei 

(6)  A=(c-c.)^^  +  ^,j--^^, 

ce  qui  établit  une  relation  remarquable  entre  Féquivalent  ca- 
lorifique du  travail  et  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  corps 
quelconque. 

Faisons  l'application  de  Téquation  (6)  au  cas  des  gaz  per- 
manents. Pour  cette  espèce  de  corps,  on  admet  ordinaire- 
ment que  c  et  Cj  sont  des  nombres  constants,  que  l'expé- 
rience fait  connaître  et  qui  varient  seulement  avec  la  nature 
du  gaz  considéré.  Ensuite  la  combinaison  des  lois  de  Mariette 
et  de  Gay-Lussac  nous  a  donné  (n°261),  comme  valeur  du 

poids  -  de  l'unité  de  volume, 

I  po 


en  nommant  8  la  densité  du  gaz  par  rapport  à  l'air,  et  a  le 
coefficient  — 5  de  la  dilatation  des  gaz;  de  là  résulte,  en  po- 

ï  o    -  r>       799**       29,27 

sant  encore  a  =  -  =  278  et  R  =  ^ —  =    ^l  ^ , 

a  '  0  ô 

(7)  pv  =  R(a-ht). 
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En  conséquence,  Téqualion  (6),  dans  le  cas  des  gaz  perma- 
nents, se  réduit  à 

c  —  r,        ic  —  c,)o 


(8) 


A:= 


H 


29»  27 


337.  Deuxième  principe.  —  Le  second  principe  avait 
d'abord  été  entrevu  par  Sadi  Carnot  dans  un  Ouvrage  publié 
en  1824,  puis  complété  et  rectifié  plus  tard  par  Clapeyron. 
Avant  de  renoncer  sous  la  forme  ordinaire  qu'on  lui  donne 
aujourd'hui,  nous  devons  d'abord  indiquer  un  mode  de  repré- 
sentation géométrique  des  états  physiques  successifs  d'un 
corps,  et  donner  la  définition  d'un  cycle  particulier  qu'on  a 
nommé  cycle  de  Carnot, 

Si  l'on  trace  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  Oc,  0/> 
{fig  .388),  on  peut  porter  en  abscisse  une  longueur  OA  égale 

Fi  g.  388. 


K^.' 


«N-^ 


0 


B 


au  volume  v  occupé  par  i^s  d'un  certain  corps,  et  en  ordonnée 
une  longueur  ka  égale  à  la  pression  de  ce  même  corps. 
L'étal  physique  du  corps  étant  supposé  défini,  la  connaissance 
du  point  a  en  résultera;  réciproquement,  en  donnant  le 
point  a,  on  donnera  par  cela  même  ses  coordonnées  p  et  v^ 
d'où  l'on  déduirait  au  besoin  la  température  i,  et  par  consé- 
quent on  connaîtra  complètement  l'état  physique.  Ainsi  l'état 
physique  d'un  corps  peut  être  défini  par  un  point  marqué  sur 
le  plan/^Of';  par  suite,  une  succession  continue  d'états  phy- 
siques sera  définie  par  une  courbe  sur  laquelle  se  déplacera 
le  point.  Si  la  courbe  est  fermée,  elle  représentera  une  évo- 
lution complète. 

Supposons  maintenant  un  corps  partant  de  l'état  a  (c'est- 
à-dire  de  l'état  que  représente  le  point  a);  on  le  comprime 
par  des  forces  extérieures,  sans  lui  soustraire  ni  lui  donner 
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de  la  chaleur;  alors  sa  température  et  sa  pression  augmentent 
à  mesure  que  son  volume  diminue,  et  il  arrive  ainsi  à  Tétai  b, 
en  passant  par  la  série  d'états  intermédiaires  que  figure  la 
courbe  ab.  Soient  ^o  et  t^  les  températures  qui  répondent  res- 
pectivement à  a  et  à  ^,  et  dont  la  seconde  est  plus  élevée  que 
la  première.  A  partir  de  ^,  on  fait  diminuer  la  pression  par 
un  changement  convenable  des  forces  extérieures,  ce  qui 
produit  l'augmentation  de  volume  du  corps;  mais  simultané- 
ment on  le  maintient  en  contact  avec  une  source  indéfinie 
de  chaleur,  à  la  température  ^i,  qui  l'oblige  à  conserver  cette 
même  température  et  l'empêche  de  se  refroidir  par  l'effet  de 
la  dilatation,  en  lui  fournissant  la  quantité  Qi  de  chaleur  né- 
cessaire pour  cela;  il  passe  ainsi  par  les  états  que  déflnitia 
courbe  bc,  A  partir  de  Tétat  c,  on  le  fait  encore  dilater,  mais 
sans  addition  ni  soustraction  de  chaleur;  pendant  cette  partie 
de  l'opération,  la  température  baisse,  et  elle  a  repris  la  va- 
leur ^0  quand  le  corps  est  passé  à  Tétat  d  sur  la  courbe  cd. 
Alors  on  le  ramène  à  l'état  primitif  a  par  une  compression, 
en  l'obligeant  à  conserver  la  température  /q»  P^''  son  contact 
avec  une  source  indéfinie  possédant  la  même  température 
qui  lui  prend  une  quantité  de  chaleur  Qo  et  empêche  son 
échauffement  par  le  fait  de  la  compression.  Lorsque  le  vo- 
lume V  a  repris  sa  valeur  initiale,  la  température  ayant  aussi 
conservé  la  sienne  depuis  d,  l'état  physique  initial  se  trouve 
reproduit,  puisqu'il  est  défini  en  donnant  deux  des  quan- 
tités/), i^,  ^;  le  circuit  abcda  se  fermera  donc  à  son  point  de 
départ  a. 

Le  cycle  complet  et  réversible,  défini  de  cette  manière,  se 
nomme  le  cycle  de  Carnot;  les  courbes  ab,  cd,  représentant 
chacune  des  états  successifs  entre  lesquels  il  n'y  a  pour  le 
corps  ni  perte  ni  gain  de  chaleur,  sont  dites  courbes  adiaba- 
tiques  (de  <x  privatif,  Sia^arixoç  qui  traverse,  parce  que  la. cha- 
leur ne  peut  traverser  les  parois  qui  enveloppent  le  corps)  ; 
les  courbes  bc,  da  sont  dites  courbes  isothermes,  parce  qu'elles 
répondent  à  des  températures  constantes  (de  Ïœoç  égal,  6ep(jLo<; 
chaud).  Avec  les  notations  du  n*>  335,  l'équation  différentielle 
des  lignes  adiabatiques  serait 

dQz^o    ou    —dp-]-\^—-^kp\dv^ox 
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et,  si  l'on  connaissait  la  relation  t=i/{p^  v)  qui  lie  la  tempé- 
rature -d  p  eiVj  il  suffirait  de  poser 

/(P7  ^)  —  const., 

pour  avoir  Téquation  d'une  ligne  isotherme  quelconque. 

Ces  explications  étant  données,  nous  énonçons  ainsi  le  se- 
cond principe  : 

Quand  un  corps  accomplit  un  cycle  de  Carnot,  si  les  deux 
sources  de  chaleur  lui  donnent  ou  en  reçois^ent  des  quantités 
de  chaleur  Qi  et  Qo,  il  y  a,  entre  ces  quantités  et  le  travail  T 
fait  par  le  corps  sur  les  corps  extérieurs,  aussi  bien  qu'entre 
Qi  ^^  Qo»  ^^^  rapports  uniquement  fonctions  des  températures 
ti  et  ta  des  deux  sources,  et  indépendants  du  corps  soumis  à 
Vexpérience, 

La  vérité  de  ce  principe  est  reconnue  surtout  parce  que  les 
déductions  qu'on  en  tire  sont  d'accord  avec  les  faits  observés. 
Voici  cependant  une  conséquence,  qui  semble  paradoxale  et 
qui  résulterait  de  sa  négation.  Supposons  deux  corps  M,  M' 
accomplissant  le  cycle  de  Carnot,  entre  deux  températures  t^, 
^0,  les  mêmes  pour  les  deux  corps,  et  rendues  respectivement 
invariables  par  les  mêmes  sources  indéfinies.  Soient 

Qi  la  quantité  de  chaleur  que  le  corps  M  emprunte  à  la  source 
supérieure,  en  parcourant  le  cycle  dans  le  sens  ahcda^ 
comme  on  Ta  expliqué  ci-dessus; 

Qo  la  quantité  de  chaleur  qu'il  cède  à  la  source  inférieure  ; 

T  son  travail  sur  les  corps  extérieurs; 

Qi>  Q'o>  T' les  quantités  analogues  pour  le  corps  M'. 

Nous  pouvons  concevoir  i  corps  égaux  à  M,  faisant  tous  la 
même  évolution  dans  le  sens  abcda,  et  *'  corps  égaux  à  M' 
faisant  une  évolution  inverse  dans  le  sens  adcba;  pour  le  sys- 
tème total  de  ces  i  -t-  i'  corps,  la  quantité  de  chaleur  reçue  de 
la  source  supérieure  sera 

^Qi-^'q;, 

car  ceux  qui  accomplissent  l'évolution  inverse  prennent  de  la 
chaleur  à  la  source  inférieure,  au  lieu  d'en  donner,  et  en  don- 
nent à  la  source  supérieure,  au  lieu  d'en  recevoir.  De  même, 
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la  quanlilé  de  chaleur  cédée  par  Tensemble  à  la  source  infé- 
rieure sera 

et  le  travail  fait  sur  les  corps  extérieurs 

Or  le  gain  de  chaleur  du  système  est  égal  à  la  différence 

entre  ce  qu'il  a  reçu  d'un  côté  et  donné  de  l'autre;  et,  puisque 
l'état  physique,  à  la  fin  du  cycle,  est  le  même  qu'au  commen- 
cement, on  a,  en  vertu  du  premier  principe  {n^  335), 

Prenons  maintenant  les  nombres  entiers  i  et  t',  de  telle 
sorte  qu'on  ait 

ce  qui  sera  toujours  possible,  avec  telle  approximation  qu'où 
voudra;  la  dernière  équation  devient  alors 

ce  qui  signifie  que  la  quantité  de  chaleur  donnée  par  la  source 
supérieure  est  égale  à  la  quantité  reçue  par  la  source  infé- 
rieure. Mais  nous  disons,  de  plus,  que  chacune  de  ces  deux 
quantités  doit  être  nulle.  En  effet,  si  cela  n'était  pas,  on  pour- 
rait toujours  s'arranger  pour  rendre  négatifs  les  deux  membres 
de  l'équation  précédente;  il  suffirait,  dans  le  cas  où  ils  ne  le 
seraient  pas  déjà,  de  changer  les  sens  admis  pour  les  évolu- 
tions des  i 4- /'corps.  On  arriverait  alors  à  conclure  qu'une 
certaine  quantité  de  chaleur  aurait  pu  passer  naturellement, 
sans  dépenser  aucun  travail,  de  la  source  la  moins  chaude  à 
la  source  la  plus  chaude.  Si  l'on  regarde  ce  fait  comme  inad- 
missible, l'égalité  îT  —  l'T'  —  o  entraînera  simultanément 
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l' 


d'où  résulte,  par  rélimination  de  ->  entre  ces  trois  égalités, 

T'  "  Q;  -  Q'o  ' 

Donc  les  rapports  mutuels  entre  les  trois  quantités  Qj,  Qo,  T 
sont  les  mêmes  pour  deux  corps  quelconques  accomplissant 
des  cycles  de  Carnot,  entre  des  sources  qui  ont  les  mêmes 
températures  ti,  t^;  donc  ces  rapports  ne  peuvent  dépendre 
que  de  t^  et  t^.  C'est  justement  en  cela  que  consiste  le  second 
principe. 

338.  Quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  la  dilatation  d'un 
corps  à  température  constante,  —  Lorsque  le  cycle  de  Carnot 
devient  infiniment  petit,  le  quadrilatère  représentatif  abcda 
{Jig.  388)  tend  à  se  transformer  en  parallélogramme;  en  effet, 
les  tangentes  des  angles  que  font  les  éléments  a6,  ad  avec  l'axe 
des  V  s'expriment  (n®  337)  par 

ûTU       ,  df 

kp 


dv       '  ^  di> 

^û     ^^  ~~dy 

dp  dp 

p  Q\.  V  étant  les  coordonnées  du  point  a;  pour  les  côtés  oppo- 
sés dcy  bCy  il  faudrait  remplacer  ces  coordonnées  par  d'autres 
infiniment  peu  différentes,  qui  donneraient  le  même  résultat, 
à  des  infiniment  petits  près.  Donc,  à  la  limite,  les  angles  que 
font  les  côtés  opposés  avec  l'axe  des  v  sont  égaux,  et  ces 
côtés  sont  parallèles;  donc  abcd  devient  un  parallélogramme. 
La  surface  abcd  est  par  suite  équivalente  à  celle  du  parallé- 
logramme de  même  base  et  de  même  hauteur  aa'd'd^  qu'on 
obtient  en  prolongeant  les  ordonnées  Aa,  Dûf,  jusqu'à  la  ren- 
contre de  l'élément  bc. 
Nommons  maintenant 

t  la  température  de  la  source  inférieure,  t-\-dt  celle  de  la 

source  supérieure  ; 
cfQ  la  quantité  de  chaleur  empruntée  à  la  première  de  ces 

deux  sources  par  un  corps  qui  parcourrait  le  cycle  dans  le 

sens  adcba; 

Bresse.  —  Court  de  Me'c,  II.  32 
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dQ'  la  quantité  de  chaleur  que  ce  corps  prend  à  l'autre  source, 
en  suivant  le  cycle  dans  le  sens  contraire  abcda; 

e/i^  l'accroissement  du  volume  occupé  par  i^^du  corps,  pen- 
dant le  parcours  de  la  partie  ad  du  cycle  ; 

dp  la  différence  de  pression  dans  les  deux  états  physiques  re- 
présentés par  les  points  a,  a\  c'est-à-dire  la  longueur  aa'. 

Si  l'on  considère  p  comme  une  fonction  des  variables  indé- 
pendantes t  et  (^,  comme  v  est  le  même  pour  a  et  a',  on  aura 

et,  puisque  AD  =  dv,  il  en  résulte 

j 

aire  abcd  =  diive  a  a' d'd  =  aa'  x  AD  =^  -j-  dt  dv, 

at 

Or  Taire  abcd  est  égale  identiquement  à 

B^cC-hcCDcf  — AaôB— t^DAa, 

c'est-à-dire  à  l  pdv  oxi  2m  travail  extérieur  que  ferait  le  corps 

pendant  le  parcours  du  cycle  abcda;  donc,  en  la  multipliant 
par  l'équivalent  caloriQque  A  du  travail  (n°  335),  on  doit  re- 
trouver la  quantité  de  chaleur  dQ'—dQ  reçue  par  le  corps 
dans  ce  dernier  cycle.  Ainsi 

dQ' —  dQ  ^  A^ dt di^. 

D'un  autre  côté,  le  second  principe  (n°  337)  nous  apprend 

dO' 
que  -^  est  uniquement  fonction  de  t  et  de  dt;  comme  d'ail- 
leurs ce  rapport  tend  vers  l'unité  pour  dt  =  o,  on  peut,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 

poser 

dQ'  _  dt 

dQ  -'"^^lO' 

<p(0  désignant  une  fonction,  encore  inconnue,  de  la  tempéra- 
ture. L'élimination  de  dQ'  entre  les  deux  équations  précé- 
dentes donne  alors 

(9)  rfQ  =  A«(0^ûfç., 
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formule  importante  qui,  lorsque  nous  aurons  déterminé  <p(/), 
permettra  de  calculer  la  quantité  de  chaleur  ^Q  nécessaire 
pour  la  dilatation  di^  de  Tunité  de  poids  d'un  corps,  sans 
changement  de  sa  température  t.  Il  ne  faut  pas  oublier  que 

■—  est  une  dérivée  partielle  prise  en  supposant  t  et  ('variables 

indépendantes. 

339.  Détermination   de  la  fonction  <f{t).   —  Reprenons 
l'équation  générale  (5)  du  n'»  336 

dQ=.c,^dp^c-£d,; 

dans  le  cas  où  le  changement  d'état  physique  se  fait  sous  la 
condition  de  conserver  la  température  constante,  on  a 

dt  ,        dt  t 
et  l'équation  précédente  devient 

D'autre  part,  si  dç  est  nul,  les  accroissements  différentiels  de 
t  tip  sont  liés  par  la  relation 

dt   , 
dtr^^dp; 

donc  la  dérivée  partielle  -^y  qui  figure  dans  l'équation  (9), 

est  l'inverse  de  la  dérivée  de  t  relativement  à  /?,  lorsque/?  et  v 
sont  les  variables  indépendantes.  En  tenant  compte  de  cette 
observation  et  de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  e/Q, 
l'équation  (9)  peut  s'écrire 

.  ,dt,        Acp(/) 

dp 
et  Ton  a,  par  suite, 

c  —  Cl  dt  dt 
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Puisque  la  fonction  ^(0  est  la  même  pour  tous  les  corps, 
nous  avons  le  droit  de  la  déterminer  dans  Thypothèse  où  il 
s'agirait  d*un  gaz  permanent.  Dans  ce  cas,  on  a  vu  (n'^SdG) 
que  la  relation  entre/?,  t',  t  est 


pv 


il  en  résulte 


dt  p       dt  V       dt  dt  pv a  ->r  t 

^^  ~  R'  ^  ""  r'  ^^  ^  ~  k^  ""  "ir 


et,  par  suite, 


?(0='-n>^(«^^n 


AR 

ou  plus  simplement,  en  vertu  de  la  relation  (8)  du  n<^  336, 

La  fonction  o{t)  se  trouve  ainsi  connue  pour  un  corps  quel- 
conque. 

340.  Entropie.  —  On  a  fait  remarquer  (n'»336)  que  la  quan- 
tité de  chaleur  dQ  reçue  par  un  corps,  pendant  un  change- 
ment différentiel  d'état  physique,  n'est  pas  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  variables  indépendantes  p  et  r,  par 
lesquelles  on  peut  définir  cet  état.  Mais  nous  allons  démon- 
trer qu'au  contraire est  une  différentielle  exacte.  On  a, 

en  effet,  d'après  l'équation  (5)  du  n<>  336, 

^Q  c      dt  ^  c*     dt    , 

— >^  =1  -rdç'\ '—  -j-  dp; 

a-\- 1       a-\-  t»dv  a-^  t  dp    '^ 

pour  que  cette  expression  soit  celle  d'une  différentielle  exacte, 
après  qu'on  aura,  bien  entendu,  remplacé  t^  c,  c^  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de/>  et  de  v^  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

d^  /_c_  ^\  __  rf_  /    c,     dt  \ 
dp\a  -h  t  dv )       dv\a-^t  dp  j  ' 
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OU  bien,  en  développant  les  calculs  indiqués, 
I ffic_dt^  _^dcj^  dt^\  î  dt  dt       c  — _ç,     d^t    __ 


a-^-  t\dp  dv       dv  dp)      \^a-^ty^  ^    dv  dp       a~-^  C  dpdv 

ou  encore 

,  .dtdt^  r,  ^    d^t         de  dt       dc^dll 

dv  dp       ^  ^[^  ^^  apav       dp  dv       dv  dp  ] 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  a  pour  va- 
leur A©(0>  comme  on  vient  de  le  voir  (n'*339);  le  second  est 
A(a  -f- 1),  comme  le  montre  l'égalité  (6)  du  n<>  336.  Donc  cette 
équation  est  identiquement  satisfaite,  puisqu'elle  se  réduit  à 

donc  enfin  — ^  est  bien  une  différentielle  exacte. 

M.  Clausius  a  donné  le  nom  ^.'entropie  (*)  à  l'intégrale 
I  — — ;  nous  la  désignerons  par  la  lettre  S. 

341.   Bendement  calorifique  dans  le  cycle  de  Carnot.  — 
Soit,  d'après  ce  qui  précède, 

(lo)  dQ=:{a-^e)dS; 

si  nous  supposons  un  corps  accomplissant  le  cycle  de  Carnot 
représenté  par  le  contour  abcda  {Jig,  388),  et  si  nous  inté- 
grons réquation  (lo)  le  long  de  la  ligne  isotherme  bc,  sur  la- 
quelle ^  a  la  valeur  constante  /,,  nous  aurons  pour  expression 
de  la  quantité  de  chaleur  Qj  prise  par  le  corps  à  la  source 
supérieure 

(II)         '  Ql=(«-:-^l)(S,— So). 

So  et  Si  désignant  les  valeurs  de  S  qui  correspondent  aux 


(')  Du  grec  ivTpoini,  tour,  évolution.  Le  nom  est  sans  doute  destiné  à 
rappeler  que  l'intégrale  s'annule  quand  elle  est  prise  dans  l'étendue  d'un 
cycle  dont  la  courbe  figurative  est  fermée.  Cette  propriété  résulte  d'ailleurs 
immédiatement  de  ce  que  l'intégrale  iodéfinic  peut  s'exprimer  uniquement 
en  fonction  des  variables  p  et  y,  et  qu'elle  reprend  la  même  valeur  quand 
l'état  physique  est  redevenu  le  même. 


5ô2  SIXIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE   TROISIÈME. 

étals  b  et  c.  Remarquons  ensuite  que  dQ  et  par  suite  d%  sont 
nulles  pour  les  parcours  ab  et  cd;  donc  S  est  constante  dans 
chacun  de  ces  parcours,  et  Ton  a 

S  —  So    pour  l'état  a, 
S  -  S,    pour  rétat  d. 

Donc,  en  intégrant  Téquation  (lo)  le  long  de  la  ligne  isotherme 
dtty  sur  laquelle  t  reste  égal  à  la  constante  <o>  nous  aurons, 
pour  déterminer  la  quantité  de  chaleur  Qo  cédée  à  la  source 
inférieure,  l'équation 

(12)  —  Qo— («-+-^0)  tSo— S,). 

La  combinaison  des  deux  équations  (11)  et  (12)  donne,  par 
division  membre  à  membre. 


Q. 

a  +  'i. 
a-\-  t^' 

1 

0 

,-Q. 
y. 

a-r- 

«0 

d'où  l'on  tire 
(i3) 

La  différence  Qi—  Qo  exprime  la  quantité  de  chaleur  qui, 
pendant  le  cycle  complet,  s'est  convertie  en  travail  fait  par  le 
corps  sur  les  corps  extérieurs;  l'état  physique  étant  redevenu, 
à  la  fin  du  cycle,  le  môme  qu'au  commencement,  la  chaleur 
Qi— Qo  reçue  en  somme  par  le  corps  n'a  pas  pu  amener 
d'autre  effet  (n°  335).  Sur  la  quantité  Qi  fournie  par  la  source 
supérieure,  la  partie  Qi—  Qo  a  été  utilisée,  le  reste  s'est  dis- 
persé inutilement  dans  la  source  inférieure,  de  môme  que 
l'eau,  après  avoir  agi  sur  un  récepteur  hydraulique,  devient 
inutile  (au  point  de  vue  du  travail  à  communiquer  au  récep- 
teur) dès  qu'elle  est  arrivée  dans  le  bief  d'aval.  Le  rapport  de 
la  chaleur  utilisée  Qi—  Qo  à  la  chaleur  dépensée  Qi  est  ce 
qu'on  nomme  le  rendement  calorifique;  dans  le  cycle  de 
Carnot,  on  voit  qu'il  est  égal  à  la  différence  de  température 
des  deux  sources,  divisée  par  la  température  absolue  de  la 
source  supérieure  (on  nomme  ainsi  la  température  a -+-/,, 
c'est-à-dire  t^  augmentée  de  278°). 

On  a  pu  démontrer  que,  si  un  corps  accomplit  une  évolution 
quelconque,  différente  du  cycle  de  Carnot,  entre  les  tempéra- 
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lures  extrêmes  ti  et  ^o,  le  rendement  calorifique  obtenu  se- 
rait alors  inférieur  à  --  —  •  Nous  nous  bornons  à  énoncer  ce 

théorème  sans  en  donner  la  démonstration. 

Dans  les  machines  à  vapeur  à  çlétente  et  condensation,  on 
réalise  approximativement  le  cycle  de  Carnot.  L'eau  prise 
dans  le  condenseur  est  refoulée  dans  la  chaudière  par  la 
pompe  alimentaire;  c'est  une  première  période  effectuée  sui- 
vant une  ligne  adiabatique.  La  vapeur  de  la  chaudière  entre 
à  pleine  pression  dans  le  corps  de  pompe  et  fournit  ainsi 
une  deuxième  période  suivant  une  ligne  isotherme.  La  dé- 
tente constitue  la  troisième  période,  suivant  une  autre  ligne 
adiabatique;  enfin  la  quatrième  période,  suivant  une  autre 
ligne  isotherme,  existe  pendant  la  libre  communication  du 
corps  de  pompe  avec  le  condenseur.  Le  cycle  de  Carnot 
n'est  pas  complètement  réalisé,  parce  que  d'une  part  l'eau 
n'arrive  pas  dans  la  chaudière  avec  la  température  de  celle- 
ci,  et  que  d'autre  part  la  vapeur  à  la  fin  de  la  détente  n'a  pas 
encore  la  pression  et  la  température  du  condenseur. 

Négligeons  ces  différences,  ce  qui  aura  pour  résultat  d'aug- 
menter un  peu  le  rendement  calorifique.  Supposons  en  outre 
la  température  ûq  du  condenseur  égale  à  3o°,  ce  qui  répond  à 

une  tension  d'environ -7  d'atmosphère;  c'est  une  limite  au- 
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dessous  de  laquelle  il  serait  difficile  de  descendre,  dans  les 
conditions  habituelles  de  la  pratique.  Suivant  la  valeur  attri- 
buée à  la  température  ti  de  la  vapeur  saturée  fournie  par  la 
chaudière,  on  trouvera  pour  le  rendement  calorifique  les 
chiffres  contenus  dans  le  Tableau  suivant  : 


TEMPÉRATURE  f, 

en  degrés 

contigrades. 


iî»w1 


120, Go 
i4'4,00 

i5().a2 


TEM810N 
de  la  vapeur 

en 
atmosphères. 


.,5 

2,0 
4,0 

6,0 
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TEMPÉRATCRE  f, 

calo- 

en  degrés 

ridqae. 

centigrades. 

0,21 2 

0 
170,81 

0,23o 

iSo,3i 

0,27:5 

188, 4i 

0>3{)9 

195,53 

TENSION 
de  la  Tapeur 

en 
atmosphères. 

RENDEMENT 

calo- 
rifique. 

8 

0,317 

10 

0,33a 

12 

0,343 

'4 

0,353 
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Ce  Tableau  prouve  que  le  rendement  calorifique  croît  avec 
la  température  de  la  chaudière;  mais,  comme  cette  tempéra- 
ture croît  elle-même  assez  lentement  avec  la  pression,  il  fau 
drait  arriver  à  des  pressions  énormes  et  tout  à  fait  inusitées, 

pour  dépasser  sensiblement  le  rendement  de  ->  qui  répond  à 
peu  près  à  la  pression  de  lo»^". 

Ainsi  donc  utiliser  environ  -  de  la  chaleur  prise  par  Teau 

o 

dans  le  foyer,  c'est  ce  qu'une  machine  à  vapeur  peut  faire  de 
mieux.  D'un  autre  côté,  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  toute  la 
chaleur  du  foyer  soit  employée  à  produire  de  la  vapeur,  car 
une  portion  notable  se  perd  par  le  rayonnement  et  une  autre 
portion  se  dissipe  dans  l'atmosphère,  avec  les  gaz  résultant  de 
la  combustion;  enfin,  sans  parler  de  l'impossibilité  de  réaliser 
exactement  le  cycle  de  Carnot,  il  ne  faut  pas  oublier  que  tout 
le  travail  mécanique  transmis  par  la  vapeur  au  piston  ne  se 
transforme  pas  en  travail  utile,  parce  qu'une  partie  se  trouve 
absorbée  par  les  frottements  et  autres  résistances  secondaires 
du  mécanisme.  Aussi,  quand  on  compare  le  travail  utile  fina- 
lement obtenu  au  travail  qui  serait  l'équivalent  mécanique 

des  calories  contenues  dans  le  charbon  brûlé,  ce  n'est  plus  ^ 
qu'on  trouve  comme  rendement,  c'est  —  dans  les  meilleures 

^  12 

machines  connues,  et  quelquefois  tt- ou  ^  à  peine  (*).  On 


(')  Voici  comment  on  peut  s'en  rendre  compte.  On  a  reconnu  par  des 
mesures  expérimentales  directes  que  les  meilleures  machines  à  vapeur  con- 
somment i**»  de  charbon  par  cheval  et  par  heure,  c'est-à-dire  qu'elles  don- 
nent un  travail  de  36oo  x  -j5^^  par  kilogramme  de  charbon  brûlé.  Or  la 
combustion  de  ce  kilogramme  de  charbon  produit  7500"*,  équivalentes  à 
7500  X  ^24^»";  le  rendement  serait  donc,  pour  ces  machines, 

36oe  X  75   _    9    _        ^c 

. — T    -    -    -    —  0,050. 

7J00  X  4^4        ^ob 

Mais  souvent  le  poids  de  charbon  brûlé  s'élève  à  a**»,  S"*»,  4*'*»  ^^^  par 
cheval  et  par  heure;  le  rendement  varie  alors  en  raison  inverse  cl  devient 
respectivement 

0,0f2,   0,028,    0,021,    0,017. 
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voit,  par  conséquent,  qu'il  reste  encore  beaucoup  de  progrès 
à  faire,  mais  on  aperçoit  en  même  temps  la  limite  qu'on  ne 
saurait  franchir;  de  quelque  manière  qu'on  s'y  prenne,  on  ne 

dépassera  pas  le  rendement -y  c'est-à-dire  r  avec  la  va- 

^  ^  a-f  Co  3 

peur  d'eau  pour  véhicule  de  la  chaleur,  à  moins  qu'on  n'ar- 
rive un  jour  à  reculer  beaucoup  la  limite  des  pressions  usitées 
aujourd'hui. 


§  II.  —  Application  de  la  Tliermod3mamiqiie  aux  gaz  permanents. 

34-2.  Formules  diverses  exprimant  V accroissement  de  cha- 
leur interne,  la  chaleur  reçue,  le  travail  extérieur  d'un  gaz, 
—  Reprenons  les  équations 

(i)  ^Q  =  ^U -f- A/?  e/i', 

(2)  ^0^-^c^-^^dp-i-c^dv, 

(3)  pv-.^R{a^t), 

(4)  C-C,r:-AR, 

déjà  établies  aux  n«»  335  et  336,  les  deux  dernières  ne  devant 
s'appliquer  qu'aux  gaz  permanents.  L'élimination  de  t  entre 
la  deuxième  et  la  troisième  donne  d'abord 

(5)  dQ  —  ^i,Civdp-^cpdv). 

d'où  l'on  déduit,  au  moyen  de  la  première  et  de  la  qua- 
trième, 

I                                           c  -^—  c 
du  ^=^dQ  —  kp dv  =1  -^{c^vdp-^  cp dv) \T~^P ^*' 

c  c 

--^{^'dp^p dv)  z=.  -^dipv), 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

d\l  z=L  c,  dt. 
Donc  on  aura,  en  intégrant  dans  l'hypothèse  de  c^  constante, 
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entre  deux  étals  physiques  auxquels  répondent  des  chaleurs 
internes  Uj,  Uq  et  des  températures  ^,,  ^o» 

(6)  Ui-Uo--^c,(^,-^o). 

Ainsi  raccroissement  de  la  chaleur  interne  dépend  unique- 
ment de  celui  de  la  température,  auquel  il  est  proportionnel, 
et  il  est  indépendant  de  la  série  des  états  intermédiaires  par 
lesquels  on  a  fait  passer  le  gaz. 

Au  contraire,  dQ  ne  peut  s'intégrer,  et  la  quantité  de  cha- 
leur à  fournir,  pour  un  changement  déterminé  d*état  phy- 
sique, ne  peut  être  connue  que  si  l'on  donne  la  loi  de  valeurs 
de  p  en  fonction  de  r,  pour  les  états  intermédiaires.  Nous 
allons  faire  à  ce  sujet  diverses  hypothèses  particulières,  et  en 
établir  les  conséquences. 

Prexière  hypothèse  :  Le  volume  du  gaz  est  constant.  —  Alors 

on  a 

dv  —  Oy     dQ  ~dLy     Q  -^  Ui—  Uq— Ci(^i—  ^o.)- 

Cela  était  évident  a  priori;  r  étant  constant,  le  gaz  ne  fait  pas 
de  travail  extérieur,  et  la  quantité  de  chaleur  à  lui  donner 
correspond  exactement  à  Taccroissement  de  sa  chaleur  in- 
terne. 

Deuxième  hypothèse  :  La  pression  du  gaz  ne  varie  pas.  — 
L'expression  (2)  de  t/Q  devient,  puisque  dp  est  nul, 

dQ---:.c^di> 
ai' 

•// 
ou,  en  substituant  la  valeur  de  ~t-  fournie  parTéquation  (3), 

dQ  -^  jr-  dv. 

Par  suite,  Tintégration  donnera,  si  Ton  considère  c  comme 
constant  et  qu'on  nomme  t'o  et  Vi  les  valeurs  initiale  et  fînale 
de  r, 

soit  encore,  eu  égard  à  (3), 
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ce  résultat  peut  s'écrire 

ou  bien,  en  vertu  des  équations  (4)  et  (6), 

(7)  Q:=Ui-Uo-f-AR(^j-/o). 

Ici  la  quantité  de  chaleur  reçue  comprend,  outre  Taccrolsse- 
ment  de  la  chaleur  interne  du  gaz,  un  terme  AR(^i  —  ^o)»  Qui 
est  Téquivalent  calorifique  du  travail  extérieur/?  ((^i—  Tq),  ou 
ï^(^i—  ^o)>  fait  par  lui  dans  son  évolution. 

Troisième  hypothèse  :  La  température  du  gaz  est  constante, 
—  D*abord  la  formule  (6)  montre  que  la  chaleur  interne  ne 
varie  pas;  la  quantité  de  chaleur  reçue  est  alors  celle  qui  cor- 
respond au  travail  extérieur  fait  par  le  gaz,  et  Ton  a,  confor- 
mément à  l'équation  (i), 

dQ  —--  Ap  dv  z^  kpv  — 

Or,  d'après  l'équation  (3),  le  produit /?p  conserve  une  valeur 
constante;  on  peut  donc  intégrer  la  dernière  équation,  ce  qui 
donne 

Dans  cette  formule  on  peut  mettre,  au  lieu  de  /x^,  soit  p^i^Q, 
soit/?iri,  soit  encore  R{a-\-t). 
Ce  résultat  montre  que  le  travail  extérieur  produit  a  pour 

valeur  pv  L  —  ou  pv  L  —  >  ce  qu'on  avait  déjà  trouvé  (n<»  298, 2") 
^'0  Pi 

en  supposant,  comme  nous  le  faisons  ici,  qu'on  pouvait  né- 
gliger le  poids  du  gaz  et  que  la  loi  de  Mariotte  était  appli- 
cable. 

Quatrième  hypothèse  :  Le  gaz  ne  reçoit  et  ne  donne  aucune 
quantité  de  chaleur,  —  Il  n'y  a  pas  lieu  ici  de  déterminer  Q, 
qui  est  toujours  nulle,  par  hypothèse;  mais  on  peut  se  de- 
mander quelle  relation  existe,  pendant  toute  une  évolution, 
entre  la  pression  et  le  volume,  et  quel  est  le  travail  extérieur 
produit  par  le  gaz. 
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Puisqu'on  a  toujours  Q  z:::  o,  l'équation  (5)  donne 

Cl  r  dp  -i-  cp  dv  =  o, 

OU  bien,  en  divisant  par  c^pv  et  posant  y  =    ■  f 

dp         dv 

--  +  7  —  —  o. 
p  V 

L'intégration  de  cette  dernière  équation  est  immédiate;  on  en 
déduit 

(9)  pvy  —  consL—pov]. 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  pression  varie,  non  point  en 
raison  inverse  du  volume  (comme  dans  le  cas  d'une  tempé- 
rature constante),  mais  en  raison  inverse  de  la  puissance  y 
du  volume;  le  nombre  y  est  d'ailleurs,  pour  un  gaz  permanent 
quelconque,  sensiblement  égal  à  i,4i. 

Le  travail  extérieur  T  effectué  par  le  gaz,  pendant  le  pas- 
sage de  l'état  initial  (z?©,  ^o)  à  l'état  final  {pu  ^i),  s'exprime  par 

/    pdç;  il  faut  donc  calculer  cetle  intégrale.  Or,  si  l'on  rem- 

place/?  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (9),  elle  devient 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  les  deux  formes 

(■»)T=,^[.-(r']=f^  [-(#]■ 

On  peut  encore  remarquer  qu'on  a  (n*»  336) 

pv  —  R{a  -+- 1)  -^  ^^^  (i  -h  an. 

0 

S  étant  la  densité  du  gaz  relativement  à  l'air,  a  —  — -  le  coef- 
ficient  de  dilatation  des  gaz,  /  la  température.  Si  l'on  rem- 
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place /7o^o  par  sa  valeur  tirée  de  cette  égalité,  la  formule  (lo) 
deviendra 

T=Z2|Li^[,-(il.y-] 
(ïO  {  r  Y-t-i 

-   5(ï-o  U""U;   J' 

Enfin,  comme  on  a»  par  application  de  l'équation  (i), 

on  en  déduit 

Uo-U, 

A 

ou,  en  vertu  de  (6), 

(12)  T:=î^(^0-^l). 

34-3.  Expression  de  V entropie.  —  On  se  rappelle  (n®340) 
que  la  fonction  S,  à  laquelle  Clausius  a  donné  le  nom  d*e/t- 

tropie,  a  pour  différentielle -•  Nous  poserons  donc,  eu 

égard  aux  formules  (3)  et  (5), 

^^C.dp-^-cpd.  ^     fdp^    d^\ 
pv  \p         '    V  )' 

d'où  résulte,  en  supposant  toujours  rinvariabililé  de  Ci, 

(i3)  S^CjLC/^f'Y). 

344.  Équations  des  lignes  isothermes  et  des  lignes  adiaba- 

tiques.  —  Si  la  température  d'un  gaz  ne  change  pas,  on  a,  par 

l'équation  (3), 

pv  =:  const.  ; 

c'est  l'équation  générale  des  lignes  isothermes,  et  ces  lignes 
sont  une  série  d'hyperboles  équilatères.  Si  le  changement 
d'état  du  gaz  se  fait  sans  addition  ni  soustraction  de  chaleur, 
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on  a  Q  =  o,  et  il  en  résulte  (n<»  342,  quatrième  hypothèse 

pv^  z=i  const., 

équation  générale  des  lignes  adiabatiques. 
Lorsque  par  un  môme  point  A  {fig.  889)  on  fait  passer  une 

ligne  isotherme  AB  et  une  ligne  adia- 
Fig.  389.  batique  AC,  les  tangentes  en  A  à  ces 

deux  courbes  ont  pour  coefficients 
respectifs  dlnclinaison  sur  Taxe  des  v 


—  ^    et    —  Y-; 


~^     le  nombre  y  étant  supérieur  à  Tunilé, 
on  en  conclut  que  la  ligne  adiabatique 
est  plus  inclinée  que  la  ligne  isotherme,  de  sorte  que  ces 
lignes  présentent  la  disposition  indiquée  sur  la  figure. 

3ft'5.  Traitait  extérieur  /ait  par  un  gaz  permanent  pendant 
l'accomplissement  d'un  cycle  de  Carnot;  quantité  de  chaleur 
à  lui  donner.  —  Supposons  un  gaz  permanent  qui  accomplit 
un  cycle  de  Carnot,  représenté  par  a^a^a^a^  {fig^  ^90);  dési- 
gnons par 

Fi  g.  390. 
a, 


0 


As      <• 


p  elv  avec  les  indices  o,  i,  2,  3  la  pression  et  le  volume  du 
kilogramme  de  gaz,  dans  les  états  successifs  «o»  «1,  «j,  a,; 

^0  et  ty  les  températures  des  sources  inférieure  et  supérieure 
de  chaleur; 

Qo  et  Qi  les  quantités  de  chaleur  cédée  par  le  gaz  à  la  pre- 
mière source  et  prise  à  la  seconde; 
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Ti,  T„  T3,  ^^  les  travaux  extérieurs  que  le  gaz  a  effectués  dans 
les  évolutions  successives  a^a^y  aia^,  ^s^s»  ^i^o» 

L'application  des  formules  du  n^  342  donne  immédiate- 
ment 

Les  travaux  Ti  et  T,  étant  égaux  et  de  signes  contraires,  on 
voit  que  le  travail  extérieur  total  T  fait  par  le  gaz  se  réduit  à 
T,-HT,;donc 

TzzzR(a-f-^0  L-'  4-R(a-f-ro)L^. 

Or  on  a,  en  vertu  des  équations  des  lignes  isothermes  et  des 
lignes  adiabatiques  (n^"  344- ), 

le  produit  membre  à  membre  de  ces  quatre  égalités  donne 
donc 

((>,ç;,)Y-«=  ((;o^O^"*     ou     î^  =  ^. 
Par  suite, 

et,  en  transportant  dans  T  cette  valeur  de  L  —  > 

La  quantité  Q  de  chaleur  reçue  par  le  gaz  est  Qi  —  Qo»  soit 

Q=AR(a-h/OL7-^AR(a-h^o)L^'  =  AT  =  AR(^i-^o)L~S 

résultat  conforme  au  premier  principe  (n®  335).  On  constate 
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aussi  que  le  rendement  calorifique  —j^ — -  a  bien  pour  valeur 

~y  comme  on  Ta  démontré  d'une  manière  générale  au 

no  3ki. 

34-6.  Vitesse  d'écoulement  d'un  gaz  permanent.  —  La  ques- 
tion a  été  déjà  traitée  au  n^  296  dans  l'hypothèse  simple  d'un 
gaz  à  température  constante;  nous  allons  la  reprendre  en 
nous  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général,  mais  en  suppo- 
sant toujours  le  mouvement  permanent;  de  plus,  nous  négli- 
gerons le  poids  propre  du  gaz,  comme  il  a  été  dit  au  n*»  334*. 
Alors  la  force  extérieure  directement  appliquée  à  chaque 
molécule,  dans  l'intérieur  de  la  masse,  est  censée  nulle,  el 
l'équation  (7)  du  n®  273  devient 

ydV=z—-dp, 

P 

ou  bien,  comme  le  poids  pg  de  l'unité  de  volume  s'exprime 
par  -  avec  nos  notations  actuelles, 

\dW 

=1  —  V  dp, 

8 

L'intégration  de  cette  équation  entre  deux  points  pris  sur  la 
trajectoire  d'une  môme  molécule,  pour  lesquels  la  vitesse  V, 
la  pression/?  et  le  volume  v  auraient  les  valeurs  respectives 

Vo,   P^y    V^,       Vi,   /?„    Vu 

donne 

et  dans  l'hypothèse  où  la  vitesse  Vo  serait  négligeable,  comrtie 
étant  prise  dans  l'intérieur  d'un  réservoir  de  grandes  dimen- 
sions comparativement  à  l'orifice  de  sortie, 


2<r 


=z  /     V  dp. 

Pi 

L'intégrale  définie  qui  figure  au  second  membre  de  celte 
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rjelation  peut  se  calculer  dans  trois  des  quatre  hypothèses 
examinées  au  n°  34-2,  à  propos  d'une  autre  question. 
i^  Le  volume  v  est  supposé  constant.  —  Alors 

— i  z=zç{pq  —  p^)z=c £:j. 

Cette  hypothèse  exige  que  la  température  ait  baissé,  en  allant 
de  l'intérieur  du  réservoir  au  point  de  sortie.  Il  faut,  en  effet, 
pour  que  l'écoulement  soit  effectif  et  Vi  réelle,  qu'on  ait 
Po>Pi;  et,  comme  on  a  d'autre  part 

on  en  déduit  la  différence  positive 

^o—ii^j^{Po  —  Pi)- 

A  cet  abaissement  de  température  répond  (n*»  342)  une  dimi- 
nution de  chaleur  interne 

et  c'est  là  aussi  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qu'il 
faudrait  soustraire  au  gaz  par  kilogramme  écoulé,  car 
l'invariabilité  de  v  entraîne  la  nullité  du  travail  extérieur 

2<>  La  température  est  constante.  —  Dans  ce  cas  pv  est  con- 
stant; donc 

Jp,  Jp,        P  Pi 

et,  par  suite, 

Vî  jPo 

2^         ^  Px 

En  remplaçant  />o^o    par  R(a-h^o)   ou  par  ^^^      —'* 

Bresse.  —  Cours  de  Méc.  lî.  33 
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comme  au  n«  34-2,  on  trouve 

V*          7991(1 -4- g^J       p^ 
—  ^ 1^  —  j 

résultat  déjà  trouvé  (n'»296).  Ajoutons  encore  qu'ici  le  gaz 

fait  un  travail  extérieur,  exprimé  (n<>  342)  par/?o^oL  — ,  et 

P\ 

que,  par  suite,  il  faut  lui  donner  une  quantité  de  chaleur 

par  kilogramme  écoulé,  afin  de  maintenir  sa  température 
constante. 

3®  On  suppose  que  le  gaz  ne  reçoit  pas  de  chaleur  du 
dehors  et  qu'il  n'en  donne  pas.  —  Dans  ce  cas,  on  a  la  relation 

(n«34.2) 

pvt.-p^vl; 

en  y  prenant  la  valeur  de  v  pour  la  porter  dans   l  vdp^  il 
vient 


/      vdp—  p\  (^0  /      P    ^  dp 


Pi  *^Pi 


ï 

Lorsque  la  différence  po  —  pi  est  petite,  cette  formule  peut 
se  simplifier.  Si  l'on  pose,  en  effet, 


Po 

on  aura,  par  la  formule  du  binôme, 

KPoJ  ï  2ï    V    ï 
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d'où  résulte 


V 

2^ 


Si  ^2 — ^  est  négligeable  devant  l'unité,  on  peut  réduire 
la  formule  à 

résultat  identique  à  celui  du  premier  cas. 

On  peut  encore  remarquer  que  la  différentiation  de  l'équa- 
tion (3)  du  n^*  34.2  donne 

et  que  l'équation  (5)  devient,  puisque  Q  est  toujours  nulle, 

Cxvdp  -\-  cpdv^=zo; 


donc 


■*=t1-?) 


et,  en  verlu  de  l'équation  (4), 

cdt  j 

^  =  ^dp. 

On  déduit  de  là 

/>0 


Pi 

c'est  la  formule  de  Weisbach. 

Il  faut  reconnaître  que  la  réalisation  rigoureuse  de  ces  di- 
verses hypothèses  est  assez  difficile  à  obtenir.  La  dernière  est 
peut-être  celle  qui  se  rapproche  le  plus  des  conditions  ordi- 
naires de  la  pratique. 
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§  m.  —  Application  de  la  Thermodynamique  à  la  vapeur  d'eau 

saturée,  mélangée  d'eau  liquide. 

34.7.  Des  vapeurs  saturées,  —  Une  masse  liquide  maintenue 
constamment  à  la  température  ^*  se  trouve  dans  une  enceinte 
fermée,  à  parois  fixes,  de  volume  plus  grand  (sans  dépasser 
cependant  une  certaine  limite),  ayant  cette  même  tempéra- 
ture; au  bout  de  quelque  temps,  l'espace  restant  libre  au-des- 
sous du  liquide  est  rempli  de  vapeur  saturée  à  ^,  et  à  une 
pression  limite  />,  qui  dépend  de  la  température  et  qu'elle  ne 
dépasse  pas.  Toute  tentative  pour  augmenter  la  pression,  en 
diminuant  le  volume,  n'aboutit  qu'à  condenser  une  partie  de 
la  vapeur;  et  l'opération  inverse  vaporiserait  une  partie  du 
liquide  restant,  qui  se  changerait  en  vapeur  saturée  à  la  pres- 
sion /?  et  à  la  température  t^,  pourvu  cependant  que  le  volume 
total  de  l'enceinte  ne  dépasse  pas  la  valeur  correspondant  à  la 
vaporisation  complète  du  liquide. 

Quand  le  liquide  est  de  l'eau,  Regnault  a  établi  la  formule 
empirique 

(I)  l0g/>z:^B-6PS 

dans  laquelle  p  représente  la  pression  exprimée  en  milli- 
mètres de  mercure,  t  la  température  en  degrés  centigrades, 
B,  6  et  p  trois  nombres  constants  définis  par  les  égalités 

B  =  5,4233177,    log6=:  0,6821547,    iogp  =  1,9972311; 

les  logarithmes  sont  des  logarithmes  vulgaires.  Si  la  pression 
devait  s'exprimer  en  kilogrammes  par  mètre  carré,  le  nombre 

correspondant  serait  multiplié  (n<»261)  par  — ^ — y  et  B  serait 

en  conséquence  augmenté  de  log — ^ —  1=  1,1 334 128. 

Soit  X  le  nombre  de  calories  nécessaires  :  i"*  pour  élever, 
sous  la  pression  p,  \^^  d'eau  de  o<»  à  f®;  2°  pour  transformer 
cette  eau  en  vapeur  saturée  à  ^.  On  a,  d'après  le  même  phy- 
sicien, 

(2)  X  =:  606,5  -ho,3o5^. 
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Regnault  a  également  donné,  pour  exprimer  la  chaleur  spé- 
cifique c  de  Teau,  sous  la  pression  p  et  à  une  température  0, 
comprise  entre  o*  et  ^,  la  formule  empirique 

(3)  C=::l  4- 0,00004 6 -f- 0,00000096'; 

la  quantité  de  chaleur  dépensée  pour  élever  Teau  liquide  de 
o<»  à  t^y  sous  la  pression  /?,  serait,  en  conséquence, 


(4) 


C^=  1    cdbz=z  t  -{-  Oj  00002 1^  -ho,  ooooooS  t^y 

«/a 


et  la  chaleur  spécialement  dépensée  pour  la  vaporisation 
serait 

(5)       X  —  C  =  606,5  —  0,695^  —  0,00002^*  —  o,oooooo3^'. 

On  peut  calculer  théoriquement  la  densité  de  la  vapeur 
d'eau  saturée  à  t^.  Appliquons  pour  cela  la  formule  (9,)  du 
n^  338  au  passage  de  Teau  liquide  à  l'état  de  vapeur,  la  tem- 
pérature et  la  pression  restant  égales  h  t  ei  p;  cette  formule 
devient,  en  remplaçant  «p (/)  par  {a-^  t)  (n*  339 \ 

et  elle  exprime  la  quantité  de  chaleur  ^Q,  à  employer  pour 
obtenir  la  dilatation  d^^  du  kilogramme  d'un  corps  quelconque 
conservant  une  température  t  constante. 
Dans  le  cas  actuel,  p  est  une  fonction  de  /,  définie  par 

réquation  (i);  -^  est  donc  aussi  fonction  de  t,  et  peut  se  calculer 

numériquement  pour  chaque  température.  Donc  on  a  la  va- 

leur  de  -~f  qui  reste  constante  pendant  que  la  vaporisation 

s'effectue,  puisque  t  ne  change  pas.  Si  donc  on  appelle  u 
l'augmentation  de  volume,  prise  par  1^^  d'eau  pendant  ce 
changement  d'état,  on  aura,  pour  valeur  de  la  quantité  totale 
de  chaleur  employée  pour  le  produire. 
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et,  comme  la  même  quantité  est  donnée  par  la  formule  (5), 
on  posera 

(6)  X  — C  =  A(a-+-0^w, 

ce  qui  fera  connaître  u  en  fonction  de  t.  Comme  d'ailleurs  le 
volume  du  kilogramme  d'eau  liquide  est  toujours  à  peu  près 
o,ooi,  quelle  que  soit  la  température,  il  en  résulte  que  cette 
eau,  convertie  en  vapeur  saturée  à  ^*,  occupe  un  volume 
u  -h  o,ooi,  qu'on  pourra  calculer,  et  d'où  l'on  déduira  le  poids 
de  l'unité  de  volume  de  vapeur  saturée  à  r>. 

M.  Zeuner,  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Zurich,  a 
proposé,  pour  obtenir  m,  la  formule  empirique 

(7)  kpuz=.Z\y\o-\-  0,096^  —  0,00002^*  —  o,oooooo3^, 

plus  simple  que  celle  qu'on  déduirait  de  l'équation  précé- 
dente, et  donnant  à  peu  près  les  mêmes  résultats. 

La  quantité  X  —  C  se  compose  de  deux  parties  :  i^  une 
quantité  de  chaleur  kpu  convertie  en  travail,  puisque  le  vo- 
lume augmente  de  u  sous  la  pression  constante  p  ;  2»  l'ac- 
croissement simultané  de  la  chaleur  interne,  c'est-à-dire  ce 
qu'on  nomme  la  chaleur  latente  de  vaporisation.  En  désignant 
par  p  cette  deuxième  partie,  on  a 

# 

(8)  p=:iX — C  —  Ajow  =  575,4  —  0,791/. 

348.  Des  mélanges  d'eau  et  de  vapeur  saturée.  —  L'agent 
intermédiaire  par  lequel  s'opère  la  transformation  de  la  cha- 
leur en  travail,  dans  les  machines  à  vapeur  ordinaires,  est,  en 
réalité,  toujours  un  mélange  de  vapeur  saturée  et  d'eau 
liquide,  qui  est  entraînée  par  la  vapeur  venant  de  la  chau- 
dière. Il  est  donc  nécessaire,  pour  faire  la  théorie  de  ces  ma- 
chines, considérées  comme  machines  thermiques,  de  résoudre 
diverses  questions  relatives  aux  mélanges  dont  il  s'agit;  c'est 
ce  que  nous  allons  faire  maintenant. 

{a)  Dans  une  enceinte  à  parois  mobiles  se  trouve  i''«  de 
substance,  comprenant  un  poids  m  de  vapeur  saturée  à  r»  et 
un  poids  I  -—  m  d'eau  à  la  même  température.  Quel  est  Tex- 
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ces  U  de  la  chaleur  interne  du  mélange  sur  celle  de  i^  d'eau 
à  o<»  et  sous  la  môme  pression  p  ? 
L'excès  demandé  U  comprend  deux  parties  : 
i^  Pour  faire  passer  Teau  liquide  de  o<»  à  ^,  sous  la  pres- 
sion /?,  on  emploie  une  quantité  de  chaleur  C  —  /    cd^,  et, 

comme  le  travail  extérieur  fait  par  le  corps  est  ici  sensible- 
ment nul,  vu  que  son  volume  ne  change  pas  d'une  manière 
appréciable,  toute  cette  chaleur  contribue  à  l'augmentation 
de  la  chaleur  interne. 

a®  Il  reste  à  vaporiser  le  poids  m,  ce  qui  exige  un  nouvel 
accroissement  mp=^m(\—-C  —  Apu)  de  la  chaleur  interne 
(no  34.7). 

Donc,  en  somme, 

ou,  en  substituant  les  expressions  (3)  et  (8)  de  C  et  de 
X  — C  —  Apu, 

(9)  U  =1-  ^ySy^m  •+-  (1  —  0,791/^)^  -f-  0,00002^*  4-  o,oooooo3^'. 

{b)  Le  mélange  ci-dessus  défini  éprouve  un  accroissement 
de  température  dt,  et,  en  même  temps,  m  devient  m  -+-  dm. 
Quelle  quantité  de  chaleur  dQ  a-t-il  fallu  donner  au  mélange, 
pour  produire  ce  changement? 

Comme  on  le  sait  (n<*  335),  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
à  un  changement  quelconque  d'état  physique  comprend  : 
I®  l'accroissement  de  la  clialeur  interne;  2*  la  chaleur  con- 
vertie en  travail.  Dans  le  cas  actuel,  la  première  partie  est  la 
différentielle  dl]  de  la  quantité  U  que  nous  venons  de  cal- 
culer (a);  la  seconde  se  réduit  à  Apd{mu),  si  l'on  regarde 
comme  négligeable  la  variation  de  volume  de  l'eau  liquide  (^). 

(')  Le  volume  v  de  i"*»  du  mélange  se  compose  du  volume  v'  de  i''» 
d'eau  à  la  température  t  et  sous  la  pression/?,  plus  de  Texcès  de  volume  ma 
répondant  au  poids  m  d'eau  vaporisée.  On  a  donc 

dv  —  dv'-h  d{mu)j 

ou  simplement  dv  ^  d{mu)y  parce  que  v'  se  rapproche  beaucoup  d'être 
constant,  et  que,  d'ailleurs,  v'  est  généralement  négligeable  devant  mu. 
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Donc 

ûfQ  =  ûrtJ  H-  kp  d{mu) 

—  dÇ,  -\-  d[m(\  ^  C)  —  \pmu]  -h  \pd{mu) 
=^cdt-hd[m{X  —  C)]  —  kmu-j-dty 

ou  bien,  en  remplaçant  ku-—  par  sa  valeur  Urée  de  Téqua- 
lion  (6), 

(lo)  dQ^cdt-^  d[m{\  -  C)]  -  ^'^^""^^  dt. 

La  même  formule  peut  encore  s'écrire 

(M)  dQ  =  cdC+(a  +  t)d^^^-p^. 

(c)  Si  le  mélange  est  renfermé  dans  une  enceinte  imper- 
méable à  la  chaleur,  de  manière  que  dQ  soit  constamment 
nulle,  quelle  est  la  valeur  m'  de  m,  pour  laquelle  on  aura 
dm  =  o,  c'est-à-dire  pour  laquelle  une  variation  dt  de  la  tem- 
pérature n'entraînera  ni  condensation  de  vapeur,  ni  vaporisa- 
tion d'eau? 

L'introduction  dans  l'équation  (lo)  des  hypothèses  particu- 
lières dQ  =:  o,  dm  z=z  o  donne  pour  déterminer  m' la  relation 

j.         ,,,.       ,^.       m'Ck  —  Ode 
cdt-h  m'd(\  —  t) ^^ =  o. 


d'où  Ton  tire 


,  c{a -f- t.) 


X_C-(a+0-^'"^^ 


dt 


En  substituant  pour  c  sa  valeur  (3),  dans  laquelle  on  aura 
fait  6  =  ^,  et  pour  X  —  C  sa  valeur  (5),  on  trouve 


m'rzr 


(i  -^  o,oooo/l^-+- 0,0000009^*) (273  -^  0 


606 ,5  —  o ,  690 1  —  o ,  00002  i*  —  o ,  oooooo3 1^ 
-\-  (273  -h  ^)  (0,695  4-0,00004^4-0,0000009^*) 

ou  bien 

,      V   , (_f -4- 0,00004^-4- 0,0000009 /')( 273  4- /) 

796,235  4-  0,01092^  4-  0,0002667 ^«4-  0,0000006^* 
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Voici  le  Tableau  de  quelques-  résultats  obtenus  au  moyen 
de  celle  formule  : 

Proportion  m'     Proportion  i  —  nt! 
Température  t.  de  vapeur.  d*eau  liquide. 

o° 0,343  0,657 

5o 0,407  0,593 

100 0,472  0,528    . 

i5o o,538  0,462 

200 o ,  607  o ,  393 

{d)  Dans  le  cas  où  le  poids  de  vapeur  m  contenu  dans  le 
mélange  excéderait  le  poids  particulier  m!  qu'on  vient  de  dé- 
terminer, quelle  est  la  quantité  d'eau  vaporisée  pendant  que 
la  température  augmente  de  dt^  les  parois  étant  toujours 
supposées  imperméables  à  la  chaleur? 

Puisqu'on  suppose  û?Q  —  o,  on  a,  par  l'équation  (lo), 

c  6^^  H-  m  û?(X  —  C)  -f-  (X  -    C)  dm  —  — ^~  ""— ^  dt^o\ 
d'autre  part,  m!  satisfait  à  l'équation 

c ^r  +  m'^(X  —  C)  —  ^^^~— ^ e/^  =:  o. 

a-\-  t 

La  soustraction  de  ces  deux  équations  membre  à  membre 
donne 

(/n  -  m!)d{\^ C)  -f-  (X -  C)  ^/n -  ^^  -  ^'^O^zzStl dt^o\ 
d'où  résulte 

(,3)   (X-C)^=(m-m')|^--;-- ^_J  =_(«»_;«'). 

Or  la  quantité  X—  C  reste  toujours  positive,  dans  les  limites 
des  expériences  faites;  cela  est  mis  en  évidence  par  son  ex- 
pression algébrique  (5),  qui  devient  négative  seulement  au 
delà  de  ^  ~  700»,  température  bien  supérieure  à  la  plus  élevée 
de  celles  qu'on  a  réalisées  dans  la  production  de  la  vapeur 

d'eau  saturée  (').  Donc  pour  m  >  m' la  dérivée  -^  est  posi- 


(  '  )  Cela  ne  veut  pas  dire  que  X  —  G  deviendrait  cfTectivcinent  négative 
pour  ^  ^  700**,  car  il  est  très  probable  que  la  formule  (5)  cesserait  de 
représenter  exactement  .les  résultats  d'expérience,  bien  avant  d'arriver 
à  r  =  700». 
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live,  et  la  proportion  m  de  vapeur  varie  dans  le  même  sens 
que  la  température  t;  pour  Taccroissement  dt  de  celle-ci, 
m  s'accroît  d'une  quantité  dm  dont  Téquation  (i3)  donne  la 
valeur. 

{e)  Maintenant,  les  hypothèses  ci-dessus  admises  {d)  étant 
conservées  (c'est-à-dire  m  >  w'  et  ûfQ  :.:  o),  il  est  facile  d'éta- 
blir que  les  variations  du  volume  v  occupé  par  le  mélange 
sont  en  sens  contraire  de  celles  qu'éprouvent  m  et  t.  Suppo- 
sons en  eflet  que  t  devienne  t-^-dt  e\  que  m  devienne  simul- 
tanément m  ->-  dm,  La  différence  du  second  état  avec  le  pre- 
mier consiste,  d'une  part,  en  ce  que  les  poids  m  de  vapeur  et 
I  —  m  d'eau  se  sont  échauffés  de  dt^  et,  d'autre  part,  en  ce 
qu'un  poids  dm  d'eau  à  ^o  ^  ^^  ^^  changer  en  un  poids  égal 
de  vapeur  à  {t-^dcy.  Dans  le  cas  de  dt  et  dm  positifs,  ces 
deux  choses  exigent  une  augmentation  de  chaleur  interne, 
et,  comme  il  n'en  vient  pas  du  dehors,  puisque  </Q  est  con- 
stamment nulle,  il  faut  que  cette  chaleur  ait  été  développée 
parla  compression;  donc  dv  est  négatif  quand  dt  et  dm  sont 
positifs.  On  verrait  de  même  que  dv  est  positif  quand  il  y  a 
diminution  de  t  et  de  m. 

Remarque,  —  Les  calculs  qu'on  vient  d'exposer  (c,  ef,  e) 
sont  applicables  pendant  la  détente  dans  le  cylindre  d'une 
machine  à  vapeur.  La  proportion  d'eau  entraînée  par  la  va- 
peur venant  de  la  chaudière  n'est  pas  assez  grande  pour  rendre 
m<m'  au  commencement  de  la  détente;  d'ailleurs  Q  reste 
sensiblement  nul.  Il  y  a  donc  condensation  d'eau  pendant 
que  la  détente  s'effectue;  la  vapeur,  toujours  en  contact  avec 
une  certaine  quantité  d'eau  liquide,  reste  à  l'état  de  vapeur 
saturée.  On  a  reconnu  aussi  que  la  condition  m  >  m'  est  sa- 
tisfaite jusqu'à  la  fin  de  la  détente,  pourvu  que  celle-ci  ne 
soit  pas  poussée  trop  loin. 

349.  Calcul  du  travail  produit  par  la  vapeur  m^élangée 
d'eau j  dans  une  machine  à  détente  et  condensation,  —  Si  l'on 
faisait,  par  la  méthode  que  nous  allons  indiquer,  le  calcul  du 
travail  produit  pendant  une  course  du  piston  principal,  on 
constaterait  que  tous  ses  termes  sont  proportionnels  au 
poids  P  du  fluide  qui  a  été  fourni  par  la  chaudière,  pendant 
la  période  d'admission.  En  conséquence,  pour  ne  pas  sur- 
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charger  inuUlement  toutes  nos  équations  de  ce  facteur  P, 
nous  ferons  le  calcul  comme  s'il  était  égal  à  i,  c'est-à-dire 
que  nous  allons  déterminer  le  travail  produit  par  chaque  ki- 
logramme de  fluide  dépensé.  , 

Soient  donc,  pour  i^  de  vapeur  mélangée  d'eau,  sortant  de 
la  chaudière  et  entrant  dans  le  cylindre,  pendant  la  période 
d'admission, 

mo  le  poids  de  la  vapeur,  i  —  m^  celui  de  l'eau  entraînée; 

Cq  le  volume  de  i"^  d'eau; 

^0+  "o  celui  de  i^  de  vapeur  ; 

h>Po  la  température  et  la  pression  correspondantes. 

Nommons  en  outre  mj,  Çi,  «j,  t^,pi  les  valeurs  prises  par 
ces  quantités  à  la  On  de  la  détente. 

Le  volume  fluide  introduit  dans  le  cylindre  pendant  la  pé- 
riode d'admission  a  pour  valeur  ^o-hmoUQy  et  il  produit 
(n®  298,  I**)  un  travail  ayant  pour  valeur 

/?o(^o-+-  'Wotto); 

mais  nous  en  défalquerons  tout  de  suite  :  i®  le  travail,  pendant 
la  course  entière,  de  la  contre-pression  />'  du  condenseur;  2®  le 
travail  nécessaire  pour  renvoyer  dans  la  chaudière  i^s  d'eau 
prise  dans  le  condenseur  et  occupant  le  volume  v',  soit  en 
tout 

en  efifet  Vi-hm^Ui,  volume  total  du  fluide  à  la  fin  de  la  dé- 
tente, est  égal  au  volume  engendré  par  la  face  opposée  du 
piston  principal,  sous  la  pression  /?',  dans  une  course  com- 
plète, et,  d'autre  part,  le  piston  de  la  pompe  alimentaire  doit 
engendrer  le  volume  /,  sous  une  pression  résistante /?o—-p'. 
Le  reste  de  la  soustraction  donne  une  première  partie  du 
travail  demandé 

qu'on  peut  réduire  très  approximativement  à 

(l4)  Po^h^O  —  p'  ^l^l  —  ^  Oy 

VU  la  petitesse  des  variations  qu'éprouve  le  volume  de  i^» 


5a4  SIXIÈME  PARTIE.  —   CHAPITRE   TROISIÈME. 

d'eau  dans  les  diverses  circonstances  de  pression  et  de  tem- 
pérature, en.  comparaison  des  changements  de  volume  de  la 
vapeur. 

L'expression  (i4)  renferme,  outre  les  quantités ^o»  ''^o»  «o» 
/>',  qu'on  doit  regarder  comme  des  données  de  la  question, 
les  quantités  m,,  Mj  a  priori  inconnues;  d'ailleurs,  nous 
aurons  également  besoin  de  les  déterminer,  ainsi  que  la  tem- 
pérature ^1,  pour  évaluer  le  travail  produit  pendant  la  période 
de  détente.  Il  faut  donc  voir  comment  on  pourra  calculer  ces 
quantités.  A  cet  effet,  nous  supposerons  d'abord  qu'on  donne 
le  degré  de  détente,  c'est-à-dire  le  rapport  des  volumes 
(^o+zwoWq,  (^j  +  mjWi  occupés  par  le  mélange  de  vapeur  et 
d'eau  liquide  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  détente;  si 
l'on  nomme  K  ce  rapport,  et  si  l'on  néglige  t^o  et  v^  devant 
moi/o  6t  mj  Ut,  on  posera  donc 


(l5)  Kr= 


> 


première  équation  entre  deux  de  nos  trois  inconnues  tu  ^u 
Mj.  Pour  en  avoir  une  seconde,  on  intégrera  Téquation  (ii) 
divisée  par  «  4-  ^,  dans  l'étendue  entière  de  la  détente,  en  ob- 
servant que  pendant  toute  cette  période  le  mélange  fluide  ne 
reçoit  pas  de  chaleur,  et  que,  par  suite,  <fQ  est  nul;  on  trouve 
alors 


/.      a  -t-t 


(10)  /         __    —  H :=  O, 

J^      a  -t-t  a  -\   tQ  a-r-  ti 


Xo,  Cq,  X,,  Cl  désignant  ce  que  deviennent  X  et  C  pour  les  va- 
leurs tQ  et  ^1  de  t.  Le  premier  membre  de  Téquation  (16)  est 
calculable  numériquement  quand  on  donne  mj  et  t^  puisque 
c,  X  et  C  sont  des  fonctions  connues  de  /  (n<*  34.7)  ;  c'est  donc 
une  relation  entre  m,  et  ti.  Mais  Wj  est  aussi  une  fonction 
connue  de  ti  en  raison  de  Téquation  (7)  où  l'on  aurait  mis 
pour/?i  sa  valeur  tirée  de  (i);  on  aurait  ainsi 

(17)     ApiUi—-  3i,io  -i-  0,096^1 —  o,ooo3/J  —  o,oooooo3/J, 

ce  qui  complète  le  nombre  d'équations  nécessaires  pour  dé- 
terminer ti,  m„  M,.  On  obtient  la  solution  par  une  suite  de 
tâtonnements,  dans  lesquels  on  se  donne  ti  pour  point  de  dé- 
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pari;  Téquation  (i6)  permet  alors  d'avoir  mi,  Téqualion  (17) 
fait  connaître  «,,  et  Ton  tâtonne  en  faisant  varier  /,  jusqu'à 
ce  que  le  produit  m^u^  vérifie  l'équation  (i5). 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  de  m,  t,  u  au  commencement 
et  à  la  fin  de  la  détente,  nous  pouvons  calculer  (n'*  348,  a)  la 
diminution  Uq—Ui  de  la  chaleur  interne  du  fluide,  qui  sera 

(  Uo— U,  — Co— C,-i-/?io(Xo'— Co— A/?oWo) 
I  — '^^lOi— Cl— Ajt?iMi), 

à  laquelle  correspond  un  travail  extérieur  produit 


(19)  T,- 


Uo-U, 


car  le  premier  principe  (n°  335)  donne,  0  étant  nulle  pen- 
dant cette  période, 

o=:U,  — Uo^-AT,. 

Le  travail  total  effectué  par  i'^  de  fluide  dans  son  évolution 
complète  serait  la  somme 

dont  les  deux  termes  résultent  des  équations  (i4)  et  (19).  On 
voit  que,  pour  le  calculer  numériquement,  il  faudrait  avoir, 
outre  les  données  ^0  et  ^  qui  dépendent  du  chauffage  de  la 
chaudière  et  des  dispositions  de  la  machine,  la  proportion  m^ 
de  vapeur  sèche  que  contient  le  fluide  venant  de  la  chaudière. 
Or  cette  proportion  varie  suivant  des  circonstances  secon- 
daires, dont  l'influence  est  difficile  à  évaluer;  mais  heureuse- 
ment des  essais  numériques  assez  nombreux,  faits  par 
MM.  Zeuner  et  Combes,  ont  démontré  que  l'influence  de  m^ 
sur  le  résultat  final  est  presque  nulle  ;  on  trouve  sensible- 
ment le  même  travail,  pour  une  valeur  quelconque  de  m^ 
entre  i  et  0,70,  limite  inférieure  au-dessous  de  laquelle  m^ 
ne  descend  vraisemblablement  jamais  dans  la  pratique. 

350.   Vitesse  d'écoulement  de  la  vapeur  saturée,  mélangée 
d'eau  liquide,  —  Reprenons  l'équation  établie  plus  haut 
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{n?  Sd-G),  à  propos  des  gaz  permanents^ 


2^ 


les  notations  conservant  ici  le  môme  sens;  cette  équation 
peut  s'écrire,  en  intégrant  par  parties,  . 


I     pdv. 


Le  dernier  terme  du  second  membre  exprime  le  travail  exté- 
rieur fait  par  chaque  kilogramme  de  gaz  écoulé;  si  Ton  sup- 
pose que  récoulement  ait  lieu  sans  addition  ni  soustraction 
de  chaleur,  ce  travail  est  lié  au  changement  Ut— U©  de  la 
chaleur  interne  (n<»  335)  par  la  relation 


.•'i 


d'où  résulte 


V*  I 


Les  notations  t'o»  v\  désignent  le  volume  occupé  par  i*«  de 
fluide  dans  l'intérieur  du  réservoir  et  au  point  de  sortie;  en 
négligeant  Je  volume  de  l'eau  liquide  devant  celui  de  la  va- 
peur, et  désignant  par  u^y  Ui,  mo,  m^  les  mêmes  quantités 
qu'au  n<>  349,  on  peut  encore  remplacer  Çq  et  t^j  par  m^Uo 
et  rrii  u^  ;  de  plus,  on  peut  remplacer  Up  —  U|  par  l'expres- 
sion (i8),  dans  l'hypolhèse  où  les  circonstances  données  sont 
telles  qu'on  doive  considérer  comme  certain  l'état  de  satura- 
tion de  la  vapeur  qui  s'écoule.  La  dernière  équation  devient 
alors 

v« 

A— ^  =  A/?o'Wo"o— A/?j/niM, -hCo— Cl 

4-  mo(Xo—  Co~  A/>oWo)  —  'Wi(^i—  C,  — A^iWi) 

ou,  toute  réduction  faite, 

(20)       A  Xi  r=i  Co-  CiH-  mo  (Xo—  Co)  -  m,  (Xj  —  G,). 

2^ 
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Nous  avons  admis  que  le  fluide  sortant  contient  toujours  de 
Feau  liquide  ou  que  du  moins  la  vapeur  reste  à  l'état  de  satura- 
tion ;  dès  lors,  la  connaissance  de  /?,  entraîne  celle  de  la  tem- 
pérature tx  correspondante  (n<>  3W),  et  l'équation  (i6)  du  n<»  349 
donne  alors  la  valeur  de  wii(Xj  — Ci).  Si  nous  la  portons  dans 

f     cdt,  il 
viendra 


V— î-=:  /      c dt -h  nio (lo—Co) 


/%  'o 

OU  bien 


(21) 


a-^L 


La  température  ig  est,  ainsi  que  m^,  une  donnée  immédiate; 
ti  résulte,  comme  nous  l'avons  dit,  de  la  connaissance  de/?,. 
Par  suite,  le  second  membre  de  l'équation  (21)  est  une  fonc- 
tion donnée,  numériquement  calculable,  de  trois  nombres 
connus  t^^y  m^,  ^,  ;  le  calcul  étant  fait,  on  en  déduira  V,.  D'ail- 
leurs l'équation  (16)  ayant  fait  connaître  m,  (Xj  — Ci),  etXj  — G, 
étant  lui-môme  connu  par  la  formule  (5)  du  n^  347,  on  en  dé- 
duirait au  besoin  mj,  c'est-à-dire  la  proportion  de  vapeur  dans 
le  mélange,  au  point  de  sortie. 

Le  calcul  de  V,  peut  se  simplifier  par  la  suppression  de 
rinlégrale  qui  figure  au  second  membre  de  l'équation,  dans 
le  cas  d'une  petite  différence  entre  les  températures  to  et  r,. 

Le  facteur varie  alors  très  peu  et  pourrait  se  remplacer 

par  l'une  de  ses  valeurs  extrêmes  — ^—  :  on  en  déduit  l'éga- 
lité  approximative 


